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Prefacio a la tercera
edicion en inglés

A diferencia de un curso de “célculo” o de “ecuaciones diferenciales”, donde el conte-
nido del curso estd muy estandarizado, el contenido de un curso titulado “matematicas
para ingenierfa” algunas veces varia de forma considerable entre dos instituciones aca-
démicas distintas. Por lo tanto, un texto sobre matemadticas avanzadas para ingenieria
es un compendio de muchos temas matematicos, todos los cuales estdn relacionados en
términos generales por la conveniencia de su necesidad o utilidad en cursos y carreras
subsiguientes de ciencia e ingenieria. En realidad, no hay un limite para la cantidad de
temas que se pueden incluir en un texto como el que ahora nos ocupa. En consecuencia,
este libro representa la opinidn de los autores, en este momento, acerca de lo que consti-
tuyen “las matemadticas para ingenieria”.

Contenido del texto ]

Los seis primeros capitulos constituyen un curso completo sobre ecuaciones diferencia-
les ordinarias. El capitulo sobre Matrices constituye una introduccion a los sistemas de
ecuaciones algebraicas, los determinantes y el dlgebra matricial con énfasis especial en
aquellos tipos de matrices ttiles en la resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales.

Las secciones sobre criptografia, c6digos para la correccion de errores, el método de
los minimos cuadrados y los modelos compartimentales discretos se presentan como
aplicaciones del dlgebra matricial.

Posteriormente se abordan los Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales en el
capitulo 8 y el capitulo 9, los Sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales. Ambos
empatan fuertemente con el material sobre matrices que se presenta en el capitulo 7. En
el capitulo 8, los sistemas de ecuaciones lineales de primer orden se resuelven aplicando
los conceptos de valores propios, vectores propios, diagonalizacién y funcién exponen-
cial por medio de una matriz. En el capitulo 9 se explican los conceptos de estabilidad
mediante dos aplicaciones: flujo de fluido en un plano y movimiento de una cuenta sobre
un cable.

En el capitulo 10, Funciones ortogonales y series de Fourier, se presentan los temas
fundamentales de conjuntos de funciones ortogonales y expansiones de funciones en
términos de una serie infinita de funciones ortogonales. Estos temas se utilizan posterior-
mente en los capitulos 11 y 12, donde los problemas de valor en la frontera en coordena-
das rectangulares, polares, cilindricas y esféricas se resuelven mediante la aplicacién del
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método de separacion de variables. En el capitulo 13, Método de la transformada inte-
gral, los problemas de valor en la frontera se resuelven por medio de las transformadas
integrales de Laplace y Fourier.

Principales caracteristicas de Matematicas
avanzadas para ingenieria, Vol. 1: Ecuaciones
diferenciales

* Todo el texto se moderniz6 a fondo para preparar a los ingenieros y cientificos con las
habilidades matematicas requeridas para estar a la altura de los desafios tecnoldgicos
actuales.

* Se han agregado nuevos proyectos de ciencia e ingenieria aportados por importantes
matematicos. Estos proyectos estdn relacionados con los temas del texto.

* Se han afiadido muchos problemas nuevos al libro. Ademads, fueron reorganizados
muchos grupos de ejercicios y, en algunos casos, se han reescrito por completo para
seguir el flujo del desarrollo presentado en la seccién y facilitar mas la asignacién de
tareas. Los grupos de ejercicios también ponen un gran énfasis en la elaboracion de
conceptos.

* Hay un gran énfasis tanto en las ecuaciones diferenciales como en los modelos ma-
tematicos. La nocién de un modelo matemadtico estd entretejida a lo largo de todo el
texto, y se analiza la construccion y las desventajas de diferentes modelos.

* En la seccion 5.3, Funciones especiales, se ha ampliado el andlisis de las ecuaciones
diferenciales que se pueden resolver en t€rminos de las funciones de Bessel. También
por primera vez se presentan las funciones de Bessel modificadas /,(x) y K,(x).

* En la seccién 8.4, Sistemas lineales no homogéneos, se cubre el método de los coefi-
cientes indeterminados.

* Otro método para resolver problemas no homogéneos de valor en la frontera fue agre-
gado a la seccién 11.6.

* Se enfatiza mas el problema de Neumann en los capitulos 11y 12.

* A lo largo de los capitulos 10, 11 y 12, la confusa mezcla de simbolos como A” y
V=X en la solucién de problemas de valor en la frontera de dos puntos se ha reem-
plazado por el uso consistente de A. Los tres casos A = a’, A = 0y A = —a’ se
enfatizan mediante el andlisis.

Disefio del texto

Como resultard evidente, el texto tiene un formato mds amplio y un disefio interior a dos
tintas, con el fin de que la lectura y el aprendizaje de este libro sean mas amenos y di-
décticos. Todas las figuras tienen textos explicativos. Se han agregado mds comentarios
y anotaciones al margen en todo el libro. Cada capitulo tiene una pagina de presentacién
que incluye una tabla de contenido y una breve introduccién al material que se estudiara.
Al final de cada capitulo se incluyen ejercicios de revision. Después de los apéndices se
proporcionan respuestas a los problemas impares seleccionados.
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Prologo a la edicion en espaiiol

Para que la seleccion de temas pudiera ser flexible, el texto original en inglés fue dividi-
do en cuatro partes o subdivisiones principales. Para la edicién en espafiol, se opté por
dividir el texto en dos volimenes que se pueden manejar de manera independiente. El
primero, que tiene el lector en sus manos, trata de las ecuaciones diferenciales ordinarias
y parciales, ademds de contener el capitulo sobre matrices. El panorama general de su
contenido se puede ver en el prélogo a la edicién en inglés.
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>» » PROYECTO PARA LA SECCION [}

Ilusiones opticas
en el camino

Anton M. Jopko, Ph. D.
Departamento de fisica y astronomia,
McMaster University

La mayoria de nosotros hemos conducido por alguna
carretera durante un dia soleado, y hemos visto a la
distancia una mancha luminosa en el camino que se ve
como un parche de hielo. Esta mancha se mueve, desa-
parece y reaparece, a medida que conducimos.

La velocidad de la luz en un medio estd dada por
v = ¢/n, donde c es la velocidad de la luz en el vacio
y n el indice de refraccién del medio. Como la veloci-
dad de la luz no puede ser mayor que c, el indice de
refraccion siempre satisface n = 1. Para el aire frio, la
densidad y el indice de refraccion son mayores, de ma-
nera que la velocidad de la luz es mds lenta. Por otra
parte, para el aire caliente, la densidad y el indice de
refraccion son menores, asi que la velocidad de la luz
es mas rapida. Cuando la luz viaja entre dos medios
con indices de refraccion diferentes, se dobla o refrac-
ta. La figura 1 muestra la luz que el aire refracta con-
forme la densidad cambia. El pavimento estd caliente,
asi como el aire que estd inmediatamente encima. Este
conjunto de circunstancias propicia que la densidad del
aire sea mds pequefia. Mds arriba el aire es mads frio,
lo cual provoca que su densidad aumente con la altura;
como consecuencia, su indice de refraccién aumenta.
El indice de refraccién es cercano a 1 en la superfi-
cie del camino y aumenta con mucha lentitud segin
la altura sobre el camino. La luz brillante del cielo se
refracta a medida que se acerca mds al camino, de ma-
nera que entra en los ojos del conductor como se ve
en la figura 1. De hecho, la luz nunca toca el camino;
mas bien, parece provenir directamente de éste como
un brillante parche en la distancia.

Luz del cielo

Vértice .
Trayectoria real

La mancha luminosa aparece aqui
Figura 1 Refraccion de la luz por el aire

Digamos que el indice de refraccién del aire n(y)
depende sélo de la altura vertical y situada por encima
del camino, y que el eje x se encuentra a lo largo del

/

camino horizontal. Esto implica que la trayectoria de la
luz sea simétrica respecto al eje vertical que atraviesa el
punto mds bajo de la curva. Llamamos a este punto mds
bajo vértice. Si y(x) denota la ecuacion de la trayectoria
seguida por la luz, es posible demostrar que y satisface
la ecuacion diferencial de segundo orden no lineal

d? dy\] 1
Sl o
dx dx n dy

Para resolver esta ecuacién diferencial necesitamos co-
nocer n(y). Consideraremos algunos ejemplos de n(y)
en el siguiente apartado de Problemas relacionados.
También veremos cémo resolver la ecuacion (1) usan-
do la técnica de reduccién de orden. Estos casos quiza
no sean muy realistas, pero tienen la caracteristica de
que n es constante 0 aumenta con la altura y. En cual-
quier caso, la ecuacion (1) se resuelve sin dificultad.

Problemas relacionados

1. Si el indice de refraccién n(y) es una funcién creciente
de y, explique por qué la trayectoria de la luz descrita
mediante una solucién y(x) de (1) debe ser concava
ascendente.

2. Suponga que n(y) = constante. Este es un caso espe-
cial donde el aire tiene densidad uniforme. Entonces
la ecuacién (1) se convierte en d’y/dx* = 0.

a) (Cudl eslasolucién para esta ecuacion diferencial?

b) (Cudl es la concavidad de la grifica de esta solu-
cion?

c¢) ¢Por qué la solucién del inciso a) es 16gica desde
el punto de vista fisico para el indice de refrac-
cién dado?

y/a

3. a) Suponga que n(y) = €% donde a y y se miden
en metros y a es grande (digamos, 10 000 m).
Muestre que la ecuacion (1) se convierte en

d? dy\?
-t (2]
dx*>  a dx

b) En la ecuacidn diferencial del inciso a) falta la
variable dependiente y, por lo que la sustitucion
apropiada es

dy
dx

d*>y du
u —_— = .
Yooa? T dx
Encuentre la nueva ecuacién diferencial para u(x)
y resuélvala.

¢) Use el resultado que obtuvo en el inciso b) y la
sustitucion u = dy/dx para encontrar la nueva
ecuacion diferencial para y(x) y resolverla.

d) Ahora suponga que los ojos del conductor estidn a
1.2 m por encima del camino, y que el vértice de
la trayectoria estd a 1.19 m por encima del camino
y a 50 m frente al conductor. Use la solucién que
obtuvo en el inciso ¢) para encontrar la distancia
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4. a)

b)

que hay entre el automdvil y el brillante parche
del camino.

Suponga que n(y) = VY, y =1, donde y se
mide en metros. Muestre que la ecuacién (1) se
convierte en

& dy'\?
-3 (@)
d¥> 2y dx

La variable independiente x no se encuentra en la
ecuacion diferencial del inciso a) y por tanto la
sustitucién adecuada es

dy d*y du
—=u 'y —S=u—.
dx

Encuentre la nueva ecuacion diferencial para u(y)
y resuélvala.

c)

Utilice el resultado del inciso b) y la sustitucion
u = dy/dx para encontrar una nueva ecuacion di-
ferencial para y(x) y resuélvala.

Ahora suponga que los ojos del conductor se en-
cuentran a 1.2 metros sobre el camino, y el vér-
tice de la trayectoria se encuentra a 1.19 metros
sobre el camino y 3 metros frente al conductor.
Utilice la solucién del inciso ¢) para encontrar la
distancia desde el automévil a la seccion brillante
sobre el camino.
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El péndulo balistico

Warren S. Wright
Departamento de matematicas,
Loyola Marymount University

Histéricamente, con el objetivo de mantener el control
de calidad de las municiones (balas) fabricadas por una
linea de produccion, el fabricante utilizaba un péndulo
balistico para determinar la velocidad de barril de una
pistola, es decir, la velocidad de una bala cuando sale
del cafién. El péndulo balistico (inventado en 1742)
sencillamente es un péndulo plano que consiste de
una varilla de masa despreciable a la que se le conecta
un bloque de madera de masa m,,. El sistema se pone
en movimiento por medio del impacto de una bala, la
cual se desplaza de forma horizontal a una velocidad
v, desconocida; en el momento del impacto, ¢ = 0, la
masa combinada sera m,, + m,;, donde m, representa la
masa de la bala incrustada en la madera. En la seccién
3.10 observamos que para el caso de pequefas oscila-
ciones, el desplazamiento angular 6(7) de un péndulo
plano como el mostrado en la figura 1 estd dado por
la ecuacién diferencial lineal 8” + (g/1)6 = 0, donde
0 > 0 corresponde al movimiento a la derecha de la
vertical. La velocidad v, puede obtenerse por medio de
la medicion de la altura & de la masa m,, + m,, en el
mdximo dngulo de desplazamiento 6,4, que se muestra
en la figura 1.

De forma intuitiva, sabemos que la velocidad hori-
zontal V de la masa combinada (madera y proyectil)
después del impacto solamente es una fraccién de la

)vb. Ahora

velocidad v, de la bala: V = (L

m,, + m,
recuerde que una distancia s recorrida por una par-
ticula que se desplaza sobre una trayectoria circular
estd relacionada con el radio [ y el angulo central 6

por medio de la férmula s = [6. Al derivar esta tltima

[ ———— Y m,, —
Vb \4

=]

Figura 1 Péndulo balistico

féormula respecto al tiempo 7, tenemos que la veloci-
dad angular w de la masa y su velocidad lineal v estan
relacionadas por medio de v = lw. De esta forma, la
velocidad inicial angular w, en el tiempo ¢ en el que el
proyectil impacta al bloque de madera estd relacionado
my, 3

con V por medio de V = lw, 0 w, = <— .
m, + m,) [

Problemas relacionados

1. Resuelva el problema de valor inicial

o g
— +=0=0, 6(0)=0, 6'(0) = .
8 0) = 0. 0/(0) = o

2. Utilice el resultado del problema 1 para demostrar
que

m, + m
Vp = ( m b>\/l§ Oméx .

b

3. Utilice la figura 1 para expresar cos 0,4, en términos
de /'y h. Luego utilice los primeros dos términos de la
serie de Maclaurin de cos 0 para expresar 0,4, en tér-
minos de [ y h. Por tdltimo, demuestre que v, estd
dada (de forma aproximada) por

+
(e

4. Utilice el resultado del problema 3 para encontrar v,
cuandom, =5 g, m,=1kg, yh=6cm.
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Red de dos puertos
en circuitos eléctricos

Gareth Williams, Ph. D.
Departamento de matemadticas y ciencias
computacionales, Stetson University

J

Muchas redes eléctricas estdn disefiadas para aceptar
seflales en ciertos puntos y producir una versién modi-
ficada de éstas. El arreglo general se ilustra en la figura
1. Una corriente /; a un voltaje V,; se envia sobre una

I I
‘tl Dos puertos ‘{2
Iy I

Figura 1 Red eléctrica

red de dos puertos, y ésta determina de alguna forma la
corriente de salida I, al voltaje V,. En la prictica, la re-
lacion entre las corrientes y voltajes de entrada y salida
por lo general es lineal, y se encuentran relacionadas
por una ecuacién matricial:

(-6 290
L ay axn/\I

ap

. . ap .
La matriz de coeﬁ01entes< )se denomina ma-

a a
triz de transmision del puezito. ﬁ; matriz define a la
red de dos puertos.

En la figura 2 se presenta un ejemplo de una red de
dos puertos. La parte interior consiste en una resistencia
R conectada como se muestra. Podemos demostrar que
las corrientes y los voltajes en efecto se comportan de

una forma lineal y determinan la matriz de transmision.

Nuestro método serd construir dos ecuaciones: una que

exprese a V, en términos de V| e /;, y la otra que exprese

a I, en términos de V, e I,. Posteriormente combinare-

mos estas dos ecuaciones en una sola ecuacion matricial.
Utilizamos la siguiente ley:

Ley de Ohm: La caida de voltaje a través de una re-
sistencia es equivalente a la corriente multiplicada
por la resistencia.

La caida de voltaje a través de la resistencia serd
V, — V,. La corriente a través de la resistencia es /.
Por tanto, la ley de Ohm establece que V, — V, = [|R.
La corriente 1, pasa a través de la resistencia R y exis-
te como /,. De esta forma, I, = I,. Primero escribimos
estas dos ecuaciones en la forma estdandar,

V2: Vl _Rll
IzZOV] +Il

y luego como una ecuacién matricial,

()=6 G

—R

1
forma si R equivale a 2 ohms y el voltaje y corriente de
entrada son V; = 5 volts e I; = 1 ampere, respectiva-
mente, obtenemos

(-6 D0)-C)

El voltaje y la corriente de salida serdn 3 volts y 1 am-
pere respectivamente.

En la prictica, se colocan en serie varias redes de
dos puertos estdndar como la que se describié arriba
para obtener un cambio de voltaje y corriente deseado.
Considere las tres redes de dos puertos de la figura 3,
cuyas matrices de transmisién son A, B y C.

Al considerar cada red de forma independiente, te-
nemos que

()= ()=o) (2)-<(2)

1
La matriz de transmision es (0 ) De esta

I, I
AVAYAY V.
0 R A Al sustituir 12 de la primera ecuacién en la segunda
Vl Vz 2
Y Y obtenemos
I 5
V V
Figura 2 Red de dos puertos I I
I L L L L I
A A A A
4 A %43 Vs c Vs
p Y
I 1 12 I 2 13 I 3 14

Figura 3 Dos puertos en serie
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V3

Al sustituir la dltima matriz < ) en la tercera ecua-

3

(1) = ema(3)

L 1,

De este modo las tres redes de dos puertos serdn equi-
valentes a una sola. La matriz de transmisién de esta
red de dos puertos serd el producto CBA de los puertos
individuales. Observe que la ubicacién de cada puerto

en la secuencia es relevante debido a que las matrices
no son conmutativas bajo la multiplicacién.

cién obtenemos

Problemas relacionados

En los problemas 1-3, determine las matrices de trans-
misioén de las redes de dos puertos que se muestran en
la figura.

1. V, = V, debido a que las terminales se conectan de
forma directa. La corriente a través de la resistencia R

es I, — I,. La caida de voltaje a través de R serd V.

I h
i
‘II R Vs
|
I I,

Figura 4 Red de dos puertos para el problema 1

2. La corriente a través de R, es I, — I,. La caida de vol-
taje a través de R, es V,. La corriente a través de R, es
I,. La caida de voltaje a través de R, es V| — V,.

. AA—— 5
f R, f
Vi R, Vs
| |
I h

Figura 5 Red de dos puertos para el problema 2

3. La corriente a través de R, es I,. La caida de voltaje a
través de R, es V| — V,. La corriente a través de R, es
I, — I,. La caida de voltaje a través de R, es V,.

) AAA K
T R; T
Vi R, V,
|

I h

Figura 6 Red de dos puertos para el problema 3

4. La red de dos puertos de la figura 7 consiste de tres
redes de dos puertos colocadas en serie. Las matrices
de transmision son las que se muestran.

a) (Cudl es la matriz de transmision de la red de dos
puertos compuesta?

b) Si el voltaje de entrada equivale a 3 volts y la
corriente a 2 amperes, determine el voltaje y la co-
rriente de salida.

3 amperes I, I,

1 —1) 4

2 volt:
volts (0 1

-1 1

éz ( 3 —1) %4

Figura 7 Redes de dos puertos en serie para el problema 4
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Flujo de trafico

Gareth Williams, Ph.D.

Departamento de matemdticas y ciencias
computacionales,

Stetson University

J

El analisis de redes, como lo observamos en el analisis
de las reglas de nodo y lazo de Kirchhoff en la seccién
2.2, juega un papel importante en la ingenieria eléctrica.
En afios recientes, los conceptos y herramientas de este
andlisis de redes han resultado ttiles en muchos otros
campos, como en la teorfa de la informacion y el estu-
dio de sistemas de transporte. El siguiente andlisis del
flujo de trafico a través de una red de caminos durante
las horas pico ilustra cémo en la practica pueden surgir
sistemas de ecuaciones lineales con muchas soluciones.

Considere la red tipica de calles de la figura 1.
Representa un drea del centro de la ciudad de Jacksonville,
Florida. Las calles son de un solo sentido, las flechas
indican la direccién del flujo del trafico. El flujo del tra-
fico de entrada y salida de la red se mide en términos
de vehiculos por hora (vph). Las cifras que se propor-
cionan se basan en las horas de trifico pico de mitad de
semana, de 7 a 9 am. y de 4 a 6 p.m. Se debera per-
mitir un incremento de 2 por ciento en el flujo general
durante la tarde del viernes. Construyamos un modelo
matemadtico que pueda utilizarse para analizar esta red.

\ 225 vph @

A Y 350 vph
4004\/ph A Calle Duval B 125 vph
< - - . 0
g 5
3
:5 X ol
& =
800 vph © Calle Monroe S 300 vph
~ D X3 C -
A250 vph Y 600 vph

Figura 1 Centro de la ciudad de Jacksonville, Florida

Suponga que se aplican las siguientes leyes de tra-
fico:

Todo el trdfico que ingresa a una interseccion debe aban-
donarla.

Esta restriccion de la conservacién del flujo (com-
parela con la regla de nodos de Kirchhoff) nos lleva a
un sistema de ecuaciones lineales:

Interseccion A: Tréfico de entrada = x; + x,.
Trafico de salida =400 + 225. Por tanto, x; + x, = 625.

Interseccion B: Tréfico de entrada = 350 + 125.
Tréfico de salida = x; + x,. Por tanto, x; + x, = 475.

Interseccion C: Trafico de entrada = x5 + xy.
Tréfico de salida = 600 + 300. Por tanto, x; + x, = 900.

Interseccion D: Trafico de entrada = 800 + 250.
Trafico de salida = x, + x5. Por tanto x, + x; = 1050.

Estas restricciones sobre el trdfico se describen em-
pleando el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

Xt x = 625
X + x, =475
x3 + x, =900

X, + x5 = 1050

Puede emplearse el método de eliminacién de
Gauss-Jordan para resolver este sistema de ecuaciones.
La matriz aumentada y la forma reducida escalonada
por renglén son las siguientes:

1 100 625 . 1 00 1 475
Operacmnes

1 0 0 1 475 de renglones 0 1 O _1 150

00 1 1 900 = 0 0 1 1 900

01 1 0 1050 000 O 0

El sistema de ecuaciones que corresponde con esta
forma reducida escalonada por renglén es

X + x, =475
Xy - Xy = 150
X3 + Xy = 900.

Al expresar cada variable principal en términos de la
variable restante, obtenemos

x, = —x, + 475
Xy = Xy + 150
X3 = —x4 + 900.

Como podria esperarse, el sistema de ecuaciones
cuenta con varias soluciones, por lo que es posible
tener varios flujos de trafico. Un conductor cuenta con
una cierta cantidad de opciones en las intersecciones.
Ahora utilicemos este modelo matematico para obte-
ner mds informacién sobre el flujo de trafico. Suponga
que se requiere realizar trabajos de mantenimiento en
el segmento DC de Calle Monroe. Es deseable contar
con un flujo de trafico x; lo mds pequefio posible para
este segmento de calle. Los flujos pueden controlarse a
lo largo de diversas bifurcaciones por medio de sema-
foros. (Cudl seria el valor minimo de x; sobre DC que
no ocasione una congestion de trafico? Para resolver
esta pregunta, emplearemos el sistema de ecuaciones
anterior.

Los flujos de trafico no deben ser negativos (un flujo
negativo podria interpretarse como trafico que se des-
plaza en la direccion incorrecta en una calle de un solo
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sentido). La tercera ecuacion en el sistema nos indica
que x; serd un minimo cuando x, sea lo mas grande
posible, siempre que no exceda de 900. El valor mas
grande que x, puede llegar a tener sin ocasionar valores
negativos de x; o de x, es 475. De este modo, el valor
mds pequeio de x; serd —475 + 900, o 425. Todo tra-
bajo de mantenimiento sobre la Calle Monroe debera
permitir un volumen de trafico de al menos 425 vph.
En la préctica, las redes son mucho mds vastas que
la analizada aqui, llevando a sistemas de ecuaciones
lineales mds grandes, que son manipuladas median-
te computadoras. Es posible ingresar diversos valores
para las variables en una computadora con el fin de

crear escenarios distintos.

Problemas relacionados

1.

Construya un modelo matematico que describa el flujo
de trdfico en la red de calles sefialada en la figura. 2.
Todas las avenidas son calles de un solo sentido en las
direcciones indicadas. Las unidades estdn dadas en
vehiculos por hora (vph). Proporcione dos flujos de
trafico posibles. ;Cudl es el flujo minimo posible que
puede esperarse sobre el tramo AB?

200 100
A
Y
X
100 —»—A > B > 150
Y A X2
100 <—2 < ¢ <50
X
3 A
Y
50 50

Figura 2 Flujo de trafico del problema 1

2.

La figura 3 representa el trafico que ingresa y sale
de una glorieta. Tales intersecciones son muy comu-
nes en Europa. Construya un modelo matematico que
describa el flujo del trafico sobre las diversas bifurca-
ciones. ;Cudl es el flujo minimo posible tedrico sobre
la rama BC? ;Cudles son los otros flujos en dicho

50

200

Figura 3 Flujo de trafico del problema 2

momento? (Las unidades de flujo estan dadas en ve-
hiculos por hora.)

. La figura 4 representa el trafico que ingresa y sale

de otro tipo de glorieta usada en Europa continental.
Tales glorietas aseguran el flujo continuo de tréifico
en las intersecciones de calles. Construya ecuaciones
lineales que describan el flujo del trafico sobre las
distintas bifurcaciones. Utilice estas ecuaciones para
determinar el flujo minimo posible sobre x;. ;Cudles
son los demds flujos en este momento? (No es nece-
sario calcular la forma reducida escalonada por ren-
glones. Utilice el hecho de que el flujo de trifico no
puede ser negativo.)

Figura 4 Flujo de trafico del problema 3

4. La figura 5 describe un flujo de tréafico, con las unida-

des en vehiculos por hora (vph).

a) Construya un sistema de ecuaciones lineales que
describa este flujo.

b) El tiempo total que toma a los vehiculos reco-
rrer cualquier segmento de calle es proporcional
al trafico sobre dicho segmento. Por ejemplo, el
tiempo total que toma a x; vehiculos recorrer AB
serdn kx; minutos. Suponiendo que la constante
es la misma para todas las secciones de calles, el
tiempo total para que 200 vehiculos recorran esta
red serd kx; + 2kx, + kx; + 2kxy + kxs. (Cual
sera el tiempo total si k = 4? Proporcione un tiem-
po promedio para cada automévil.

F Xy E

Figura 5 Flujo de trafico para el problema 4

xxii
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| Deseamos ajustar puntos de informacién (x;, y;) utili-

zando la ecuacién cuadritica general y = ax® + bx + ¢
en el sentido de minimos cuadrados. Con tan sélo tres

DependenCia de I-a puntos de informacién, no serfa necesario el procedi-
: L miento de minimos cuadrados. En nuestro caso, conta-

resi St]V1dad en mos con siete puntos de informacion.

la temperatura

M1
Anton M. Jopko, Ph.D. v ,
. . . 1. Construya el vector columna Y = 7| y la matriz
Departamento de fisica y astronomia, :
McMaster University ¥,
J
. p . X ox 1
Un conductor de longitud L y drea transversal uniforme 5
A tiene una resistencia R dada por R = pL/A, pues el A=|2 % 1
conductor estd hecho de un material con resistividad p.
Sin embargo, la resistividad no es constante para todas X2 ox 1
las temperaturas del conductor. Cuando la corriente fluye
a través del conductor, se genera calor, lo que eleva su a
temperatura. A este proceso se lt? conoce como calen- 2. Haga que el vector columna X* = | b° | contenga
tamiento de Joule. En general, mientras mds alta sea la .
c

temperatura, mas alta serd la resistividad y en dltima ins-

tancia la resistencia. Esto significa que debe conocerse los coeficientes minimos cuadrados. Calcule el vector

la resistividad a la temperatura de trabajo del conductor. X' = ( AT A)’l ATY
Modelamos la resistividad a la temperatura 7, del con- ’
ductor por medio de la funcién cuadratica dada por 3. Utilizando la ecuacién cuadratica de minimos cuadra-
) dos, prediga la resistividad del tungsteno a 300°C.
p(T) = po + a(T. = Tp) + (T, = T) 4. Si un conductor de tungsteno a temperatura ambiente

tiene una resistencia de 5 ohms, utilice el resultado
del problema 3 para predecir su resistencia a una tem-
peratura de 300°C.

donde 7. representa la temperatura del conductor en
grados Celsius, 7, es la temperatura ambiente y p, es la
resistividad a temperatura ambiente. Los coeficientes p,,

a y B se determinan por medio de la experimentacion. 5. Encuentre el error RMS (raiz cuadrada de la media de
El tungsteno es un conductor los cuadrados) de la ecuacién cuadratica de minimos
con un punto de fusién muy ele- cuadrados,

vado, que se utiliza para fabricar

los filamentos de las ldmparas in- 1 & o
candescentes. Suponga que la in- n 21 (Y= Y;)",
formacién en la tabla estd medida .
! para la resistividad del tungste- donde Y' = AX' es el valor de minimos cuadrados
no. En los problemas siguientes, de Y.
; presentamos un procedimiento 6. Explique, en términos generales, lo que significa el
= de minimos cuadrados para en- error RMS o de raiz cuadrada de la media de los cua-
Imagen © Ablestack contrar los valores de py, a 'y B. drados.

Asumiremos que Ty = 20°C. 7. Realice la prediccion de la resistividad del conduc-

T, (°C) Resistividad (Q-m) x 1078 tor de tungsteno a 2000°C. ;Qué tan confiable es este
-0 560 valor?
40 5.65
80 5.70
200 7.82
500 11.1
700 20.2
1000 30.5
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El atomo de hidrogeno

Matheus Grasselli, Ph.D.
Departamento de matemdticas y estadistica,
McMaster University

El dtomo de hidrégeno representd uno de los problemas
sin resolver mds importantes en la fisica a principios
del siglo xx. Con tnicamente un protén y un electrdn,
ofrece el ejemplo mds simple posible que debia ser ex-
plicado por cualquier modelo atémico. La descripcién
clasica era la de un electrén en 6rbita alrededor de un
protén debido a una atraccién eléctrica. Sin embargo,
la hipétesis era inconsistente, debido a que para mover-
se alrededor del protén, el electron necesita acelerarse.
Toda particula cargada y acelerada emite ondas electro-
magnéticas. Entonces, con el tiempo, el electrén debia
perder energia cinética y eventualmente colapsarse
hacia el nicleo del atomo. Para complicar atin mads las
cosas, a partir de informacién espectroscopica se sabia
que el gas de hidrégeno emite luz con longitudes de
onda muy especificas, las llamadas lineas espectrales.
Ademds, estas lineas espectrales que podian observar-
se en el rango visible satisfacfan una férmula empirica
enunciada por primera vez por J. J. Balmer en 1885.
Si la longitud de onda es indicada por A, entonces las
lineas espectrales de lo que actualmente se denomina
la serie de Balmer estardn definidas por

1 11
~=Ryl-——5 k=345 .. 1
X H<4 k2> ey

donde Ry es una constante para la cual el mejor valor
empirico es 10967 757.6 + 1.2 m™ ..

Todo modelo atémico razonable no s6lo debia ex-
plicar la estabilidad del 4tomo de hidrégeno, sino que
también debia generar una explicacion para las lineas
espectrales con frecuencias que satisfacian esta férmu-
la. El primer modelo de este tipo fue propuesto por
Niels Bohr en 1913, utilizando una ingeniosa com-
binacion de argumentos cldsicos y dos “postulados
cudnticos”. Bohr asumié que el electrén se encuentra
restringido a un movimiento en 6rbitas con un momen-
to angular “cuantizado”, es decir, en multiplos enteros
de una constante dada. Observe la figura 1. Ademas,
los dtomos emiten energia en forma de ondas electro-
magnéticas inicamente cuando el electron salta de una
Orbita fija a otra. Las frecuencias de estas ondas estdn
dadas por la formula de Planck AE = fiv, donde AE
es la diferencia de energia entre las 6rbitas y # es la
constante de Planck.

Intente reproducir los pasos de Bohr mediante la re-
solucién de los problemas 1-3.

Figura 1 Modelo planetario de Bohr del atomo de hidrége-
no: en este modelo, un electrén puede ocupar (nicamente
ciertas orbitas alrededor de un nicleo que consiste de un
protén.

Problemas relacionados

1. Suponga, como se muestra en la figura 1, que el elec-
trén cuenta con una masa /, y una carga —e, y que se
desplaza en una 6rbita circular de radio r alrededor del
protén, el cual tiene una carga ¢ y una masa mucho
mayor. Utilice las férmulas cldsicas de la fuerza eléc-
trica para cargas puntuales con el objetivo de deducir
que la energia mecénica total (cinética mds potencial)
para el electrén en esta Orbita es

eZ

E=— , 2
8meyr @

donde g, es la permisividad del espacio. Adicional-
mente, deduzca que el momento angular cldsico para
esta Orbita es

me*r

L:

3

41rg,)

2. Abhora utilicemos el primer postulado de Bohr: asuma
que el momento angular es de la forma L = nh, donde
n=1,2,... . Sustituya esta expresion en la ecuacién
(3) y encuentre una expresién para el radio orbital
r como una funcién de n. Inserte esta funcién en la
ecuacion (2) y obtenga una expresion para los niveles
de energia cudntica del d4tomo de hidrégeno.

3. Ahora estamos listos para utilizar el segundo pos-
tulado de Bohr. Suponga que una electron realiza
una transicién desde el nivel de energia E; al nivel
de energia E,, para enteros k > n. Utilice la férmula
AE = fiv y la relacién Av = ¢ (donde c representa la
velocidad de la luz) para deducir que la longitud de
onda emitida por esta transicion es

1 me* 1 1
YT e\ T2 @
A Bhi‘gie \n i
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Asignemos n = 2 en la ecuacién (4) y concluimos

me4

3.2 "
h Soc
Ahora, realice una investigacion para los valores de las

constantes que aparecen en esta formula y calcule Ry.
;Su valor es comparable con el valor empirico? Por

que esto genera la serie de Balmer con Ry =

mM
ultimo, reemplace m por la masa reducida ——
m+ M
(donde M es la masa del protén) y sorpréndase con la
notable precision de este resultado.

A pesar de su éxito evidente, el modelo de Bohr
tenia como detalle el que llevaba la teoria cldsica lo
mads lejos posible y luego la complementaba con pos-
tulados cudnticos especificos cuando era necesario.
Esta situacién fue acertadamente considerada como
insatisfactoria e inspir6 a los fisicos a desarrollar una
teorfa mucho mds completa del fendmeno atémico, lo
que dio paso al nacimiento de la mecédnica cudntica.
En el nucleo de ella hay una ecuacién diferencial par-
cial propuesta por Erwin Schrodinger en 1926 en un
documento con un titulo sugerente “La cuantizacién
como un problema de valores propios”. La ecuacion
de Schrodinger dependiente del tiempo para un siste-
ma fisico de masa m sujeto a un potencial V(x) es

_zﬁ_m VA (x) + VXV (x) = EV(x), (5)

donde V? representa al operador laplaciano y E es el
valor (escalar) para la energia total del sistema en el
estado estacionario W (x). Aqui x = (x, y, z) represen-
ta un punto en el espacio de posicién de tres dimen-
siones. La interpretacin correcta de la funcién W (x)
implica argumentos probabilisticos refinados. Para
nuestro problema, es suficiente decir que W (x) con-
tiene toda la informacién que se puede obtener fisica-
mente acerca del sistema en consideraciéon. Nuestro
proposito ahora, siguiendo el espiritu del documento
original de Schrodinger, serd obtener los niveles de
energia E, para el dtomo de hidrégeno como los valo-
res posibles de energia para los cuales la ecuacion (5)
admite una solucidn.
Ahora intente resolver el siguiente problema.

eZ

. Debido a que la energia potencial V(r) = 2
ey

depende tnicamente del radio r, para este problema
es natural considerar coordenadas esféricas (r, 0, qb)
definidas por las ecuaciones

x=rsenfcos¢d, y=rsenfsen¢d, z=rcosb.

Comience por escribir la ecuacién (5) en estas coor-
denadas [recuerde la expresion para el operador de
Laplace en coordenadas esféricas en (2) de la seccion
6.3]. Ahora utilizamos la separacién de variables con

Y(x) = R(r)O(0)P(¢) para mostrar que el com-
ponente radial R(r) satisface a

2 2m < e ) 2m
R" + =R + — +E|R=—k_— (6)
r K \dmeyr h*r?
donde k es una constante.

En la solucién del problema 4 deberia haber en-
contrado que la técnica de separacién de variables di-
vide la ecuacién de Schrodinger en dos partes: una
que depende tUnicamente de r y la otra que depende
solamente de 0 y ¢. Cada una de estas partes debe
ser equivalente a una constante, que denominamos k.
Si buscdramos la solucién de la parte angular (la que
involucra a 6 y ¢), encontrarfamos que k es un nime-
ro cudntico relacionado con el momento angular del
atomo. Para el resto de este proyecto, consideraremos
el caso k = 0, que corresponde con los estados con
momento angular cero.

En este punto proceda con los problemas 5-7.

. Establezca k = 0 en la ecuacion (6) y considere su

limite cuando » — 0o. Demuestre que e~ ¢ donde
2mE

_ e

es una solucion de esta ecuacién limitante.

C= )

. Con base en el ejercicio anterior, considere una so-

lucién general de la forma R(r) = f(r)e” <" para una
funcién analitica f(r). Mediante procedimientos anali-
ticos, la funcion f(r) posee una expansion de series

f(r) = ay + ajr + ayr* + -+

Sustituya esta serie en la ecuacién (6) (con k = 0) y
deduzca que los coeficientes g; satisfacen la relacion
recursiva

/€~ B i=1,2 (8)
a; = =~ 4di—, ] =1, 2 ...,
TV D
donde B = "¢
onde = 5
Amregh?

. Demuestre que el limite de la ecuacién (8) para

valores grandes de jes a; = ———a; |, que es la serie
j+1

de potencia para la funcién €*“". Concluya que la
unica forma de hacer que la funcién R(r) disminuya
a cero a medida que r se vuelve mds grande es que
la serie de potencias para f(r) termine después de un
nimero finito de términos. Por dltimo, observe que
esto sucede si y s6lo si nC = B para algin entero n.

Nuestro problema final en este proyecto serd ge-
nerar los niveles de energia del d4tomo de hidrégeno
como una consecuencia del trabajo realizado hasta
aqui. Debera observar que la existencia de niveles de
energia cuantizados no necesitan ser postulados, sino
mds bien deducidos a partir del andlisis matematico
de la ecuacién de Schrodinger. Mientras que los pasos
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de deduccién son mas complicados que los seguidos
por Bohr, debe ser evidente que la eliminacion de los
axiomas de cuantizacidn especificos de Bohr fue un
logro importante alcanzado por Schrodinger, razén
por la cual recibi6 el Premio Nobel de fisica en 1933.
Utilice la condicion expresada en el ejercicio previo y
las férmulas obtenidas para C y B para concluir que

las energias permitidas para el dtomo de hidrégeno en
un estado con momento angular cero son

me4

E,=—"—""575 9

(41rey) 2R n* ©)
que deben coincidir con los niveles de energia que en-
contré para el dtomo de Bohr del problema 2.

xxvi
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s

Los ingenieros en comunicaciones interpretan a la trans-
formada de Fourier como la descomposiciéon de una
sefal f(x) que lleva informacién, donde x representa
al tiempo, en una superposicion de “tonos” sinusoida-
les puros que tienen frecuencias representadas por una
variable real. De hecho, los ingenieros usualmente con-
sideran la representacion en el “dominio de la frecuen-
cia” resultante, tanto o mas que la representacion en el
“dominio del tiempo” (esto es, jla sefial misma!). Un
aspecto fundamental del procesamiento de sefales es
que cuanto mds estrecha es una sefial en el dominio del
tiempo, mds amplia es en el dominio de la frecuencia.
También, cuanto mas estrecha es una sefial en el dominio
de la frecuencia, mas amplia es en el dominio del tiem-
po. Este efecto es importante porque, en la practica, una
sefial debe enviarse en un tiempo limitado y utilizando
un intervalo limitado o “banda” de frecuencias. En este
proyecto se describe e investiga este equilibrio entre du-
racién y ancho de banda, tanto cualitativa como cuantita-
tivamente. Los resultados de esta investigacion respaldan
una regla practica cominmente citada: una cierta banda
de frecuencias es proporcional al producto de la dura-
cién en tiempo por el ancho de la banda de frecuencias.

Problemas relacionados

Se emplean la forma compleja de la transformada de
Fourier y la transformada inversa de Fourier, dadas en
(5) y (6) de la seccién 13.4. Se utiliza la notacién f(a)
para denotar la transformada de Fourier de una funcion
f(x) en una forma compacta que explicita su dependencia
de f, esto es, f(a) = F{f(x)}. Se considera que f es
una funcién real, y se comienza revisando dos propie-
dades simples de f.

1. Mostrar que si @ > 0, entonces f(—a) = f(a). Asf,
para cualquier [f(—a)| = |f(@)|. (Aqui, las notacio-
nes z y |z| representan el conjugado y el médulo de un
nimero complejo z, respectivamente).

2. Si k es un nimero real, supéngase que fi(x) = f(x — k).
Mostrar que

fila) = emkf(a)

. Muestre que para la familia de funciones f.(x) = e

De manera que recorrer una sefial en el tiempo no
afecta a los valores de |f(a)| en el dominio de las
frecuencias.

Tomando en cuenta estos hechos, ahora se proce-
de a considerar el efecto de estrechar o ampliar una
sefial en el dominio del tiempo simplemente escalan-
do la variable temporal.

. Sicesunnimero positivo, considérese que f.(x) =f(cx).

Muestre que

R l .[«

fc(a) - Cf(C).
De forma que al estrechar la funcion sefial f en el do-
minio del tiempo (¢ >1), se ensancha su transformada
en el dominio de la frecuencia, y al ampliar la funcién
sefial f'en el dominio del tiempo (c <1), se estrecha su
transformada en el dominio de la frecuencia.

Para cuantificar el efecto que se observa en el pro-
blema 3, se necesita establecer una medida del “ancho”
de la grifica de una funcién. La medida mas comun-
mente utilizada es el ancho de la raiz cuadrada de la
media de los cuadrados, que cuando se aplica a una
sefial f en los dominios del tiempo y de la frecuencia,
conduce a un valor cuadratico medio (o raiz cuadrada de
la media de los cuadrados) de duracién D(f) y un valor
cuadritico medio de ancho de banda B(f), dados por

| treor a
y OO_OO
| e i@ e
[B(f)]> = .
f (@) da
De manera que el ancho de banda y la duracién se
calculan en relacién a los “centros” de ¢ = 0y x =
0 debido a que, segtn los problemas 1y 2, la grafi-
ca de |f(@)[* es simétrica con respecto a @ = 0 en el
dominio de la frecuencia, y la sefial puede recorrerse

horizontalmente en el dominio del tiempo sin afectar
la grafica de |f(a)[* en el dominio de las frecuencias.

. Muestre que para una familia de funciones f,(x) definida

en el problema 3, D(f.) * B(f,) es independiente de c.

e
s

2
D(f.) - B(f.) = - [Sugerencia: Segiin el problema

4, f(x) = fi(x). la integral de Fourier necesaria puede
obtenerse rdpidamente del ejemplo 3 de la seccién
13.3. Para calcular las integrales para D(f) y B(f),
considere la integracidon por partes y por fracciones
parciales, respectivamente].

La duracién y el ancho de banda de una sefial son
en cierta forma inversamente proporcionales entre si
cuando se escala la variable de tiempo. ;Qué se puede
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decir al respecto de la constante de proporcionalidad?
(Qué tan pequefio puede ser D(f) - B(f)? Es de desta-
car que existe un limite inferior para este producto.

6. Deducir la desigualdad de la incertidumbre: si

(o8]

[vora<e [ i@pd<o

—00 —00

lim [ ()] = 0,

x— * oo

entonces D(f) * B(f) = 5. Seguir estos pasos.
a) Establezca la férmula de Parseval:

| trrac- o | @ da

—0 w —00
[Sugerencia: Aplique el teorema de convolucién
dado en el problema 20, ejercicios 13.4 con g(x)
=f(—x).

Especificamente, aplique la férmula para la
transformada inversa de Fourier dada en (6) de la
seccién 13.4, y muestre que g(a) = f(a), y en-
tonces fije x = 0.]

b) Establezca la desigualdad de Schwartz: Para fun-
ciones reales h, y h,,

= (f[hms)]z s )( f (o )

donde la igualdad existe Unicamente cuando h, =
ch,, donde c es una constante [Sugerencia: Escribir

L () (s)ds

b
[ T (o) =ty s
como una expresién cuadritica AA*> + BA + C
de la variable real A. Observe que la cuadratica
es no negativa para toda A y considere el discri-
minante B> — 4AC.]
c¢) Establezca la desigualdad de la incertidumbre.
[Sugerencia: En primer lugar, aplique la des-
igualdad de Schwartz como sigue:

= ([ tera)([ vrora)

—00 —00

[ee]

xf(x).f" (x) dx

Utilice la integracién por partes para mostrar que
I xf(x) f'(x) dx = =3 [* [ f(x)]*dx. Reescri-

ba la segunda integral que aparece en el lado de-
recho de la desigualdad, utilizando la propiedad
operacional (11) de la seccién 13.4 y la férmula
de Parseval.]

7. a) Mostrar que si f proporciona el valor minimo po-
sible de D(f) - B(f), entonces

f'(x) = exf(x)

donde ¢ es una constante. Resuelva esta ecua-
ci6n diferencial para mostrar que f(x) = de®/?
para ¢ < 0 y d = a constante. (Dicha funcién
se denomina funciéon Gaussiana. Las funciones
Gaussianas juegan un papel importante en la teo-
ria de probabilidad.)

b) Utilice la transformada de Fourier que estd a
ambos lados de la ecuacién diferencial del in-
ciso a) para obtener una ecuacién diferencial
para f(a) y mostrar que f(a) = f(0)e*/?),
donde ¢ es la misma que en el inciso a). Se nece-
sita conocer la siguiente informacion:

d , d

) (@ =~

* iax — * i iax
™ J f(x)e* dx = JOO aaf(x)e dx

—00

= Jwixf(x)ei“’“ dx = ixf(x).

—00

(Del problema 35 de los ejercicios 3.11 del tomo II,
se tiene que [ e ““dx = V. Deesta expresion
puede deducir que f(0) = V2m/|c| - d.)

Asi es que el valor minimo posible de D(f) - B(f) se

alcanza para una funcién Gaussiana, cuya transforma-
da de Fourier jes otra funcién Gaussiana!

La palabra “incertidumbre” se asocia con la des-
igualdad presentada en el problema 6 dado que, desde
un punto de vista mds abstracto, es matematicamen-
te andlogo al famoso principio de incertidumbre de
Heisenberg de la mecénica cudntica. (La interpretacion
de este principio de mecdnica cudntica es un tema sutil,
pero comtinmente se entiende como “mientras mayor
sea la precision con la que se determine la posicién de
una particula, su momentum se conoce con menor pre-
cision, y viceversa”.)
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Las estrellas del firmamento se encuentran a una dis-
tancia enorme de nosotros, de forma que pueden con-
siderarse como fuentes puntuales de luz. Si se observa
una de estas estrellas a través de un telescopio, se es-
peraria ver Unicamente otro punto de luz, aunque uno
mucho mads brillante. Sin embargo, éste no es el caso.
Dado que es una onda, la luz se refracta al pasar a tra-
vés de la abertura circular del telescopio, de forma que
la luz se extiende sobre una pequefia region difusa que
se denomina patrén de difraccién. Este proyecto inves-
tiga la forma del patrén de difraccion para la luz que
pasa a través de una abertura circular de radio R.

Por simplicidad, se considera que la luz tiene una
longitud de onda tnica A, o color. Esta luz tiene la
forma de un frente de ondas esférico cerca de la estrella,
pero cuando nos alcanza, llega como un frente de ondas
plano. Todos los puntos del frente de ondas tienen la
misma fase. A continuacion, se apunta el telescopio con
su abertura circular directamente hacia la estrella, de
manera que los frentes de ondas planas inciden desde la
izquierda, como se muestra en la figura 1.

Abertura
de radio R

Figura 1 Difraccion de la luz

A partir del principio de Huygen, cada punto de la
abertura circular emite una onda en todas las direc-
ciones. La difraccién de Fraunhofer requiere que las
ondas abandonen la abertura en un conjunto casi para-
lelo que viaja hacia un punto muy distante P. El tinico
propésito del lente es formar una imagen puntual de
este conjunto paralelo a una distancia mucho mds cer-
cana a la abertura. La difraccién ocurrirfa incluso sin
el lente. La linea discontinua que une los dos origenes
es también el eje de abertura y del lente. El sistema de

A

Figura 2

coordenadas LM estd en el plano focal del lente, y su
origen estd donde toda la luz de la estrella apareceria
en ausencia de difraccion. Debido a la difraccion, sin
embargo, algo de luz también aparece en P. El punto P
es un punto general, pero muy cercano a O, Unicamen-
te a arco-segundos de distancia.

En la figura 2, se han unido la abertura y el lente,
dado que en la préictica el borde del lente también defi-
ne la abertura. Debido a la simetria circular del lente y
al patrén de difraccidn, es muy deseable utilizar coor-
denadas polares. Suponga que una onda es emitida en
un punto S del lente con coordenadas (X, Y) o (p, 6)
y que llega a P con coordenadas (L, M) o coordenadas
angulares (w, ). Entonces X = p cos 6, Y = p sen 6,
yL=wcosy,y M =wseni. Aqui, p es la distan-
cia radial del centro del lente a la fuente S de la onda
emitida y € es su angulo polar; w es el radio angular
de Py ¢ es su angulo polar.

Las ondas emitidas en la abertura estan en fase y
tienen la misma amplitud, pero todas ellas viajan dis-
tancias diferentes hacia el punto P, de forma que llegan
ahi desfasadas. La intensidad de la luz en P es propor-
cional al cuadrado de la amplitud resultante de todas
las ondas que llegan. Ahora se necesita calcular esta
amplitud resultante tomando en cuenta las diferencias
de fase de las ondas.

Se define el nimero de onda de las ondas inciden-
tes y emitidas como k = 27/A. Entonces, de acuerdo a
Principles of Optics, séptima edicién, de Born y Wolf, la
amplitud resultante en P de todas las ondas emitidas en la
abertura es s6lo la transformada de Fourier de la abertura:

—ik(LX + MY)
UupP)==cC JJ e axdy
abertura
donde C es una constante, proporcional en parte a la
brillantez de la estrella. La intensidad de P viene en-
tonces dada por [U(P)~ Este es el patr6n de difraccion
para la estrella en funcién del radio angular w.

Problemas relacionados

1. Muestre que la amplitud resultante en P utilizando los
dos sistemas de coordenadas polares puede escribirse
como

uP) = CJ

R r2m
J e*ikpw cos (Gfgb)pdedp
(V]
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. Muestre que U(P) = CwR®

. Utilizando la identidad

-n

i
2

2
J pixcos apina g — Jn(x),
0

donde J, es la funcion de Bessel de primer tipo, mues-
tre que la amplitud resultante se reduce a

R
U(P) = 2mC J Jo(kpw)p dp
0
para cualquier . Se elige iy = 0. (Esta expresién es

también conocida como transformacion de Hankel de
una abertura circular.)

. Utilizando la relacion de recurrencia

d
[ ()] = ),

muestre que

Lxujo(u) du = xJ,(x)

. Por tanto la
kRw

intensidad viene dada por

27, (kRw) T
- @7 IO

e = |2

2J,(kRw)

. (Quées lim ———?

w—0 kRw

. (Cudl es el significado fisico de /,?

7. (Cudl es el valor de la raiz no nula més pequeia de

J,? Utilizando A = 550 nm, R = 10 cm, y la raiz maés

10.

11.

12.

13.

. Dibujar una gréfica de

pequefia que se acaba de encontrar, calcular el radio
angular w (en arco-segundos) del disco central de di-
fraccion.

2J,(kRw)
——— en funcién de kRw

asi como de la intensidad, que es su cuadrado. El pa-
trén de difraccién de la estrella consiste en un disco
central brillante rodeado por varios anillos concéntri-
cos delgados tenues. Este disco se denomina el disco
de Airy en honor de G. B. Airy, quien fue el prime-
ro en calcular el patrén de difraccién de una abertura
circular en 1826.

. (Qué sucede con el ancho angular del patrén de di-

fraccion si el radio R de la abertura se duplica?

(Qué sucede con el ancho angular del patrén de di-
fraccion si la longitud de onda A de la luz se dupli-
ca?

(Qué sucede con el ancho angular del patrén de di-
fraccion si la longitud focal del lente se duplica?

Suponga que una abertura circular tiene forma de ani-
llo con radio interno a y radio externo b. Encuentre
U(P). (Este resultado es de importancia practica, dado
que los telescopios de reflexion casi siempre tienen
una obstruccién en la parte central de la abertura.)

Suponga que el anillo del problema 12 es muy es-
trecho, de forma que b = a + Aa, donde Aa es pe-
quefio pero no infinitesimal. Muestre entonces que
la amplitud resultante aproximada viene dada por
U(P) = C(2maAa)Jy(kwa). [Sugerencia: Interpretar
el resultado U(P) del problema 12 como aproxima-
d(ul,(u))

A uJy(u) con u = kwa.]

cién para

XXX
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A

Los métodos de diferencias finitas para la solucién nu-
mérica de ecuaciones diferenciales parciales pueden
ser sorpresivamente inadecuados para aproximaciones
numéricas. El problema principal con los métodos de
diferencias finitas (especialmente aquellos con esque-
mas de iteracion explicita) es que pueden amplificar el
ruido de redondeo numérico debido a inestabilidades
intrinsecas. Dichas inestabilidades aparecen muy fre-
cuentemente en el trabajo de investigacion. Un ingenie-
ro deberia estar preparado para esta situacion. Después
de emplear muchas horas en el desarrollo de un nuevo
método numérico para el modelado de un problema y
en la escritura cuidadosa del método en un lenguaje de
computadora, el programa de computadora puede lle-
gar a volverse inutil debido a sus inestabilidades dina-
micas.

La figura 1 ilustra una solucién numérica de la
ecuacién de calor con un método explicito de diferen-
cias finitas, donde el paso k del tiempo excede la mitad
del tamafio del paso cuadrado % (ver ejemplo 1 de la
seccion 14.2). Es de esperarse que una solucion de la
ecuacion de calor para una barra de longitud finita con
temperaturas de cero en los puntos extremos deberia
exhibir un decaimiento suave de una distribucion ini-
cial de calor hacia el nivel constante de temperaturas
cero. Sin embargo, la superficie de la figura 1 mues-
tra que el decaimiento suave esperado se rompe por el

00

Figura 1 Superficie de la solucion numérica

ruido que crece rdpidamente debido a inestabilidades
dindmicas del método explicito.

Las inestabilidades de los métodos numéricos de di-
ferencias finitas pueden entenderse mediante la aplica-
cion elemental de la transformada discreta de Fourier,
que se estudia en la seccién 13.5. El principio de su-
perposicioén lineal y la transformada discreta de Fourier
permiten separar variables en un método numérico de
diferencias finitas, y estudiar la evolucién individual en
el tiempo (iteraciones) de cada modo de Fourier de la
solucién numérica.

Por simplicidad, se considera el método explicito de
diferencias finitas para la ecuacion del calor u, = u,, en
el intervalo 0 = x = a sujeto a condiciones de frontera
nulas en los puntos extremos x = 0 y x = a y una condi-
cién inicial no nula en el instante 7 = 0. La discretizacién
numérica conduce al esquema de iteracién explicito:

Ui j+1 = )\”i—l,_/ + (1 — 2)‘)%,1 + /\”Hl,_,‘ (D

Donde u; ; es una aproximacion numérica de la solu-
cion u(x, t) en el punto de la reticula x = x; y en el
instante 7 = 7, mientras que A = k/ h* es el pardmetro
de discretizacion. Si se observa el instante de tiem-
pot =1, j = 0y se expande el vector numérico
(ug, j» uy j» ..., u, ;) definido en la malla igualmente
espaciada x; = ih, i=0, 1, ..., n, donde nh = a, en la
transformada sinusoidal de Fourier discreta:

n .l
;= 2,a;sen <%> =01, ....n (2
=1

Las condiciones de frontera u, ; = 1, j = 0 se satisfa-
cen para cualquier j = 0. Debido al principio de super-
posicién lineal, se considera cada término de la suma
de la ecuacién (2) por separado. Entonces se sustituye
w; ; = a; ; sen (kji), Kk, = ml/n en el método explicito
(1) y se obtiene

a4y sen (ki) = (1 — 2N)a, ; sen (ki) +

/\a,’j(sen (k,(i + 1)) + sen (k,(i — 1))> (3)
Utilizando la identidad trigonométrica,
sen (k,(i + 1)) + sen (k,(i — 1)) = 2 cos (k) sen (k;i),

El factor sen (k;i) se cancela en la ecuacién (3), y se
obtiene una férmula de iteracion simple para a, ;:

dpj+1 = Qlal,j’
donde
0,=1— 2\ + 2Acos (k) 4)

Dado que el factor Q, es independiente de j, es claro que
la amplitud a; ; del modo de Fourier sen (k;i) cambia en
Jj = 0, de acuerdo con la potencia del factor Q;:

— i .
a ;= Qla,, j=0

La amplitud a, ; crece en j si |Q] > 1,y estd acotada o
decae si |Q] = 1. Por tanto, la estabilidad del método
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de iteracion explicito se define a partir de la condi-
cién

|O| =1, paratoda [ =1,2, ..., 5)

Dado que Q; < 1 para A > 0 la restriccién para la es-
tabilidad (5) puede reescribirse como

l
1 - 4/\sen2<727—)2 -1,1=1,2, ....,n (6)
n

que resulta en la estabilidad condicional del método
explicito para 0 < A < 0.5. Cuando A > 0.5, el primer
modo de Fourier inestable corresponde a [ = n, que es
el responsable de un patrén de secuencia alternativa en
el espacio creciente en el tiempo de u; ;. Este patrén se
observa claramente en la figura 1.

Asi, se pueden estudiar las inestabilidades de los
métodos de diferencias finitas utilizando la transfor-
mada discreta de Fourier, el principio de superposicién
lineal, y los factores de iteracidn explicita en el tiempo.
El mismo método puede aplicarse a otros métodos de
diferencias finitas para ecuaciones de calor y de onda,
y en general a una discretizacién de cualquier ecuacion
diferencial parcial lineal con coeficientes constantes.

Problemas relacionados

1. Considere el método implicito de Crank-Nicholson
para la ecuacién de calor u, = u,, (ver ejemplo 2 de la
seccion 14.2):

T U T QU T Uiy e T Uy

= Bui; t oy (D
dondea = 2(1 + 1/A), B =2(1 — 1/A),yA = k/W*.
Encuentre la férmula explicita para Q, en la ecuacién
(4) y demuestre que el método implicito de Crank-
Nicholson (7) es estable incondicionalmente para
cualquier A > 0.

2. Considere el método explicito de diferencias centrales
para la ecuacién de calor u, = u,,:

Mi,j+l = 2/\(ul‘_l,j - 214”‘ + Mi+1’./*) + u,-’j_l. (8)

Utilizando el mismo algoritmo que en el problema 1,

reduzca la ecuacion (8) a un esquema de iteracion en
dos pasos:

a;; = 4A(cos (k) — Day; + a;;-,. 9

— )2
Uije1 = AU,

Utilizando el esquema de iteracion explicito (4), en-
cuentre una ecuacion cuadrdtica para Q; y resuélvala
con la férmula cuadratica (puede consultar el ejemplo
1 de la seccién 9.2). Demuestre que el método expli-
cito de diferencias centrales (8) es incondicionalmen-
te inestable para cualquier A > 0.

. Considere el método explicito de diferencias centrales

para la ecuacién de onda u, = c?u,, (ver ejemplo 1 de
la seccidn 14.3 del presente libro):

+2(1 = Puy; + Ny — uy;—y (10)

—1j

donde A = ck/h es el nimero de Courant. Utilizando
el mismo algoritmo que en el problema 2, encuentre
y resuelva la ecuacion cuadratica para Q,. Demuestre
que |Q| = 1 cuando ambas raices de la ecuacién cua-
drética son complejas. Demuestre que la constriccion
para la estabilidad (5) se viola cuando ambas rai-
ces de la ecuacion cuadrdtica son distintas y reales.
Demuestre que el método explicito de diferencias
centrales (10) es estable para 0 < A2 =1 e inestable
para A> > 1.

. Considere el método de retroceso en el espacio y

avance en el tiempo para la ecuacién de transporte
u, + cu, = 0:

Uipjy1 = (1- /\)ui,j T+ Auy (11)

donde A = ck/h. Considere la transformada discreta de
Fourier compleja con el modo de Fourier,

u,; = a, "', donde k = wl/n, i ="V-1

y encuentre el factor complejo Q; en el esquema de
iteracion de un paso (4). Pruebe que el método de re-
troceso de espacio y avance en el tiempo (11) es esta-
ble para 0 < A = 1 e inestable para A > 1.

. Considere el método espacio central y retroceso en el

tiempo para la ecuacién de transporte u, + cu, = 0:

)\ui+lyj+1 + 2ui,j+1 - )\ui_l’j_pl = 2ui’j (12)
Utilizando el mismo algoritmo que en el problema 4,
demuestre que el método de espacio central y retro-
ceso en el tiempo (12) es incondicionalmente estable

para cualquier A > 0.
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CAPITULO

Introduccion a las ecuaciones
diferenciales

I Estructura del capitulo )

1.1 Definiciones y terminologia

1.2 Problemas de valor inicial

1.3 Ecuaciones diferenciales como modelos matematicos
Ejercicios de repaso del capitulo 1

El propésito de este breve capitulo es doble: presentar la termino-
logia elemental de las ecuaciones diferenciales y analizar breve-
mente la forma en que surgen las ecuaciones diferenciales con el
fin de describir o modelar fendmenos fisicos en términos matema-
ticos.



1.1 Definiciones y terminologia ]

M Introduccion Los términos diferencial y ecuacién indican, sin lugar a dudas, la
resolucion de cierto tipo de ecuaciones que contienen derivadas; sin embargo, antes de
iniciar la resolucién de cualquier ecuacidn, primero debemos aprender las definiciones
elementales y la terminologia del tema.

M Una definicion La derivada dy/dx de una funcién y = ¢ (x) representa en si misma
otra funcién ¢’(x) que se encuentra mediante una regla especifica. Por ejemplo, la fun-

cién y = "1 e diferenciable sobre el intervalo (—o00, 00), y su derivada es dy/dx =
0.2x¢™". Si reemplazamos ¢”** por el simbolo y, obtenemos
d
2 0.2xy. (1)
dx

Ahora imagine que un amigo suyo le proporciona sélo la ecuacion diferencial de la ex-
presion (1), y que usted no tiene idea de como se obtuvo. Su amigo le pregunta: ;cudl es
la funcién representada por el simbolo y? Entonces usted se enfrenta a uno de los proble-
mas bdsicos encontrados en un curso de ecuaciones diferenciales: ;cémo resolver una
ecuacion de este tipo para la funcién incégnita y = ¢ (x)? Este problema es mas o menos
equivalente al conocido problema del inverso del cdlculo diferencial: dada una derivada,
encontrar una antiderivada.

Antes de avanzar mds, permitanos ofrecer una definicion mds precisa del concepto de
una ecuacién diferencial.

Ecuacion diferencial

Se dice que una ecuacion diferencial (ED) es cualquier ecuacion que contiene las
derivadas de una o mds variables dependientes con respecto a una o mds variables
independientes.

Con el objetivo de referirnos a ellas, debemos clasificar las ecuaciones diferenciales
por tipo, orden y linealidad.

M Clasificacion por tipo  Si una ecuacién diferencial contiene tinicamente derivadas
ordinarias de una o mds variables dependientes con respecto a una sola variable indepen-
diente, se dice que es una ecuacién diferencial ordinaria (EDQO). Por ejemplo,
dy d*>y dy dx dy
—+5y=¢, ———+6y=0 —+—=2x+ 2
a7 e ax Y y t J @)
son ecuaciones diferenciales ordinarias. Una ecuacién en la que se presentan las deriva-
das parciales de una o mas variables dependientes de dos o mas variables independientes
se denomina ecuacion diferencial parcial (EDP). Por ejemplo,
u  u Pu u ou u
ot o5=0 5= " .
ox ay

- o ()
axt  of ot Y dy ox

son ecuaciones diferenciales parciales.

B Notacion A lo largo de este libro, las derivadas ordinarias se presentardn utilizando
la notacion de Leibniz dy/dx, d*y/dx?, d*yldx®, . .., o la notacién prima y’, y”, y"”, ...
Si se utiliza esta ultima notacion, las primeras dos ecuaciones diferenciales mostradas en
(2) pueden expresarse de forma mas compacta como y' + Sy =e*y y’ -y’ + 6y =0. En
realidad, la notacién de prima se utiliza para sefialar solamente las primeras tres derivadas;
la cuarta derivada se indica como y* en lugar de y”. En términos generales, la n-ésima
derivada serd d"y/dx" o y™. A pesar de ser menos conveniente de escribir y formar tipogra-
ficamente, la notacién de Leibniz presenta una ventaja sobre la notacién de prima en el
sentido de que indica con claridad las variables independientes y dependientes. Por ejem-
plo, en la ecuacién diferencial d*x/dr* + 16x = 0, se observa de forma inmediata que el
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@ Recuerde estas dos

L

caracteristicas de una
EDO lineal.

simbolo x representa ahora a la variable dependiente, mientras que la variable indepen-
diente serd . Ademads, es importante que usted conozca que en ingenieria y ciencias fisi-
cas ocasionalmente se utiliza la notaciéon de Newton por puntos (a veces denominada
despectivamente como notacion de “manchas”) para denotar las derivadas con respecto al
tiempo #; de esta forma, la ecuacion diferencial d*sldi* = —32 se convierte en s = —32.
Las derivadas parciales con frecuencia se indican mediante una notacion de subindice
que muestra las variables independientes. Por ejemplo, las ecuaciones primera y segunda
incluidas en (3) pueden a su vez indicarse como u,, + u,, =0y u,, = u, — 2u,.

M Clasificacion por orden El orden de una ecuacién diferencial (EDO o EDP) re-
presenta el orden de la derivada mas alta presente en la ecuacion. Por ejemplo,

segundo orden primer orden
1 \:
d*y (dy>3
T - I A
a " \ax) Y

representa una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden. Las ecuaciones dife-
renciales ordinarias de primer orden se escriben ocasionalmente en la forma diferencial
M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0. Por ejemplo, si suponemos que y representa la variable depen-
diente en (y — x) dx + 4xdy = 0, entonces y' = dy/dx, y asi al dividir entre el diferencial
dx obtenemos la forma alternativa 4xy’ + y = x. Consulte la seccién de Comentarios al
final de esta seccidn.

De manera simbdlica, es posible expresar una ecuacién diferencial ordinaria de
n-ésimo orden como una variable dependiente empleando la forma general

F(x,y,y',...,y") =0, 4)

donde F es una funcién con valores reales de n + 2 variables: x, y, y', ..., y™. Tanto por
motivos précticos como tedricos, de aqui en delante debemos suponer que es posible re-
solver una ecuacion diferencial ordinaria presentada en la forma (4) unicamente para la
derivada més alta y™ en términos de las variables n + 1 restantes. La ecuacién diferencial

d"y

dx"
donde f'es una funcién continua con valores reales, se denomina forma normal de (4).
De este modo, cuando nos sea util, debemos utilizar las formas normales

= fl, 3,y oY), (5)

dy d*y

—=fly) Y = flxy,y)

dx dx®

para representar ecuaciones diferenciales generales ordinarias de primero y segundo
orden. Por ejemplo, la forma normal de la ecuacién de primer orden 4xy’ + y=xesy’ =
(x — y)/4x. Consulte los Comentarios.

M Clasificacion por linealidad Se dice que una ecuacién diferencial ordinaria de
n-ésimo orden (4) es lineal si F es linealen y, y', ..., y("). Esto significa que una EDO
de n-ésimo orden es lineal cuando (4) es a,(x)y™ + a,_(x)y" U + -+ + a,(x)y" +
ag(x)y — g(x) =00

(/77-\, dn — 1-\,
a,,(.\’) ﬁ + a, — l(“‘-) dx”— 1

Dos casos especiales de (6) son las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden
(n=1)y de segundo orden (n = 2):

4+ - 4 al(’\”) i)‘ + (l(,(,\”).\,‘ - g(x)' (6)

dy d?y dy
a(x) ot a)y =8() Yy a5+ al) -

+ag(x)y = gx). (D)

En la combinacion aditiva del extremo izquierdo de (6) observamos que las dos propie-
dades caracteristicas de una EDO lineal son:

* La variable dependiente y asi como todas sus derivadas y’, y”, ..., y* son de primer
grado, es decir, la potencia de cada uno de los términos que involucran a y es 1.
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* Los coeficientes ag, aj, ..., a,dey,y’, ..., y" dependen a lo sumo de la variable inde-
pendiente x.

Las ecuaciones siguientes, a su vez,

&y dy
w3 + 3xa —Sy=e¢,

son ecuaciones diferenciales ordinarias de primero, segundo y tercer orden, respectiva-
mente. Acabamos de demostrar que la primera ecuacion es lineal en la variable y al es-
cribirla en la forma alternativa 4xy’ + y = x. Una ecuacidn diferencial ordinaria no lineal
simplemente es una ecuacion que no es lineal. Las funciones no lineales de la variable
dependiente o de sus derivadas, tales como sen y o ¢, no pueden aparecer en una ecua-
cion lineal. Por lo tanto,

(y —x)dx +4xdy =0, y" =2y +y=0,

término no lineal: término no lineal: término no lineal:
el coeficiente depende de y funcién no lineal de y potencia diferente de 1
: . &y dy
(I =y +2y=c¢, F%—sen_\':O, — +y =0,
X

son ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de primero, segundo y
cuarto orden, respectivamente.

M Solucion Como se indicé anteriormente, en este curso, uno de los objetivos es re-
solver —o encontrar soluciones de— ecuaciones diferenciales. En el siguiente cuadro se
define el concepto de solucion de una ecuacion diferencial ordinaria.

Solucion de una EDO

Toda funcién ¢, definida sobre un intervalo / y que posea al menos n derivadas
continuas sobre /, y que al ser sustituida en una ecuacién diferencial ordinaria de
n-ésimo orden reduzca la ecuacion a una identidad, se dice que es una solucién de la
ecuacion sobre el intervalo.

En otras palabras, una solucién de una ecuacién diferencial ordinaria (4) de n-ésimo
orden serd una funcién ¢ que posea al menos n derivadas y

Fx, p(x), ¢'(x), ..., $™(x)) =0 paratoda x en I.

Se dice que ¢ satisface la ecuacion diferencial sobre 1. Para nuestros propésitos, también
debemos asumir que una solucién ¢ es una funcién con valores reales. En el andlisis inicial
se observé que y = ¢ es una solucién de dy/dx = 0.2xy sobre el intervalo (— oo, co).

En ocasiones resultard conveniente indicar una soluciéon mediante el simbolo alterna-
tivo y(x).

M Intervalo de definicion No es posible considerar una solucién de una ecuacion
diferencial ordinaria sin pensar al mismo tiempo en un intervalo. El intervalo I de 1a defini-
cién 1.2 se denomina de diversas maneras: intervalo de definicion, intervalo de existen-
cia, intervalo de validez o dominio de la solucién y puede ser un intervalo abierto (a, b),
un intervalo cerrado [a, b], un intervalo infinito (a, co), etcétera.

Ejemplo 1  Verificacion de una solucion

Compruebe que la funcién sefialada representa una solucion de la ecuacion diferencial
dada, sobre el intervalo (—o0, 00).

a)dy/dxzxy”z;yzx“/l6 b) y' =2y +y=0;y=xe
Solucion  Una forma de verificar que la funcién indicada representa una solucién es re-

visar, después de sustituir, si cada extremo de la ecuacién es igual para cada x localizada
dentro del intervalo.

1.1 Definiciones y terminologia



a) Funciéon y = 1/x, x #0

b) Solucién y = 1/x, (0, o)

Figura 1.1 La funcién y = 1/x no
es la misma que la solucién y = 1/x

dy X X
a) Del extremo izquierdo: — = 4 + ==
) q 0 :

16
aN12 2 3
extremo derecho: xy'* = x + (x_) - *
16 4 4

observamos que cada extremo de la ecuacién es igual para todo nimero real x. Advierta

que y'* = x%/4 es, por definicién, la raiz cuadrada positiva de x*/16.

b) A partir de las derivadas y’' = xe* + €'y y" = xe* + 2¢* tenemos para todo ndmero real x,

extremo izquierdo: y' — 2y +y = (xe' + 2¢") — 2(xe* + €°) + x¢* =0
extremo derecho: 0. -

Observe también que en el ejemplo 1 cada ecuacion diferencial posee la solucion
constante y = 0, —00 < x < 00. La solucién a una ecuacién diferencial idéntica a cero
sobre un intervalo I se dice que es una solucion trivial.

M Curva de solucion La gréfica de una solucién ¢ de una EDO se denomina curva de
solucion. Ya que ¢ es una funcién diferenciable, serd continua sobre su intervalo I de defi-
nicién. De esta forma puede presentarse una diferencia entre la gréfica de la funcion ¢ y la
grafica de la solucion ¢ . En otras palabras, el dominio de la funcién ¢ no necesita ser el
mismo que el intervalo / de definicién (o dominio) de la solucién ¢. El ejemplo 2 ilustra
esta diferencia.

Ejemplo 2 Comparacion entre solucion y funcion

Considerado en términos simples como una funcion, el dominio de y = 1/x serd el con-
junto de todos los nimeros reales x con excepcién de 0. Cuando graficamos y = 1/x,
trazamos puntos en el plano xy que corresponden a un acertado muestreo de nlimeros
tomados a partir de su dominio. La funcién racional y = 1/x es discontinua en 0, y su gra-
fica, en las cercanias de su origen, se presenta en la figura 1.1a). La funcién y = 1/x no es
diferenciable en x = 0 dado que el eje y (cuya ecuacidn es x = 0) representa una asintota
vertical de la gréfica.

Ahora y = 1/x también es una solucién de la ecuacion diferencial lineal de primer orden
xy’ +y =0 (verifiquelo). Sin embargo, cuando decimos que y = 1/x es una solucion de esta
ED, significa que es una funcion definida en un intervalo / sobre el cual es diferenciable y
satisface la ecuacidn. En otras palabras, y = 1/x serd una solucion de la ED sobre todo in-
tervalo que no contenga a 0, tal como (—3, —1), (%, 10), (— o0, 0) 0 (0, 00). Ya que las
curvas de solucién definidas por y = 1/x sobre los intervalos —3 < x < —1y sobre 5 <x <
10 son basicamente segmentos o secciones de las curvas de solucién definidas por y = 1/x
en —oo <x<0y0<x< oo, respectivamente, tendrd sentido tomar el intervalo / mas
grande posible. De este modo, tomarfamos a / para que fuera (— oo, 0) 0 (0, co). La curva
de solucion sobre (0, co) se muestra en la figura 1.1b). 1

M Soluciones explicitas e implicitas Usted debe estar familiarizado con los términos
funciones explicitas e implicitas gracias a sus estudios de cédlculo. Una solucién en que la
variable dependiente se expresa s6lo en términos de la variable independiente y constantes
se denomina solucién explicita. Para nuestros propdsitos, consideremos una solucion ex-
plicita como una férmula explicita y = ¢ (x) que podemos manipular, evaluar y diferenciar
utilizando las reglas estandar. En los dltimos dos ejemplos hemos observado que y = x*/16,
y=xe', yy=1/xson, asu vez, soluciones explicitas de dy/dx =xy",y" — 2y' +y=0, y xy’
+y = 0. Ademads, la solucidn trivial y = 0 es una solucién explicita de las tres ecuaciones.
Cuando abordemos el problema de resolver realmente algunas ecuaciones diferenciales
ordinarias veremos que los métodos de solucion no siempre llevan de forma directa a una
solucién explicita y = ¢ (x). Esto aplica en especial cuando se intenta resolver ecuaciones
diferenciales de primer orden. Con frecuencia nos bastard con una relacién o expresion
G(x, y) = 0 que defina una solucién ¢ de modo implicito.

CAPITULO 1 Introduccion a las ecuaciones diferenciales



Solucién implicita de una EDO

Se dice que una relacion del tipo G(x, y) = 0 es una solucién implicita de una ecua-
cion diferencial ordinaria (4) sobre un intervalo / siempre que exista al menos una
funcion ¢ que satisfaga la relacion asi como a la ecuacion diferencial sobre /.

Se encuentra fuera del alcance de este curso analizar las condiciones bajo las cuales
una relacién G(x, y) = 0 define una funcién diferenciable ¢. Asi que deberemos asumir
que si la implementacién formal de un método de solucion lleva a una relacién G(x, y)
= 0, entonces existe al menos una funcién ¢ que satisface tanto a la relacion (es decir,
G(x, ¢x)) =0) como a la ecuacion diferencial sobre un intervalo /. Si la solucién impli-
cita G(x, y) = 0 es sencilla, podriamos resolverla para y en términos de x y obtener una o
mads soluciones explicitas. Vea la seccion de Comentarios.

Ejemplo 3 Verificacion de una solucién implicita
La relacién x* + y* = 25 es una solucién implicita de la ecuacién diferencial

dy X
-~ _ _Z 8
I v 3)

sobre el intervalo —5 < x < 5. Al diferenciar de forma implicita obtenemos

d , d , d dy
—x"+ —y =—25 2x +2y—=0.
dxx dxy dx © x ydx

Al resolver la dltima ecuacién para el simbolo dy/dx obtenemos (8). Ademds, al resolver x>
+y? = 25 para y en términos de x obtenemos y = V25 — x*. Las dos funciones
y=¢1(x) = V25 —x?y y = ¢y(x) = —V25 — x? satisfacen la relacién (es decir,
X+ ¢ 2 =25y x>+ ¢,> =25) y representan soluciones explicitas definidas sobre el inter-

valo —5 < x < 5. Las curvas de solucién presentadas en la figura 1.2b) y 1.2¢) son segmen-
tos de la grafica de la solucién implicita de la figura 1.2a). a

Toda relacién de la forma x* + y> — ¢ = 0 satisfard de manera formal a (8) para cual-
quier constante c. Sin embargo, se entiende que la relacién siempre deberd tener sentido
en el sistema de nimeros reales; de este modo, por ejemplo, no podemos afirmar que x*
+y* + 25 = 0 es una solucién implicita de la ecuacién. {Por qué no?

Como la diferencia entre una solucién implicita y una solucion explicita debe quedar
clara de forma intuitiva, no menospreciaremos el problema afirmando siempre: “Aqui se
encuentra una solucién explicita (implicita).”

B Familias de soluciones El estudio de las ecuaciones diferenciales es similar al del
cdlculo integral. En algunos libros, a una solucion ¢ se le denomina en ocasiones como la
integral de la ecuacion, y su grafica se conoce como una curva integral. Al evaluar una
antiderivada o integral indefinida en célculo, utilizamos una sola constante ¢ de integra-
cién. En forma andloga, al resolver una ecuacion diferencial de primer orden F(x, y, y") =0,
por lo general obtenemos una solucién que contiene una sola constante arbitraria o para-
metro c¢. Una solucién que contiene una constante arbitraria representa un conjunto G(x, y,
¢) = 0 de soluciones denominadas familia de soluciones de un parametro. Al resolver
una ecuacion diferencial de n-ésimo orden F(x, y, ', ..., y(”)) = 0, buscamos obtener una
familia de soluciones de n parametros G(x, y, ¢, ¢, ..., ¢,) = 0. Lo cual significa que
una ecuacion diferencial simple puede poseer un nimero infinito de soluciones que co-
rresponden al nimero ilimitado de opciones para el o los parametros. Una solucion de
una ecuacion diferencial que se encuentra libre de parametros arbitrarios se denomina
solucion particular. Por ejemplo, la familia de un solo pardmetro y = cx — x cos x repre-
senta una solucién explicita de la ecuacion lineal de primer orden xy’ — y = x’sen x sobre
el intervalo (— 0o, co) (verifiquelo). La figura 1.3, obtenida mediante el uso de un pro-
grama computacional de graficacion, muestra las grédficas de algunas de las soluciones
de esta familia. La solucién y = —x cos x, la curva con color en la figura, es una solucién
particular que corresponde a ¢ = 0. De forma similar, sobre el intervalo (— co, 00), y =
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a) Solucién implicita
x2+y2=25

y
5

X
-5 5

b) Solucién explicita
v = N25-x2, -5<x<5

¢) Solucién explicita
y,= 25-x2, 5<x<5

Figura 1.2 Solucién implicita
y dos soluciones explicitas de (8)



Figura 1.3 Algunas soluciones de
xy' —y=x’sen x

y
c=1
X
c=-1
a)
y
c=1,
x>0
X
c=-1,
x<0
b)

Figura 1.4. Algunas soluciones de
xy' —4y=0
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c,€" + cyxe” representa una familia de soluciones de dos parametros (verifiquelo) de la
ecuacion lineal de segundo orden y” — 2y’ + y =0 del ejemplo 1. Algunas soluciones
particulares de la ecuacion son las soluciones triviales y =0 (¢; = ¢, =0), y=xe' (¢; =0,
c,=1),y=5¢" — 2xe* (¢, =5, ¢, = —2), etcétera.

En todos los ejemplos anteriores, hemos utilizado x y y para denotar las variables
independiente y dependiente, respectivamente. Pero deberfa acostumbrarse a ver y tra-
bajar con otros simbolos que denoten estas variables. Por ejemplo, podriamos denotar la
variable independiente como ¢ y a la dependiente como x.

Ejemplo 4 Utilizacion de distintos simbolos

Las funciones x = ¢; cos 4ty x = ¢, sen 4t, en las que ¢, y ¢, son pardmetros o constantes
arbitrarias, son soluciones de la ecuacion diferencial lineal

X"+ 16x=0.
Para x = ¢, cos 4t, las primeras dos derivadas con respecto a t son x’ = —4¢, sen 4ty
X" = —16¢, cos 4t. Al sustituir x" y x obtenemos

X"+ 16x = —16¢, cos 4t + 16(c, cos 4t) = 0.

De forma similar, para x = ¢, sen 4 tenemos x” = —16¢, sen 4t, y asi

X"+ 16x = —16¢, sen 4t + 16(c, sen 41) = 0.

Por ultimo, resulta sencillo verificar que la combinacién lineal de soluciones para la fa-
milia de dos pardmetros x = ¢, cos 4t + ¢, sen 4t es también una solucién de la ecuacién
diferencial. a

El siguiente ejemplo demuestra que una solucién de una ecuacion diferencial puede
ser una funcién definida en forma segmentada.

Ejemplo 5 Una solucion definida en forma segmentada

Debemos verificar que la familia de un solo pardmetro y = cx* es una familia de soluciones
de un parametro de la ecuacion diferencial xy’ — 4y = 0 sobre el intervalo (— oo, 00).
Vea la figura 1.4a). La funcién diferenciable definida por partes

- x<0
y:

X x=0

representa una solucién particular de la ecuacién pero no puede obtenerse a partir de la
familia y = cx* mediante una eleccién simple de c; la solucién se construye a partir de
la familia al elegir ¢ = —1 parax <0y ¢ =1 para x > 0. Observe la figura 1.4b). a

M Solucion singular En ocasiones una ecuacién diferencial posee una solucién que
no es miembro de una familia de soluciones de la ecuacidn, es decir, una solucién que no
puede obtenerse mediante la especializacién de ninguno de los parametros de la familia
de soluciones. Una solucién adicional de este tipo se denomina solucién singular. Por
ejemplo, hemos observado que y = ﬁx“ y ¥y = 0 son soluciones de la ecuacién diferen-
cial dyldx = xy"? sobre (— 0o, c0). En la seccién 2.2 demostraremos, mediante su reso-
lucién, que la ecuacién diferencial dy/dx = xy"? cuenta con la familia de soluciones de un
pardmetro y = (342 + ¢)?. Cuando ¢ = 0, la soluci6n particular resultante es y = j5x*.
Sin embargo, observe que la solucién trivial y = 0 es una solucién singular dado que no
es miembro de la familia y = (32> + ¢)?; no existe forma de asignar un valor a la cons-
tante ¢ para obtener y = 0.

B Sistemas de ecuaciones diferenciales Hasta este momento hemos analizado
ecuaciones diferenciales individuales que contienen una funcién desconocida. Sin em-
bargo con frecuencia, tanto en la teoria como en muchas aplicaciones, encontramos sis-
temas de ecuaciones diferenciales. Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
estd formado por dos o mds ecuaciones que involucran las derivadas de dos o mds fun-
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ciones desconocidas de una sola variable independiente. Por ejemplo, si x y y simbolizan
variables dependientes y f representa la variable independiente, entonces un sistema de
dos ecuaciones diferenciales de primer orden estarfa dado por

dx

o = f(t. x,y) ;
&y )
i g(t, x, y).

Una solucion para un sistema como el (9) seria un par de funciones diferenciables x = ¢ (7),
y = ¢,(t), definidas sobre un intervalo comun 7, que satisfagan a cada ecuacién del siste-
ma localizada en este intervalo. Consulte los problemas 33 y 34 de los ejercicios 1.1.

i) Es pertinente formular algunos comentarios finales acerca de las soluciones impli-
citas de ecuaciones diferenciales. En el ejemplo 3 resolvimos la relacién x* + y* = 25
para y en términos de x para obtener dos soluciones explicitas, ¢,(x) = V25 — x* y
¢b,(x) = —V25 — %, de la ecuacion diferencial (8). Sin embargo, no analice dema-
siado este ejemplo, a menos que le resulte sencillo, evidente, sea importante o se le
indique, por lo general no es necesario intentar resolver una solucién implicita G(x, y)
= 0 para y de forma explicita en t€rminos de x. Asimismo, no interprete mal el segundo
enunciado posterior a la definicién 1.3. Una solucién implicita G(x, y) = 0 puede defi-
nir una funcion ¢ perfectamente diferenciable que sea una solucion de una ED, aunque
no podamos resolver G(x, y) = 0 utilizando métodos analiticos como dlgebra. La curva
de solucién de ¢ puede ser un segmento o parte de la grafica de G(x, y) = 0. Revise
los problemas 41 y 42 de los ejercicios 1.1. Ademads, consulte el andlisis que sigue al
ejemplo 4 de la seccién 2.2.

ii) A pesar de que en esta seccidn se ha enfatizado el concepto de una solucién, recuer-
de que una ED no necesariamente debe contar con una solucién. Observe el problema
35 de los ejercicios 1.1. La cuestion de la existencia de una solucion serd analizada en
la siguiente seccion.

iii) Puede no resultar evidente si una EDO de primer orden presentada en forma dife-
rencial M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 es lineal o no, pues no existe nada en esta notacion
que nos indique el simbolo que representa la variable dependiente. Consulte los proble-
mas 9y 10 de los ejercicios 1.1.

iv) Pareciera que no hay mayor problema en asumir que F(x, y,y’, ..., y"™) =0 pueda
resolverse para y™, sin embargo deberd tener cuidado con esto. Existen excepciones y
algunos inconvenientes relacionados con esta suposicién. Revise los problemas 48 y 49
de los ejercicios 1.1.

v) Si toda solucién de una EDO de n-ésimo orden F(x, y, ', ..., y") = 0 sobre un
intervalo / puede obtenerse a partir de una familia G(x, y, ¢;, ¢,, ..., ¢,) = 0 de n pa-
rametros mediante la eleccion adecuada de los pardmetros ¢;, i = 1, 2, ..., n, entonces

decimos que la familia representa la solucion general de la ED. Al resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales debemos imponer restricciones relativamente simples
sobre los coeficientes de la ecuacién; mediante estas restricciones podemos asegurar-
nos de que no sélo existe una solucién sobre un intervalo, sino que también una familia
de soluciones arrojard todas las posibles soluciones. Las ecuaciones no lineales, con
excepcion de algunas ecuaciones diferenciales de primer orden, por lo general son
dificiles de resolver si no imposibles, en términos de funciones elementales familiares:
combinaciones finitas de potencias enteras de x, raices, funciones exponenciales y lo-
garitmicas, funciones trigonométricas y funciones trigonométricas inversas. Ademads,
si se obtiene una familia de soluciones para una ecuacién no lineal, no serd evidente si
esta familia contiene todas las soluciones. Por lo tanto, en un nivel practico, la denomi-
nacién “solucion general” se aplica s6lo a ecuaciones diferenciales lineales. Ahora no
se preocupe por este concepto, pero tenga presentes las palabras “solucién general”, ya
que regresaremos a ellas en la seccion 2.3 y una vez mas en el capitulo 3.

1.1 Problemas de valor inicial
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EJERCICIOS 1.1

En los problemas 1 a 8, defina el orden de la ecuacion diferen-
cial presentada. Determine si la ecuacion es lineal o no lineal al
copararla con (6).

1. (I —x)y" — 4xy" + S5y =cos x

d? dy\*
2. xl—(l) +y=0

dx’ dx

3.9 =Py +6y=0
d’u  du

4, — + — 4y = +
R cos(r + u)
d’ dy'\?

5. Y i (_y)
dx dx

6. ¥R _ _k

S dar R

7. (sen 6)y" — (cosf)y =2

22
8. ;5—(1—%)5c+x=0

En los problemas 9 y 10, determine si la ecuacién diferencial
de primer orden presentada es lineal en la variable dependiente
indicada comparandola con la primera ecuacién diferencial pro-
porcionada en (7).

9. (* — )dx+xdy=0;eny;enx
10. udv+ (v+uv —ue)du=0;env;enu

En los problemas 11 a 14, verifique si la funcién indicada es una
solucién explicita de la ecuacién diferencial presentada. Suponga
un intervalo de definicion / adecuado para cada solucién.

—x/2

11. 2y"+y=0;y=e¢

dy 6 6
12 = 4+20y=24: y=—— — 2
13. )" — 6y’ + 13y =0; y = €™ cos 2x
14. y" +y=tanx; y= —(cos x) In(sec x + tan x)

En los problemas 15 a 18, verifique si la funcién sefalada y =
¢ (x) es una solucién explicita de la ecuacion diferencial de pri-
mer orden presentada. Proceda igual que en el ejemplo 2, consi-
derando a ¢ s6lo como una funcion, proporcione su dominio.
Luego considere a ¢p como una solucion de la ecuacién diferen-
cial, establezca al menos un intervalo I de definicién.

15 (y—x)y =y-—x+8y=x+4Vx+2
16. y' =25+ y* y=5tan 5x
17. vy =2xy% y = 1/(4 — x?)

18. 2y' =y’ cosx; y=(1 — senx)”?

En los problemas 19 y 20, verifique si la expresion sefialada es
una solucién implicita de la ecuacién diferencial de primer orden
que se proporciona. Encuentre al menos una solucién explicita
y = ¢ (x) en cada caso. Utilice alguna herramienta de graficaciéon
para obtener la grafica de una solucién explicita. Proporcione un
intervalo I de definicién para cada solucion ¢ .

Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-1.

X 2X — 1
19. d—=(X— 1)(1 —2X);ln(X_1)=t

dt
20. 2xydx+ (X —y)dy=0; —2x%y +y* =1

En los problemas 21 a 24, verifique si la familia de funciones
indicada es una solucion de la ecuacién diferencial que se pro-
porciona. Suponga un intervalo de definicién / adecuado para
cada solucioén.

dpP !
21. = p1 - pyp=—2
dt 1+ ce
d 2
22. l+ 2xy = 1;y=ef"Je’2dt+cleff
dx b
d d
23. EZ - 4% + 4y =0,y = c,¢™ + cpxe™
& d d
24. x3—§+2x2—§—x—y+y=12x2;
dx dx dx

y=cx '+ ox + ex Inx + 447

25. Verifique si la funcién definida por partes

_ {—xz,

y 2,

es una solucién de la ecuacion diferencial xy’ — 2y =0
sobre (— 00, 00).

26. En el ejemplo 3 observamos que y = ¢,(x) = V25 — x?
Yy =bx) = —V25 -
—x/y sobre el intervalo (—5, 5). Explique por qué la
funcién definida en segmentos

{ V25 —x%, -5<x<0
y=9_

x<0
x=0

son soluciones de dy/dx =

V25 -x% 0=x<5
no es una solucién de la ecuacién diferencial sobre el
intervalo (—35, 5).
27. Encuentre valores de m apropiados para que la funcién
y = €™ sea una solucién de la ecuacién diferencial pro-
porcionada. Explique su razonamiento.
a) y +2y=0
b) Yy =5y +6y=0
28. Encuentre valores de m apropiados para que la funcién
y = x" sea una solucién de la ecuacién diferencial pro-
porcionada. Explique su razonamiento.
a) x'+2y'=0
b) x%' —Txy' +15y=0
En los problemas 29 a 32, utilice el concepto de que y = c,
—00 < x < 00, es una funcién constante si y sélo si, y' =0
para determinar si la ecuacién diferencial proporcionada tiene
soluciones constantes.
29. 3xy' +5y=10
30. y'=y*+2y—3
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31. y— 1y =1
32. y'+4y'+6y=10
En los problemas 33 y 34, verifique si el par de funciones indi-

cadas es una solucién del sistema de ecuaciones diferenciales
dado sobre el intervalo (— co, 00).

33 B o4
. — =X ,
dt Y
dy
— = 5x + 3y;
a T
x=e ¥+ 3¢5
y=—e X+ 56
s X
. = e
ar "
d2
—}2] =4x — ¢
dt

x = cos2t + sen2t + e,

y = —cos2t — sen2t — i

Problemas de analisis

35. Construya una ecuacién diferencial que no cuente con
soluciones reales.

36. Construya una ecuacion diferencial de la que usted esté
seguro que tiene Unicamente la solucién trivial y = 0.
Explique su razonamiento.

37. (Cudl es la funcién que a partir de cdlculo usted sabe
que su primera derivada es la propia funcién? ;Y que su
primera derivada es un multiplo constante k de la propia
funcién? Escriba cada respuesta en forma de una ecua-
cion diferencial de primer orden con una solucién.

38. (Cudl es la funcién (o funciones) que a partir de calculo
usted sabe que su segunda derivada es la propia funcién?
(Y que su segunda derivada es el negativo de la misma
funcién? Escriba cada respuesta en forma de una ecua-
cién diferencial de segundo orden con una solucion.

39. Dado que y = sen x es una solucién explicita de la
d

ecuacion diferencial de primer orden d_y =V1-—-y.
X

Encuentre un intervalo de definicién 1. [Sugerencia: I no
es el intervalo — 0o <x < 00.]

40. Analice por qué tiene sentido suponer que la ecuacion
diferencial lineal y" + 2y’ + 4y = 5 sen ¢ cuenta con una
solucién del tipoy =A sen ¢t + B cos t, donde A y B
son constantes. Luego encuentre las constantes A y B
especificas de modo que y = A sen ¢ + B cos t sea una
solucién particular de la ED.

En los problemas 41 y 42, la figura dada representa la grafica
de una solucién implicita G(x, y) = 0 de una ecuacién diferen-
cial dy/dx = f(x, y). En cada caso la relacién G(x, y) = 0 define
implicitamente diversas soluciones de la ED. Con cuidado, re-
produzca cada figura en una hoja de papel. Utilice lapices de
distinto color para marcar los segmentos o partes de cada grafi-
ca que correspondan a las gréficas de las soluciones. Recuerde
que una solucién ¢ debe ser una funcién y ademads diferencia-

ble. Utilice la curva de solucién para estimar el intervalo I de
definicién de cada solucién ¢.

41. Y

Figura 1.5 Grafica del
problema 41

42. y

Figura 1.6  Gréfica
del problema 42

43. Las grificas de los miembros de la familia de un para-
metro x° + y* = 3cxy se denominan folia de Descartes.
Verifique si esta familia es una solucién implicita de la
ecuacion diferencial de primer orden:

dy ¥’ = 20)
dx  x(2y = x)

44. La gréfica de la figura 1.6 representa al miembro de la
familia de folia del problema 43 que corresponde a ¢ = 1.
Analice lo siguiente: ;como puede la ED del problema
43 ayudarnos a encontrar puntos sobre la gréfica de x° +
y® = 3xy donde la linea tangente sea vertical? ;De qué
forma nos ayuda conocer el lugar donde una linea tan-
gente es vertical para determinar un intervalo de defini-
cion I de una solucién ¢ de la ED? Compare sus ideas
con sus estimaciones de los intervalos del problema 42.

45. En el ejemplo 3, el intervalo / mds largo sobre el que las
soluciones explicitas y = ¢(x) y y = ¢,(x) se encuen-
tran definidas es el intervalo abierto (—5, 5). (Por qué el
intervalo / de definicién no puede ser el intervalo cerra-
do [—5,5]?

46. En el problema 21 se proporciona una familia de so-
luciones de un pardmetro para la ED P’ = P(1 — P).
(Alguna curva de solucién cruza a través del punto (0,
3)? ;Y a través del punto (0, 1)?

47. Analice e ilustre con ejemplos cémo resolver ecuaciones
diferenciales de las formas dy/dx = f(x) y d*yldx® = f(x).

48. La ecuacion diferencial x(y')? — 4y’ — 12x* = 0 pre-
senta la forma sefialada en (4). Determine si la ecua-
cion puede expresarse en la forma normal dy/dx = f(x, y).

1.1 Definiciones y terminologia 13



49.

50.

La forma normal (5) de una ecuacion diferencial de
n-ésimo orden es equivalente a (4) siempre que las dos
formas cuenten con exactamente las mismas solucio-
nes. Construya una ecuacion diferencial de primer orden
para la que F(x, y, ") = 0 no sea equivalente a la forma
normal dy/dx = f(x, y).

Encuentre una ecuacion diferencial de segundo orden
F(x,y,y',y")=0paralaque y = ¢,x + c,x* sea una familia
de soluciones de dos pardmetros. Asegirese de que su
ecuacion no contenga los pardmetros arbitrarios ¢, y ¢,.

Con frecuencia es posible obtener informacién cualitativa sobre
una solucién y = ¢(x) de una ecuacion diferencial a partir de
la propia ecuacién. Antes de iniciar con los problemas 51 a
54, recuerde el significado geométrico de las derivadas dy/dx
y d*yldx*.

51.

52.

53.

14

X

Considere la ecuacién diferencial dy/dx = e~ "

a) Explique por qué una solucién de una ED debe ser
una funcién creciente sobre todo intervalo del eje x.

b) (Cudles son lim dy/dx y limdy/dx? ;Qué su-

X— — 00 X—>00
giere esto acerca de una curva de solucién cuando
x —to0?

c¢) Determine un intervalo sobre el cual una curva de
solucién sea concava hacia abajo y un intervalo
sobre el que la curva sea concava hacia arriba.

d) Trace la grafica de una solucién y = ¢ (x) para la
ecuacién diferencial cuya forma es sugerida por los
incisos a) a c).

Considere la ecuacion diferencial dy/dx =5 — y.

a) Ya sea por inspeccién visual o con el método suge-
rido en los problemas 29 a 32, encuentre una solu-
cion constante de la ED.

b) Utilice tnicamente la ecuacién diferencial para en-
contrar intervalos en el eje y sobre los cuales una
solucion no constante y = ¢ (x) sea creciente. En-
cuentre intervalos en el eje y sobre los que y = ¢ (x)
sea decreciente.

Considere la ecuacién diferencial dy/dx = y(a — by),

donde a y b son constantes positivas.

54.

55.

56.

b) Utilice sélo la ecuacién diferencial para encontrar
intervalos en el eje y sobre los que una solucién no
constante y = ¢(x) sea creciente; también, sobre
los cuales y = ¢p(x) sea decreciente.

¢) Utilizando sélo la ecuacién diferencial, explique
por qué y = a/2b es la coordenada y de un punto de
inflexién de la grifica de una solucién no constante
y=¢w.

d) Sobre los mismos ejes de coordenadas, trace las
gréficas de las soluciones de dos constantes identi-
ficadas en el inciso a). Estas soluciones constantes
dividen el plano xy en tres regiones. En cada region,
trace la grafica de una solucién no constante y =
@(x) cuya forma esté sugerida por los resultados de
los incisos b) y ¢).

Considere la ecuacién diferencial y' = y* + 4.

a) Explique por qué no existen soluciones constantes
de la ED.

b) Describa la gréfica de una solucién y = ¢ (x). Por
ejemplo, juna curva de solucién puede tener algiin
extremo relativo?

¢) Explique por qué y = 0 es la coordenada y de un
punto de inflexion de una curva de solucidn.

d) Trace la grafica de una solucién y = ¢ (x) de la ecua-
cion diferencial cuya forma esté sugerida en los in-
cisos a) a c).

Tareas para el laboratorio de computo

En los problemas 55 y 56, utilice un programa computacional
para calcular todas las derivadas y realizar las reducciones ne-
cesarias a fin de verificar que la funcién indicada representa
una solucion particular de la ecuacién diferencial dada.

y» —20y" +158y" — 580y’ + 841y = 0;
y =xe>* cos 2x

Xy +2x%" +20xy’ — 78y =0;

a) Ya sea por inspeccién visual o con el método suge- cos(5 Inx) 3 sen(5 Inx)
rido en los problemas 29 a 32, encuentre una solu- X X
cién constante de la ED.
I 1.2 Problemas de valor inicial ]

B Introduccion Con frecuencia enfrentamos problemas en los que buscamos una
solucion y(x) de una ecuacion diferencial de modo que y(x) satisfaga condiciones adi-
cionales establecidas, es decir, condiciones impuestas sobre la incégnita y(x) o sobre sus
derivadas. En esta seccion analizamos uno de estos problemas denominado problema de

valor inicial.

M Problema de valor inicial En cierto intervalo I que contiene a x,, el problema de

Resolver:

Sujeto a:
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donde y, yy, ..., ¥,— son constantes reales especificadas de forma arbitraria, se deno-
mina problema de valor inicial (PVI). Los valores de y(x) y de sus primeras n — 1
derivadas en un solo punto x,y(xy) = Yo, ¥' (o) = ¥1s--.» Y P(xy) = y,_1, se denominan
condiciones iniciales.

B Problemas de valor inicial de primero y segundo orden El problema presentado
en (1) también se denomina problema de valor inicial de n-ésimo orden. Por ejemplo,

dy )
Resolver: T = f(x, y)
dx
2
Sujeto a:  y(xy) = v, @
dy .
y Resolver: T = flx, v, y")
dx*
3
Sujeto a: y(xy) = v ¥'(x0) = ¥, ®

son problemas de valores iniciales de primero y segundo orden, respectivamente. Estos
dos problemas resultan sencillos de interpretar en términos geométricos. Para (2) bus-
camos una solucién de la ecuacién diferencial sobre un intervalo / que contenga a x, de
modo que una curva de solucidn cruce a través del punto establecido (x,, y,). Observe la
figura 1.7. Para (3) requerimos encontrar una solucién de la ecuacién diferencial cuya
gréafica no sélo cruce por (xy, y,), sino que también cruce en forma tal que la pendiente
de la curva en este punto sea y,. Vea la figura 1.8. El término condicion inicial se deri-
va de los sistemas fisicos donde la variable independiente es el tiempo 7 y donde y(z,) =
Yoy ¥'(ty) =y, representan, respectivamente, la posicion y la velocidad de un objeto en
algtin principio, o tiempo inicial, ¢,.

Resolver un problema de valor inicial de n-ésimo orden con frecuencia implica uti-
lizar una familia de soluciones de n parametros de la ecuacidn diferencial dada para
encontrar n constantes especializadas, de modo que la solucién particular resultante de la
ecuacion también “ajuste” (satisfaga) las n condiciones iniciales.

Ejemplo 1 Problemas de valor inicial de primer orden

Es posible verificar de forma simple que y = ce* representa una familia de soluciones de un
pardmetro para la ecuacion sencilla de primer orden y' =y sobre el intervalo (—co, 00).
Si especificamos una condicion inicial, digamos y(0) = 3, al sustituirx =0, y=3en la
familia se determina la constante 3 = ce” = ¢. Por lo tanto, la funcién vy =3¢" es una solu-
cion del problema de valor inicial

y =y y0)=3.

Abhora, si precisamos que una solucion de la ecuacion diferencial atraviese el punto
(1, -2) en lugar de (0, 3), entonces y(1) = —2 arrojard —2 = ce 0 ¢ = —2¢"'. La funcién y =
—2¢""" es una solucién del problema de valor inicial

y(1) = —2.

Las graficas de estas dos funciones se muestran con color en la figura 1.9. o

y =y,

El siguiente ejemplo ilustra otro problema de valor inicial de primer orden. Aqui,
observe como el intervalo de definicion I de la solucién y(x) depende de la condicién
inicial y(xy) = y,.

Ejemplo2  Intervalo I de definicion de una solucién

En el problema 6 de los ejercicios 2.2 se le solicitard mostrar que una familia de solu-
ciones de un pardmetro para la ecuacién diferencial de primer orden y’ +2xy*>=0es y =
1/(x* + ¢). Si imponemos la condicién inicial y(0) = —1 entonces, al sustituir x =0y y =
—1 en la familia de soluciones obtenemos —1 = 1/c o ¢ = —1. De este modo, y = 1/(x*
—1). Ahora enfaticemos las siguientes tres diferencias.

1.2 Problemas de valor inicial

soluciones de la ED

Figura 1.7 PVI de primer orden

soluciones de la ED

=

X
—— [—>

Figura 1.8 PVI de segundo orden

0,3)

1,-2)

Figura 1.9 Soluciones de
problemas de valor inicial
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a) funcién definida
para toda x excepto x = 1

y

0,-1)

b) solucion definida sobre
el intervalo que contiene a x =0

Figura 1.10 Graficas de la funcion
y la solucién del PVI del ejemplo 2

Y| y=x%16

t t t —x
Lo |0
Figura 1.11 Dos soluciones de un

mismo PVI
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« Considerado como una funcién, el dominio de y = 1/(x* — 1) es el conjunto de nimeros
reales x para el que se define y(x); éste es el conjunto de todos los niimero reales con
excepcion de x =—1 y x = 1. Observe la figura 1.10a).

« Considerado como una solucion de la ecuacion diferencial y' + 2xy* = 0, el intervalo I de
definicién de y = 1/(x* — 1) podrfa tomarse como cualquier intervalo sobre el que y(x) es-
tuviera definida y fuera diferenciable. Como puede observarse en la figura 1.10a), los in-
tervalos més grandes en los que y = 1/(x* — 1) representa una solucién con —0o < x <
-1,-1<x<lyl<x< 0.

* Considerado como una solucion del problema de valor inicial y' + 2xy* =0, y(0) =—1, el
intervalo I de definicién de y = 1/(x* — 1) podria ser cualquier intervalo sobre el cual y(x)
estuviera definida, fuera diferenciable y contuviera el punto inicial x = 0; el intervalo mas
grande para el que esto es verdadero es —1 < x < 1. Vea la figura 1.10b). o

Revise los problemas 3 a 6 de los ejercicios 1.2 como una continuacién del ejemplo 2.

Ejemplo3  Problema de valor inicial de segundo orden

En el ejemplo 4 de la seccién 1.1 observamos que x = ¢, cos 4¢ + ¢, sen 47 representa una
familia de soluciones de dos pardmetros para x” + 16x = 0. Encuentre una solucién del
problema de valor inicial

T T
x" + 16x =0, x(—) = =2, x’(—) =1 4
2 2

Solucién Primero aplicamos x(7/2) = -2 a la familia de soluciones dada: ¢, cos 27 +
¢, sen 27 = —2. En vista de que cos 27 = 1 y sen 27 = 0, encontramos que ¢; = 2. A
continuacion aplicamos x'(7/2) = 1 a la familia de un parametro x(r) = -2 cos 4t + ¢, sen
4¢. Si derivamos y luego establecemos ¢ = /2 y x’ = 1 obtenemos 8 sen 27 + 4¢, cos 2
=1, a partir de lo cual podemos observar que ¢, = i. Por lo tanto,

1
x = —2cosdt + Zsen4t

es una solucién de (4). a

M Existencia y unicidad Al considerar un problema de valor inicial surgen dos pregun-
tas importantes:

¢ Existe una solucion del problema? Si existe una solucion, ;es tinica?
Para un problema de valor inicial como el de (2), nos preguntamos:

¢ La ecuacion diferencial dyldx = f(x, y) cuenta con soluciones?

Existencia . .
JAlguna de las curvas de solucion atraviesan el punto (xy, yy)?

Unicidad JEn qué momento podemos estar seguros de que existe precisamente
una curva de solucion atravesando el punto (x,, y,)?

Observe que en los ejemplos 1 y 3 se utiliza la frase “una soluciéon” en lugar de “la solu-
cion” del problema. El articulo indefinido “una” se aplica de forma deliberada para suge-
rir la posibilidad de que existan otras soluciones. En este punto no se ha demostrado que
exista una sola solucion para cada problema. El siguiente ejemplo ilustra un problema de
valor inicial con dos soluciones.

Ejemplo 4 Un problema de valor inicial puede tener varias soluciones

Cada una de las funciones y = 0y y = x*/16 satisface la ecuacién diferencial dy/dx = xy'?
y la condicién inicial y(0) = 0, de modo que el problema de valor inicial dy/dx = xy'?,
¥(0) = 0, cuenta con al menos dos soluciones. Como se ilustra en la figura 1.11, las grafi-
cas de ambas funciones cruzan a través del mismo punto (0, 0). |

Dentro de los limites de un curso formal de ecuaciones diferenciales podemos estar
seguros de que la mayoria de las ecuaciones diferenciales tendran soluciones y de que
las soluciones a los problemas de valor inicial probablemente seran tnicas. Sin embargo,

CAPITULO 1 Introduccién a las ecuaciones diferenciales



en la vida real, no es asi. Por ello resulta conveniente saber con anticipacién a intentar
resolver un problema de valor inicial, si existe una solucién y, de ser asi, si es la Unica
solucidn al problema. Dado que vamos a considerar ecuaciones diferenciales de primer
orden en los siguientes dos capitulos, estableceremos aqui, sin demostracidn, un teorema
directo que ofrece las suficientes condiciones como para garantizar la existencia y unici-
dad de una solucidn al problema de valor inicial de primer orden de la forma presentada
en (2). Tendremos que esperar al capitulo 3 para abordar la cuestién de la existencia y
unicidad de un problema de valor inicial de segundo orden.

TEOREMA 1.1 Existencia de una solucién Gnica

Establecemos R como una region rectangular en el plano xy definida por a = x
= b, ¢ =y = d, la cual contiene al punto (xy, y). Sif(x, y) y df/dy son continuas en
R, entonces existe cierto intervalo /,: x,—h < x < xy + h, h > 0, contenido en a = x
= b, y una funcidn tnica y(x) definida en /, que representa una solucién del proble-
ma de valor inicial (2).

La conclusién anterior es uno de los teoremas mas relevantes y populares que
existen para resolver ecuaciones diferenciales de primer orden, ya que los criterios
de continuidad de f(x, y) y df/dy son relativamente sencillos de verificar. La geome-
tria del teorema 1.1 se ilustra en la figura 1.12.

Ejemplo 5 Vuelta al ejemplo 3
En el ejemplo 3 observamos que la ecuacién diferencial dy/dx = xy'? posee al menos dos
soluciones cuyas gréficas pasan por (0, 0). El andlisis de las funciones

of b
= /2 = =
f(x,y) = xy y dy 2y1/2

muestra que €stas son continuas en la mitad del plano superior definido por y > 0. Asi,
el teorema 1.1 nos permite concluir que a través de cualquier punto (x, yo), yo > 0, en la
mitad del plano superior existe cierto intervalo con centro en x, sobre el cual la ecuacién
diferencial tiene una solucién tnica. De este modo, por ejemplo, incluso sin resolverlo,
sabemos que existe cierto intervalo centrado en 2 sobre el cual el problema de valor ini-
cial dyldx = xy”z, y(2) =1 tiene una solucién tnica. a

En el ejemplo 1, el teorema 1.1 garantiza que no existen otras soluciones al problema
de valor inicial y' =y, y(0) =3,y y' =y, y(1) = -2 distintas a y = 3e* y y = —2¢* !, respec-
tivamente. Esto se deriva del hecho de que f(x, y) =y y 9f/dy = 1 son continuas en la tota-
lidad del plano xy. Ademds puede demostrarse que el intervalo I sobre el que cada
solucion se encuentra definida es (—oco, 00).

B Intervalo de existencia y unicidad Suponga que y(x) representa una solucién al
problema de valor inicial (2). Los siguientes tres conjuntos sobre el eje real x pueden no
ser iguales: el dominio de la funcién y(x), el intervalo / sobre el cual la solucién y(x) se
encuentra definida o existe, y el intervalo /, de existencia y unicidad. En el ejemplo 3 de la
seccion 1.1 ilustramos la diferencia que hay entre el dominio de una funcién y el intervalo
de definicion 1. Ahora supongamos que (x,, ) €s un punto situado al interior de la regién
rectangular R del teorema 1.1. Resulta que la continuidad de la funcién f(x, y) sobre R es
suficiente por si misma para garantizar la existencia de al menos una solucién dy/dx =
f(x, y), y(xo) = y,, definida sobre algin intervalo /1. El intervalo de definicién / para este pro-
blema de valor inicial se toma, por lo general, como el intervalo mds grande que contiene
a x, sobre el que la solucién y(x) estd definida y es diferenciable. El intervalo I depende
tanto de f(x, y) como de la condicién inicial y(x,) = y,. Revise los problemas 31 a 34 dados
en los ejercicios 1.2. La condicién adicional de continuidad de la primera derivada parcial
dfldy sobre R nos permite afirmar que no sélo existe una solucion sobre algtin intervalo I,
que contiene a x;, sino que ademds se trata de la iinica solucién que satisface a y(x,) = yo.
Sin embargo, el teorema 1.1 no ofrece ninguna informacion acerca del tamafio de los in-
tervalos I e Iy; el intervalo de definicion I no requiere ser tan amplio como la region R y

1.2 Problemas de valor inicial

y
d —
R
(Xp» Y0)
CH— -
X
a l—I— b

Figura 1.12 Regi6n rectangular R
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EJERCICIOS 1.2

el intervalo 1, de existencia y unicidad puede no ser tan amplio como I. El nimero h > 0
que define al intervalo I,: x, — h < x < x, + h puede ser muy pequefio y por lo tanto es
mejor considerar que la solucién y(x) es tinica en un sentido local, es decir, una solucién
definida cerca del punto (x, ¥,). Consulte el problema 44 de los ejercicios 1.2.

Comentarios

i) Las condiciones del teorema 1.1 son suficientes pero no necesarias. Cuando f(x, y)
y dfldy son continuas sobre una region rectangular R, siempre debe concluirse que una
solucidén de (2) existe y es Unica mientras (xg, ¥y) sea un punto al interior de R. Sin
embargo, cuando las condiciones establecidas en la hipédtesis del teorema 1.1 no se
mantienen, entonces podria suceder que: el problema (2) atin pueda tener una solucién
y esta solucion pueda ser tnica, o (2) pueda tener varias soluciones o no tener solu-
cién alguna. Una revision del ejemplo 4 muestra que la hipdtesis del teorema 1.1 no
se sostiene sobre la linea y = 0 para la ecuacién diferencial dy/dx = xy", y por lo tanto
no sorprende que, como vimos en el ejemplo 3 de esta seccién, existan dos soluciones
definidas sobre un intervalo comun —/ < x < h que satisfacen y(0) = 0. Por otro lado,
las hipétesis del teorema 1.1 no se sostienen sobre la linea y = 1 para la ecuacién dife-
rencial dy/dx =y — 11. No obstante, puede demostrarse que la solucién del problema de
valor inicial dy/dx =1y — 11, y(0) = 1, es unica. ;Puede adivinar esta solucién?

i) Se le recomienda leer, analizar, responder y recordar posteriormente el problema 43
de los ejercicios 1.2.

Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-1.

En los problemas 1y 2, y = 1/(1 + c,e™) representa una fami-
lia de soluciones de un pardmetro para la ED de primer orden
y" =y — % Encuentre una solucién del PVI de primer orden que
incluya esta ecuacién diferencial y la condicidn inicial propor-
cionada.

2. y(—=1)=2

En los problemas 3 a 6, y = 1/(x? + ¢) representa una familia de
soluciones de un parametro para la ED de primer orden y’ +
2xy* = 0. Encuentre una solucién del PVI de primer orden que
incluya esta ecuacién diferencial y la condicién inicial dada.
Proporcione el intervalo / mas grande sobre el que se encuentra
definida la solucion.

1 1
32 =73 4 (=) =7
1
5. y(0) =1 6. y(g) =—4

En los problemas 7 a 10, x = ¢| cos t + ¢, sen ¢ representa una
familia de soluciones de dos pardmetros para la ED de segundo
orden DE x” + x = 0. Encuentre una solucion del PVI de segun-
do orden que incluya esta ecuacién diferencial y las condicio-
nes iniciales dadas.

7. x(0) = —1 X(0) =8
8. x(m/2) = x'(mw/2) =1
9. x(mw/6) =—, x'(m/6)=0

E

V2, x'(mw/4) = 2V2

10. x(m/4) =

En los problemas 11 a 14, y = c,e* + c,e™ representa una fa-
milia de soluciones de dos parametros para la ED de segundo
orden y” —y = 0. Encuentre una solucién del PVI de segundo
orden que incluya esta ecuacion diferencial y las condiciones
iniciales dadas.

11. y(0) =1, y'(0)=2
12. y(1)=0, y(1)=¢e
13. y(=1)=15, y'(=-1)= -5
14. y(0) =0, y'(0)=0

En los problemas 15 y 16, determine mediante inspeccién vi-
sual al menos dos soluciones para el PVI de primer orden que
se presenta.

15y =3y"3, y0)=0 16. xy' =2y, y(0)=0

En los problemas 17 a 24, determine una region del plano xy
para la cual la ecuacién diferencial proporcionada cuente con
una solucién unica cuya grafica cruce el punto (x,, y,) dentro
de la region.

d d
17. 2o 18, 2= Vi

dx dx

dy dy

19. x— = 20, — —y =

. dx Y dx y=4
21 (4 =y =2 22. (1+y) =x
23, (P + )y =) 24. (y—x)y' =y +x

18 CAPITULO 1 Introduccién a las ecuaciones diferenciales



En los problemas 25 a 28, determine si el teorema 1.1 garantiza

que la ecuacién diferencial y’ =

y?> — 9 posee una solucién

Unica a través del punto proporcionado.

25.
27.
29.

30.

31.

32.

33.

1,4
2,

a)

b)

c)

a)

b)

<)

b)

a)

b)

a)

-3)

26. (5,3)

28. (-1, 1)

Mediante inspeccion visual, encuentre una familia
de soluciones de un parametro para la ecuacion di-
ferencial xy’ = y. Verifique si cada miembro de la
familia es una solucion del problema de valor inicial
xy" =y, y(0)=0.

Justifique el inciso a) mediante la determinacién
de una region R dentro del plano xy para la cual
la ecuacioén diferencial xy’ = y tenga una solucion
Unica a través del punto (x,, y,) dentro de R.

Verifique si la funcién segmentada

0, x<O0
y:

x, x=0
satisface la condicién y(0) = 0. Determine si esta
funcién también es una solucidn para el problema
de valor inicial del inciso a).

Verifique si y = tan (x + ¢) es una familia de solu-
ciones de un pardmetro para la ecuacion diferencial
v =1+y.

Dado que f(x, y) = 1 +y* y df/dy = 2y son continuas
en todo momento, la region R del teorema 1.1 puede
considerarse equivalente a todo el plano xy. Utilice
la familia de soluciones del inciso a) para encontrar
una solucidn explicita al problema de valor inicial de
primer orden y’ = 1 +y% y(0) = 0. Y aunque x, = 0 se
encuentra dentro del intervalo -2 < x < 2, explique
por qué la solucién no estd definida en este intervalo.

Determine el intervalo de definicién / mds amplio
para la solucién del problema de valor inicial del
inciso b).

Verifique si y = —1/(x + ¢) es una familia de solu-
ciones de un pardmetro para la ecuacion diferencial
y' =y

Dado que f(x, y) = y* y 9f/dy = 2y son continuas en
todo momento, la regién R del teorema 1.1 puede
considerarse equivalente a todo el plano xy. A partir
de la familia del inciso a), encuentre una solucion
que satisfaga y(0) = 1, y otra que satisfaga y(0) = —1.
Determine el intervalo de definicién / mds amplio
para la solucién del problema de valor inicial.

A partir de la familia del inciso a) del problema 31,
encuentre una solucién que satisfaga y’ = y?, y(0) =
vo, donde y, # 0. Explique por qué el intervalo de
definicién / mds amplio para esta solucién es —oco <
x < 1/yy0 1/y, <x < oo.

Determine el intervalo de definicién / mds amplio
para la solucién del problema de valor inicial de
primer orden y' = y?, y(0) = 0.

Verifique si 3x* — y* = ¢ representa una familia de
soluciones de un pardmetro para la ecuacién dife-
rencial ydy/dx = 3x.

1.2 Problemas de valor inicial

b)

)

34. a)

b)

A mano, trace la grafica de la soluciéon implicita
3x* — y* = 3. Encuentre todas las soluciones explici-
tas y = ¢ (x) de la ED del inciso a) definidas me-
diante esta relacion. Proporcione el intervalo de
definicion I para cada solucidn explicita.

El punto (-2, 3) se encuentra sobre la grafica de 3x
—y* =3, ;cudl de las soluciones explicitas del inciso
b) satisface y(-2) = 3?

Utilice la familia de soluciones del inciso a) del
problema 33 para encontrar una solucién implicita
del problema de valor inicial ydy/dx = 3x, y(2) = —4.
Luego, a mano, trace la gréfica de la solucién expli-
cita de este problema y proporcione su intervalo de
definicion 1.

(Existe alguna solucién explicita de ydy/dx = 3x que
cruce el origen?

En los problemas 35 a 38 se proporciona la grafica de un miem-
bro de la familia de soluciones de una ecuacién diferencial de
segundo orden d*y/dx* = f(x, y, y'). Haga coincidir la curva de
solucién con al menos un par de las siguientes condiciones

iniciales.

a) y)=1,y1)=-2
b) y=1)=0,y(-1)=-4
o yhH=1,y1=2
d) y0)=-1,y'(0)=2
e) y0)=-1,y"(0)=0

) y0)=-4,y'(0)=-2
35. y
5_-
1ttt
4 5
-5+
Figura 1.13  Grafica del problema 35
36. y
5._
X
tj 5
-5+

Figura 1.14 Gréfica del problema 36
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37.

38.

Figura 1.16  Grafica del problema 38

Problemas de analisis

En los problemas 39 y 40, utilice el problema 47 de los ejerci-
cios 1.1 y los incisos (2) y (3) de esta seccion.

39.

40.

41.

20

Encuentre una funcién y = f(x) cuya grafica en todo
punto (x, y) cuente con la pendiente dada por 8¢** + 6xy
tenga la intercepcion y (0, 9).

Encuentre una funcién y = f(x) cuya segunda derivada
sea y” = 12x — 2 en cada punto (x, y) sobre su graficay y
=—x + 5 sea tangente a la gréfica en el punto correspon-
diente a x = 1.

Considere el problema de valor inicial y’' = x — 2y,
y(0) = % Determine cudl de las dos curvas que presenta
la figura 1.1 es la dnica curva de solucién viable. Ex-
plique su razonamiento.

y

1+

(0, %)

=

Figura 1.17 Grafica del problema 41

42.

43.

44,

Determine un valor posible de x, para el que la grifica
de la solucién del problema de valor inicial y’ + 2y = 3x
— 6, y(xp) = 0 sea tangente al eje x en (x,, 0). Explique su
razonamiento.

Suponga que la ecuacién diferencial de primer orden dy/
dx = f(x, y) posee una familia de soluciones de un para-
metro y que f(x, y) satisface la hipdtesis del teorema 1.1
en cierta region rectangular R del plano xy. Explique por
qué no es posible que dos curvas de solucién distintas se
intersequen o sean tangentes entre si en el punto (x,, yo)
enR.

Las funciones

y(x) = fex*,—00 < x < 00

0, x<O0
y y(x)={1 4
1

X, x=0

cuentan con el mismo dominio pero, evidentemente, son
distintas. Observe las figuras 1.18a) y 1.18b), respecti-
vamente. Demuestre que ambas funciones son solucio-
nes del problema de valor inicial dy/dx = xy"?, y(2) = 1
sobre el intervalo (—oo, 00). Resuelva la aparente con-
tradiccion entre este hecho y el dltimo enunciado del
ejemplo 5.

a) b)

Figura 1.18 Dos soluciones para el PVI del problema 44

Modelo matematico
45. Crecimiento poblacional

A partir de la siguiente sec-
cién observaremos que las ecuaciones diferenciales pue-
den utilizarse para describir o modelar diversos sistemas
fisicos. En este problema, suponga que se presenta un
modelo del crecimiento poblacional de una pequefia co-
munidad por medio del problema de valor inicial
ar = 0.15P(¢) + 20, P(0) = 100,

dt
donde P es el niimero de individuos que hay en la comu-
nidad y ¢ es el tiempo medido en afios. ;Qué tan rdpido,
es decir, a qué ritmo se incrementa la poblacién en = 0?
(A qué velocidad se incrementa cuando es de 500 indi-
viduos?
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1.3 Ecuaciones diferenciales como modelos
matematicos

M Introduccion En esta seccién presentaremos la nocién de modelo matemdtico. En
términos generales, un modelo matematico es una descripcion matematica de algo. Dicha
descripcion puede ser algo tan simple como una funcién. Por ejemplo, al analizar la caida
de gotas de agua y las marcas que dejan sobre papel secante, Leonardo da Vinci dedujo que
la velocidad de caida de un cuerpo estd dada por v = gt. A pesar de que existen muchos tipos
de modelos matemadticos, en esta seccién nos concentraremos lnicamente en ecuaciones
diferenciales y analizaremos algunos modelos especificos de ecuaciones diferenciales apli-
cadas en dreas como biologfa, fisica y quimica. Una vez que hayamos analizado algunos
métodos para resolver ecuaciones diferenciales en los capitulos 2 y 3 regresaremos, para
resolverlos, a algunos de estos modelos.

M Modelos matematicos Con frecuencia se requiere describir el comportamiento de
algin sistema o fendmeno real, ya sea fisico, socioldgico, o incluso econdmico, en tér-
minos matemadticos. La descripcién matemadtica de un sistema o fendmeno se denomina
modelo matematico, el cual se construye con ciertos objetivos en mente. Por ejemplo, es
posible que deseemos comprender los mecanismos presentes detrds de cierto ecosistema
aplicandonos al estudio del crecimiento de las poblaciones animales localizadas en dicho
sistema, o fechar un fésil por medio del andlisis de la degeneracion de una sustancia radiac-
tiva contenida en el fsil o en el estrato donde se descubri6.

La construcciéon de un modelo matematico de un sistema inicia con la identificacion
de las variables responsables del cambio que se produzca en el sistema. Es posible que
al principio decidamos no incorporar todas estas variables en el modelo. En este primer
paso se especifica el nivel de resolucion del modelo. A continuacion, formulamos un
conjunto de premisas razonables o hip6tesis acerca del sistema que intentamos describir.
Estos supuestos también incluirdn cualquier ley empirica aplicable al sistema.

Para ciertos propdsitos es perfectamente razonable aceptar modelos de baja resolu-
cién. Por ejemplo, podemos estar conscientes de que para modelar el movimiento de
un cuerpo en caida libre cerca de la superficie de la Tierra, la fuerza de desaceleracion
correspondiente a la friccion del aire ocasionalmente se ignora en los cursos bdsicos de
fisica; sin embargo, para un cientifico cuya labor es predecir de forma precisa la trayec-
toria de vuelo de un proyectil de largo alcance, la resistencia del aire y otros factores
como la curvatura de la Tierra tienen que ser tomados en cuenta.

Ya que las suposiciones acerca de un sistema con frecuencia implican una tasa de
cambio de una o mds variables, la representacién matemadtica de todas estas suposicio-
nes puede implicar una o mds ecuaciones que involucren derivadas. En otras palabras,
el modelo matemadtico puede ser una ecuacién diferencial o un sistema de ecuaciones
diferenciales.

Una vez formulado un modelo matematico equivalente a una ecuacion diferencial o
a un sistema de ecuaciones diferenciales, se enfrenta el no menos importante problema
de intentar resolverlo. Si podemos resolverlo, entonces consideramos que el modelo sera
razonable cuando su solucién sea
consistente con datos experimen-

Suposiciones

tales o con hechos conocidos acer- T

ca del comportamiento del sistema.  gj es necesario, modificar
Pero si las predicciones generadas las suposiciones

por la solucién no son adecuadas, o incrementar
podemos incrementar el nivel de  1a resolucion del modelo
resolucién del modelo o formular [

premisas alternativas sobre los me-

. . Verificar las
canismos causantes del cambio en

predicciones &)
el sistema. Los pasos del proceso del modelo de forma grafica
de modelacién se muestran en el con hecho
siguiente diagrama. conocidos
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Expresar suposiciones en términos
de ecuaciones diferenciales

— Presentar predicciones
del modelo, por ejemplo,

Formulacion
matematica

|

Resolucion
de las ecuaciones
diferenciales

|

Obtencion
de soluciones
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Evidentemente, al incrementar la resolucion se eleva la complejidad del modelo
matemdtico y aumenta la probabilidad de que no podamos obtener una solucién ex-
plicita.

Un modelo matemadtico de un sistema fisico incluye, por lo general, a la variable de
tiempo . Una solucién del modelo presentard entonces el estado del sistema; en otras
palabras, para valores apropiados de ¢, los valores de la variable (o variables) depen-
diente describen al sistema en el pasado, el presente y el futuro.

M Dinamicas de poblacion Uno de los primeros intentos por modelar €l crecimiento
poblacional humano mediante las matematicas fue realizado por el economista inglés
Thomas Malthus, en 1798. Bédsicamente, la idea del modelo de Malthus representa la supo-
sicién de que el ritmo con que la poblacién de un pais crece en cierto tiempo es proporcio-
nal* a la poblacion total del pafs en ese tiempo. En otras palabras, mientras mds personas
existan en el tiempo 7, mas serdn en el futuro. En términos matematicos, si P(¢) indica la
poblacioén total en el tiempo ¢, entonces esta suposicion puede expresarse como

NP o = (1)

donde k es una constante de proporcionalidad. A pesar de que este sencillo modelo no
toma en cuenta muchos factores (por ejemplo, inmigracién y emigracion) que pueden
influir sobre las poblaciones humanas para su crecimiento o disminucion, resultd ser
bastante preciso para predecir la poblacién de Estados Unidos durante los afios de 1790 a
1860. Las poblaciones que crecen a un ritmo descrito por (1) son raras, sin embargo, to-
davia se utiliza (1) para modelar el crecimiento de pequerias poblaciones durante breves
intervalos de tiempo, por ejemplo, el crecimiento de bacterias en cajas de Petri.

M Decaimiento radiactivo El niicleo de un dtomo estd compuesto por combinaciones
de protones y neutrones. Muchas de estas combinaciones son inestables, es decir, los ato-
mos decaen o transmutan en dtomos de otra sustancia. Se dice que tales nicleos inestables
son radiactivos. Por ejemplo, con el tiempo el radio, que es altamente radiactivo, Ra-226,
se transmuta en el gas radiactivo radén, Rn-222. En la modelacién del fenémeno de de-
caimiento radiactivo, se asume que la velocidad dA/dt con que el nicleo de una sustancia
decae es proporcional a la cantidad (en términos mds precisos, al nimero de nicleos) A(7)
de la sustancia remanente en el tiempo #:

dA dA

— xA o — =

dt dt
Por supuesto, las ecuacionnes (1) y (2) son idénticas; la diferencia s6lo se encuentra en la
interpretacion de los simbolos y las constantes de proporcionalidad. Para el crecimiento,
como se espera de (1), k> 0, y para el caso de (z) y el decaimiento, k < 0.

El modelo (1) para el crecimiento puede verse como la ecuacién dS/dt = rS, la cual des-
cribe el crecimiento del capital S cuando una tasa de interés anual r se capitaliza de forma
continua. El modelo (2) de decaimiento también se presenta en un entorno biolégico, como
el de la determinacion de la vida media de un medicamento —el tiempo que toma para que
el 50% de un medicamento se elimine del cuerpo por excrecion o mediante el metabolis-
mo—. En quimica, el modelo de decaimiento (2) se presenta como la descripcién matema-
tica de una reaccion quimica de primer orden. El argumento es el siguiente:

kA, 2)

Una sola ecuacion diferencial puede actuar como modelo matemdtico para
muchos fenomenos distintos.

Los modelos matematicos con frecuencia vienen acompaifiados de ciertas condiciones
secundarias. Por ejemplo, en (1) y (2) esperariamos conocer, respectivamente, una po-
blacioén inicial P,y una cantidad inicial de sustancia radiactiva A, disponible. Si este punto
inicial en el tiempo se toma como ¢ = 0, entonces sabemos que P(0) = P,y que A(0) = A,.

*Si dos cantidades u y v son proporcionales, esto se denota como u X v, lo cual significa que una cantidad
es un multiplo constante de la otra: u = kv.
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En otras palabras, un modelo matemadtico puede consistir en un problema de valor inicial o,
como veremos posteriormente en la seccion 3.9, en un problema de valor en la frontera.

M Ley de Newton de enfriamiento y calentamiento De acuerdo con la ley empirica
de enfriamiento de Newton —o de calentamiento—, la velocidad con que la temperatura
de un cuerpo cambia es proporcional a la diferencia que hay entre la temperatura del cuer-
po y la del medio que lo rodea, la denominada temperatura ambiental. Si 7(7) representa la
temperatura de un cuerpo en el momento ¢, 7, la temperatura del medio que lo rodea y d7/
dtla velocidad a la que cambia la temperatura del cuerpo, la ley de Newton de enfriamiento
y calentamiento se traduce en el enunciado matematico

ar T_T dr

dt * m dt
donde k es una constante de proporcionalidad. En cualquier caso, calentamiento o enfria-
miento, si 7,, es una constante, se sostiene que k < 0.

KT = T,), 3)

M Difusion de una enfermedad Una enfermedad contagiosa —por ejemplo, un
virus de gripe— se difunde en una comunidad por medio del contacto fisico entre las
personas. Si x(¢) indica el nimero de personas que han tenido contacto con la enfer-
medad y y(7) el nimero de personas que no han sido expuestas a ésta, parece razonable
asumir que la razén dx/dt a la que se difunde la enfermedad es proporcional al niimero de
encuentros o interacciones entre estos dos grupos de gente. Si suponemos que el nimero
de interacciones es conjuntamente proporcional a x(¢) y y(f), es decir, proporcional al
producto xy, entonces

dx

i kxy, “)
donde k es la constante acostumbrada de proporcionalidad. Suponga una pequeiia co-
munidad que cuenta con una poblacién fija de n personas. Si una persona infectada se
introduce en esta comunidad, entonces puede sostenerse que x(f) y y(f) se encuentran
relacionados por x + y = n + 1. Al utilizar esta dltima ecuacién para eliminar a y en (4)
obtendremos el modelo

dx

i kx(n + 1 — x) %)

Una condicién inicial evidente que acompaifia a la ecuacion (5) es x(0) = 1.

M Reacciones quimicas La desintegracién de una sustancia radiactiva, controlada por
la ecuacion diferencial (2), se dice que es una reaccion de primer orden. En quimica,
pocas reacciones siguen esta misma ley empirica: si las moléculas de una sustancia A
se descomponen en moléculas mds pequefias, resulta natural suponer que la velocidad a
la que se lleva a cabo esta descomposicion serd proporcional a la cantidad de la primera
sustancia que no ha experimentado conversion; es decir, si X(f) es la cantidad de sustancia
A que permanece en cualquier momento, entonces dX/dt = kX, donde k es una constante
negativa dado que X estd disminuyendo. Un ejemplo de una reaccion quimica de primer
orden es la conversién de cloruro de #-butilo en alcohol #-butilico:

(CH,);CCl + NaOH —> (CH,),COH + NaCl.

Unicamente la concentracion de cloruro de #-butilo controla la velocidad de reaccion.
Pero en la reaccion

CH;Cl + NaOH — CH;0H + NaCl,

por cada molécula de cloruro de metilo se consume una molécula de hidréxido de sodio,
formando asi una molécula de alcohol metilico y una molécula de cloruro de sodio. En
este caso, la tasa a la que se lleva a cabo la reaccion es proporcional al producto de las
concentraciones restantes de CH;Cl y NaOH. Si X indica la cantidad de CH;0OH formada
y, a 'y 3 son las cantidades dadas de los primeros dos quimicos A y B, entonces las canti-
dades instantaneas no convertidas al quimico C son @ — X y 8 — X, respectivamente. Por
lo tanto, la velocidad de formacién de C esta dada por
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Velocidad

de entrada de
salmuera

3 gal/min

300 gal
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Velocidad de salida
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Figura 1.19 Tanque de mezcla
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Figura 1.20 Agua drenando
de un tanque
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17).4
== ko~ X)(B ~ X) ©)

donde k representa una constante de proporcionalidad. Se dice que una reaccién cuyo
modelo estd dado por la ecuacién (6) es de segundo orden.

B Mezclas La mezcla de dos soluciones salinas de distintas concentraciones da lugar a
una ecuacion diferencial de primer orden para la cantidad de sal contenida en la mezcla.
Supongamos que un tanque grande de mezcla inicialmente contiene 300 galones de sal-
muera (es decir, agua en la que se ha disuelto cierta cantidad de libras de sal). Otra solucién
de salmuera se inyecta en el tanque grande a una velocidad de 3 galones por minuto; en
este flujo de entrada, la concentracion de sal es de 2 libras por galén. Cuando la solucién
se mezcla bien en el tanque, se extrae al mismo ritmo que la solucién de entrada. Observe
la figura 1.19. Si A(¢) indica la cantidad de sal (medida en libras) que hay en el tanque en el
momento ¢, entonces la velocidad a que A(f) cambia serd una tasa neta de:

dA (Velocidad de) B (Velocidad de

E = ) = Rentrada - Rsa[ida' (7)

entrada de sal salida de sal

La velocidad de entrada R,,,;,.4, 2 la que ingresa la sal al tanque es el producto de la con-
centracion de sal del flujo de entrada y la velocidad del fluido de entrada. Observe que
R se mide en libras por minuto

entrada
Concentracién de sal Velocidad de Velocidad de
del flujo de entrada entrada de salmuera entrada de sal
{ { {

R.pirada = (2 1b/gal) + (3 gal/min) = (6 1b/min)

Ahora, como la solucién estd siendo bombeada hacia fuera del tanque a la misma veloci-
dad a la que ingresa, la cantidad de galones de salmuera que hay dentro del tanque en el
tiempo ¢ es una constante de 300 galones. Por lo tanto, la concentracién de sal dentro del
tanque, asi como en el flujo de salida, es c(f) = A(£)/300 Ib/gal, y la velocidad de salida
R, 4, de sal es

Concentracion de sal Velocidad de Velocidad de
del flujo de entrada entrada de salmuera entrada de sal
\2 \ 2
R (A(t) Ib/ 1) (3 gal/min) = O 1p /i
wida= | ——1Ib/gal | - (3 gal/min) = ——1b/min
N300 100

Entonces, la velocidad neta (7) se convierte en

dA A dA 1

—=6——— 0 — +—"A=0606. (8)
dr 100 dt 100

Si Fopirada ¥ Tsatide indican las velocidades de entrada y salida de las soluciones de

salmuera,* entonces existen tres posibilidades 7,440 = Tsatida> Fentrada > Vsatida Y Tentrada
< Fyaida- EN €l andlisis que llevo a (8) asumimos que 7,440 = Fsatida- EN 10s Ultimos dos

casos, dentro del tanque, la cantidad de galones de salmuera estd aumentando (7,,,;,,q, >
rxalida) 0 diSminuyendO (rentrada < rsulida) a la velocidad neta Fentrada — Vsalida Vea los pro-
blemas 10 a 12 de los ejercicios 1.3.

M Drenado de un tanque En hidrodindmica, la ley de Torricelli establece que la velo-
cidad v de flujo de salida de agua a través de un orificio plano ubicado en la parte inferior
de un tanque lleno hasta una altura & serd igual a la velocidad que un cuerpo (en este caso
una gota de agua) adquiriria en caida libre desde una altura &; es decir, v = V2gh, donde
g es la aceleracion debida a la gravedad. Esta ultima expresion proviene de la ecuacion de
energia cinética 3 mv’ con la energia potencial mgh y resolviendo para v. Suponga que un
tanque lleno de agua puede drenar mediante un orificio bajo la influencia de la gravedad.
Deseamos encontrar la altura / del agua restante en el tanque en el tiempo . Considere el

*No confundir estos simbolos con R,,,;,44. ¥ Ryaiaes 108 cuales representan las velocidades de entrada y salida
de sal.
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tanque mostrado en la figura 1.20. Si el drea del orificio es A,, (en pies®) y la velocidad del
agua que sale del tanque es v = V' 2gh (en pies/s), entonces el volumen del agua que
abandona el tanque por segundo es A,V 2gh (en pies’/s). De este modo, si V(¢) indica el

volumen del agua que hay en el tanque en el tiempo ¢,

&~ A2, ©)
dt
donde el signo negativo indica que Vdisminuye. Observe que aqui ignoramos la posibilidad
de friccién en el orificio, la cual puede ocasionar una reduccién en la velocidad del flujo en
dicho lugar. Ahora, si el tanque es tal que el volumen de agua en el tiempo ¢ puede expresarse
como V(1) = A,h, donde A, (en pies®) representa el drea constante de la superficie superi-
or del agua (vea figura 1.20), entonces dV/dt = A, dh/dt. Al sustituir esta tltima expresion
en (9) obtenemos la ecuacién diferencial deseada para la altura del agua en el tiempo #:

h A,
A NG (10)

d A
Resulta interesante observar que la ecuacién (10) sigue siendo vélida incluso cuando A,,
no es constante. En este caso, debemos expresar el drea de la superficie superior del agua
como una funcion A, es decir, A,, = A(h). Vea el problema 14 en los ejercicios 1.3.

w

M Circuitos en serie  Considere €l circuito en serie simple, o de lazo sencillo, que con-
tiene al inductor, resistor y capacitor mostrados en la figura 1.21a). La corriente que circula
en un circuito después que el interruptor se cierra se representa mediante i(f); la carga sobre
un capacitor en el tiempo ¢ estd seflalada como g(). Las letras L, C'y R representan inductan-
cia, capacitancia y resistencia, respectivamente, y por lo general son constantes. Ahora, de
acuerdo con la segunda ley de Kirchhoff, el voltaje E(f) que se genera en un lazo cerrado
debe ser igual a la suma de las caidas de voltaje en el lazo. La figura 1.215) también mues-
tra los simbolos y las férmulas apropiadas para sefialar las caidas respectivas de voltaje a
través de un inductor, un capacitor y un resistor. Como la corriente i(f) estd relacionada con
la carga ¢(1), presente en el capacitor, mediante i = dq/dt, al sumar las tres caidas de voltaje

Inductor Resistor Capacitor

di d*q dq 1
L=>-=L-—, iiR=R—, —

dt ar dt c?

e igualar la suma al voltaje impreso, se obtiene una ecuacion diferencial de segundo orden

d*q dq 1

RY 4+ 2 — Ep. 11
dr o Tl ED (b

Examinaremos con mayor detalle una ecuacién diferencial andloga a la 11 en la sec-
cién 3.8.

L

B Caida libre Al construir el modelo matemadtico del movimiento de un cuerpo que se
desplaza en un campo de fuerza, muchas veces se empieza con la segunda ley de Newton
del movimiento. Recuerde de sus conocimientos de fisica bdsica que la primera ley de
Newton para el movimiento afirma que un cuerpo puede permanecer en reposo o continuar
moviéndose a velocidad constante a menos que actiie sobre €l una fuerza externa. En cada
caso, esto equivale a decir que cuando la suma de las fuerzas F = 2 F}; es decir, el resultado
neto o la fuerza resultante que actia sobre el cuerpo es cero, entonces la aceleracion a del
cuerpo es cero. La segunda ley de Newton para el movimiento indica: cuando la fuerza
neta que actiia sobre un cuerpo no es igual a cero, entonces esta fuerza neta es proporcional
a su aceleracion a, o mas exactamente, F' = ma, donde m representa la masa del cuerpo.

Ahora suponga que una roca es arrojada hacia arriba desde el techo de un edificio,
como ilustra la figura 1.22. ;Cudl es la posicién s(¢) de la roca en relacién con el suelo en
el tiempo #? La aceleracion de la roca es la segunda derivada d’s/df>. Si asumimos que la
direccién ascendente es positiva y que ninguna fuerza actiia sobre la roca salvo la fuerza
de gravedad, entonces la segunda ley de Newton da

d’s d*s

s _ o, 12
Tar T T g 8 (12
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Figura 1.21 La corriente i(t) y la
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En otras palabras, la fuerza neta es simplemente el peso F = F; = —W de la roca cerca
de la superficie de la tierra. Recuerde que la magnitud del peso es W = mg, donde m es
la masa del cuerpo y g la aceleracién debida a la gravedad. En (12), el signo negativo
se debe a que el peso de la roca es una fuerza dirigida hacia abajo, lo cual es contrario a
la direccidn positiva. Si la altura del edificio es s, y la velocidad inicial de la roca es v,
entonces s se determina a partir del problema de valor inicial de segundo orden

d’s B

dar*
Aunque no hemos resaltado las soluciones de las ecuaciones construidas, observamos
que (13) puede resolverse integrando la constante —g dos veces con respecto a t. Las
condiciones iniciales determinan las dos constantes de integracion. Usted podra recono-

cer la solucién de (13) utilizando conocimientos de fisica bdsica como la formula
s(f) = —% gl + vyt + 5.

=8 5(0) = 50, 5'(0) = v, (13)

M Caida de cuerpos y resistencia del aire Antes del famoso experimento de Galileo
realizado en la Torre inclinada de Pisa, la mayoria de las personas crefa que en caida libre
los objetos mds pesados, como una bala de caiidn, cafan con una aceleraciéon mayor que los
objetos mds ligeros, como una pluma. Desde luego, cuando se lanzaban simultineamente
una bala de cafién y una pluma desde la misma altura, si cafan a diferentes velocidades,
pero no debido a que la bala de cafién fuera mas pesada. La diferencia en las velocidades
se debe a la resistencia del aire. La fuerza resistiva del aire se ignora en el modelo dado en
(13). Bajo las mismas circunstancias, un cuerpo de masa m cayendo, como una pluma con
baja densidad y forma irregular, encuentra una resistencia del aire que es proporcional a
su velocidad instantdnea v. Si tomamos, en esta circunstancia, la direccién positiva como
orientada hacia abajo, entonces la fuerza neta que acttia sobre la masa estara dada por F = F
+ F, =mg — kv, donde el peso F, = mg del cuerpo es una fuerza que actia en direccién po-
sitiva y la resistencia del aire F, = — kv es una fuerza, llamada amortiguacion viscosa, que
actiia en direccion opuesta o ascendente. Vea la figura 1.23. Ahora, como v estd relacionada
con la aceleracién a mediante a = dv/dt, la segunda ley de Newton se convierte en F = ma
=m dv/dt. Al igualar la fuerza neta de esta forma con la segunda ley de Newton se obtiene
una ecuacion diferencial de primer orden para la velocidad v(¢) de un cuerpo en el tiempo ¢,

Iy
”r =mg — kv (14)

m

En esta expresion & es una constante positiva de proporcionalidad. Si s(¢) es la distancia que
el cuerpo recorre al caer en el tiempo ¢ desde su punto inicial de liberacion, entonces v = ds/
dty a=dvldt = d*s/df’. En términos de s, (14) es una ecuacién diferencial de segundo orden

d’s ds d’s ds
m—=mg—k— o m—5tk—=
dr* dt dt* dt

m

g 15)

M Cadena deslizandose Suponga que una cadena uniforme de longitud en pies L estd
suspendida sobre una polea metdlica clavada a la pared por encima del nivel del suelo.
Asuma que la polea carece de friccién y que la cadena pesa p 1b/ft. La figura 1.24a) ilustra
la posicién en que la cadena cuelga en equilibrio; si se moviera un poco hacia la izquierda
o la derecha, la cadena se desprenderia de la polea. Suponga que la direccién positiva se
considera descendente, y que x(7) denota la distancia que el extremo derecho de la cadena
recorreria cayendo en el tiempo t. La posicién de equilibrio corresponde a x = 0. En la
figura 1.24b) la cadena se desplaza una cantidad de x,, pies y se sostiene en la polea hasta
soltarse en un tiempo inicial que se designa como ¢ = 0. Para la cadena en movimiento,
como ilustra la figura 1.24c), tenemos las siguientes cantidades:

peso de la cadena: W = (L ft) (p 1b/ft) = Lp,
masa de la cadena: m = W/g = Lp/32

L L
fuerza neta: F = <E + x)p - <5 - x)p = 2xp.
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Dado que a = d*x/df*, ma = F se vuelve

Lp d*x d’x 64
3_2W = pr o dr: - T\ = 0. (16)

M Cables suspendidos Suponga que un cable flexible, un alambre o una cuerda pe-
sada, estd suspendido entre dos postes verticales. Ejemplos fisicos de esto podrian ser
dos cables que soportan el camino de un puente colgante, figura 1.25b), o un largo cable
telefénico sujeto entre dos postes, figura 1.25a). Nuestro objetivo es construir un modelo
matematico para describir la forma que asume un cable de este tipo.

Para comenzar, examinemos sélo una porcioén o elemento del cable entre su punto
mds bajo P, y cualquier punto arbitrario P,. Como indica la parte a color de la figura
1.26, este elemento del cable es la curva en un sistema coordinado rectangular con un eje
y elegido para pasar entre el punto mds bajo P, de la curva y el eje x elegido a unidades
por debajo de P,. Sobre el cable estdn actuando tres fuerzas: las tensiones T, y T, pre-
sentes en el cable y que son tangentes a éste en P, y P,, respectivamente, y la porcion W
de la carga vertical total entre los puntos P, y P,. Digamos que T, =T\, 7, = IT,l y W
= [WI denotan las magnitudes de estos vectores. Ahora la tensién T, se distribuye entre
componentes verticales y horizontales (cantidades escalares) T, cos 6 y T, sen 6. Debido
al equilibrio estatico, escribimos

T, =T,cos6 y W=T,senf.

Al dividir la dltima ecuacién entre la primera eliminamos 7, y obtenemos tan 6 = W/T|.
Pero como dy/dx = tan 6, llegamos a
b (17)
dx T,
Esta simple ecuacion diferencial de primer orden sirve como un modelo para la forma
de un cable flexible tal como el cable telefénico colgando bajo su propio peso, al
igual que para la forma de los cables que detienen el camino de un puente suspendido.
Regresaremos a la ecuacién (17) en los ejercicios 2.2 y en la seccién 3.10.

Cada ejemplo de esta seccion ha descrito un sistema dindmico: un sistema que cambia
o evoluciona con el paso del tiempo . Como el estudio de los sistemas dindmicos es
una rama de las matematicas que actualmente estd en moda, relacionaremos ocasional-
mente la terminologfa de esta drea con el andlisis en cuestion.

En términos mds precisos, un sistema dindmico consiste en un conjunto de varia-
bles dependientes del tiempo, llamadas variables de estado, junto con una regla que
nos permite determinar (sin ambigiiedades) el estado del sistema (que puede ser un es-
tado pasado, presente o futuro) en funcién de un estado prescrito en algtin tiempo #,.
Los sistemas dindmicos se clasifican como sistemas de tiempo discreto o sistemas de
tiempo continuo. En este curso nos ocuparemos sélo de los sistemas dindmicos de
tiempo continuo —sistemas en los cuales fodas las variables estdn definidas en un
rango continuo de tiempo—. La regla o el modelo matematico de un sistema dindmico
de tiempo continuo es una ecuacion diferencial o un sistema de ecuaciones diferencia-
les. El estado del sistema en un tiempo ¢ es el valor de las variables de estado en ese
tiempo; el estado especifico del sistema en un tiempo 7, lo constituyen simplemente las
condiciones iniciales que acompafian al modelo matemaético. La solucién al problema
de valor inicial se conoce como respuesta del sistema. Por ejemplo, en el caso anterior
del decaimiento radiactivo, la regla es dA/dt = kA. Ahora, si se conoce la cantidad de
sustancia radiactiva en algtn tiempo t,, digamos A(%,) = A, entonces, al resolver la
regla, se sabrd que la respuesta del sistema para ¢ > , es A(7) = A0 (vea la seccién
2.7). La respuesta A(7) es la variable unica de estado para este sistema. En el caso de la
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a) Cables telefonicos

] S oy

S| -

=
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b) Puente suspendido

Figura 1.25 Cables suspendidos
entre postes verticales

T, sen 6

cable T,cos 6

T,

(x. 0)

Figura 1.26 Elemento del cable
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roca lanzada desde el techo de un edificio, la respuesta del sistema, la solucion de la
ecuacion diferencial ds/df* = —g sujeta al estado inicial s(0) = sy, s'(0) = v, es la fun-
cién s(f) = —2 g + vyt + 50, 0 = t = T, donde el simbolo T representa el momento en
que la roca toca el suelo. Las variables de estado son s(¢) y s'(#), las cuales representan,
respectivamente, la posicion vertical de la roca por encima del suelo y su velocidad en
el tiempo 7. La aceleracion s”(f) no es una variable de estado puesto que sélo necesita-
mos saber la posicion y la velocidad iniciales en el tiempo f, para determinar tnica-
mente la posicion de la piedra s(7) y la velocidad s’(7) = v(¢) para cualquier tiempo en el
intervalo #, < t < T. La aceleracion s"(f) = a(t), desde luego, estd dada por la ecuacién
diferencial s"(f) = —g,0<t < T.

Un tdltimo comentario: no todo sistema estudiado en este texto es un sistema dina-
mico. También examinaremos algunos sistemas estdticos en los cuales el modelo sea
una ecuacion diferencial.

EJERCICIOS 1.3 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-1.

Dindmica poblacional las constantes 7,,, T, y k en un modelo del tipo de un
problema de valor inicial de primer orden

1. Bajo los mismos supuestos en que se basa el modelo dT
presentado en (12), determine una ecuacion diferencial —=KkT-T,), T(0) =T,
que establezca la poblacién P(f) de un pais que permite
la inmigracién a una tasa constante r > 0. ;Cual serd la T
ecuacion diferencial apropiada para determinar la po- 200
blacién P(t) del pais cuando se permite a los individuos
emigrar a una tasa constante r > 0? 150

2. El modelo poblacional presentado en (1) no toma en
cuenta la mortalidad; la tasa de crecimiento es igual a
la tasa de natalidad. En otro modelo referente a una po- 50
blacion cambiante en una comunidad, se asume que la
tasa a la cual cambia la poblacion es una tasa neta —es L L L L

decir, la diferencia entre la tasa de nacimientos y la tasa 0 0 min 1001

de muertes en la comunidad—. Determine un modelo

poblacional P(¢) si tanto la tasa de natalidad como la de Figura 1.27  Curva de enfriamiento del problema 5
mortalidad son proporcionales a la poblacién presente

en el tiempo 7. 6. La temperatura ambiente 7,, en (3) podria ser una fun-

cion del tiempo ¢. Suponga que en un entorno controlado
de manera artificial, 7,,() es periddica en un lapso de 24
horas, tal como ilustra la figura 1.28. Disefie un modelo
matemadtico para la temperatura 7(¢) de un cuerpo ubica-
do dentro de este entorno.

3. Mediante el concepto de tasa neta presentado en el pro-
blema 2, determine una ecuacidn diferencial que re-
presente una poblacién P(r) si la tasa de natalidad es
proporcional a la poblacién presente en el tiempo ¢ pero
la tasa de mortalidad es proporcional al cuadrado de la
poblacién presente en el tiempo .

T,
4. Modifique el modelo del problema 3 para la tasa neta a
la cual cambia la poblacién P(¢) de cierta clase de pez, 120¢
pero también asuma que el pez se cosecha a una tasa 1001
constante de i > 0. 80
60 -
Ley de Newton de enfriamiento or
- 20 -
y calentamiento o
5. Una taza de café se enfria segun la ley de Newton para Mcga, Mcldzm Mf;‘m, Miga, Mﬁa, !
el enfriamiento (3). Use los datos de la gréfica de tem- noche dia  noche dfa  noche
peraturas 7(¢) ilustrada en la figura 1.27 para estimar Figura 1.28 Temperatura ambiente del problema 6
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Propagacion de una enfermedad
y tecnologia

7. Suponga que un estudiante portador del virus de la gripe

regresé a su campus universitario aislado con poblacion
de 1000 estudiantes. Determine una ecuacién diferen-
cial para establecer el nimero de personas x(f) que han
contraido la gripe si la tasa a la cual se propaga la enfer-
medad es proporcional al nimero de interacciones dadas
entre la cantidad de estudiantes con gripe y los estudian-
tes que aun no han sido expuestos al virus.

En el tiempo ¢ = 0, una innovacion tecnoldgica se intro-
duce en una comunidad con poblacién fija de n perso-
nas. Determine una ecuacion diferencial que establezca
el nimero de personas x(f) que ha adoptado la innova-
cién en el tiempo 7 si se asume que la tasa a la cual se
difunde la innovacién entre la comunidad es proporcio-
nal, de forma conjunta, a la cantidad de gente que la ha
adoptado y al resto que no la ha adoptado.

Mezclas

9.

10.

11.

12.

Suponga que un gran tanque mezclador contiene inicial-
mente 300 galones de agua en la cual se han disuelto 50
libras de sal. En el tanque se bombea agua pura a una
velocidad de 3 galones por minuto, y cuando la diso-
lucién estd bien mezclada, se bombea hacia fuera a la
misma velocidad. Determine una ecuacion diferencial
para la cantidad A(f) de sal presente en el tanque en el
tiempo 7. ;Qué es A(0)?

Suponga que un gran tanque mezclador contiene inicial-
mente 300 galones de agua en la cual se han disuelto
50 libras de sal. Se bombea otra disolucién salada en el
tanque a una velocidad de 3 galones por minuto, y cuan-
do la disolucién esta bien mezclada, se bombea hacia
fuera a una velocidad menor de 2 galones por minuto.
Si la contraccién de la disolucion entrante es de 2 Ib/gal,
determine una ecuacién diferencial para la cantidad A(r)
de sal presente en el tanque en el tiempo .

En el problema 10, ;cudl serd la ecuacién diferencial si
la disolucidén bien mezclada se bombea hacia fuera a una
velocidad mayor de 3.5 galones por minuto?
Generalice el modelo presentado en la expresion (8)
de la pagina 24 asumiendo que el gran tanque contie-
ne inicialmente un ndimero N, de galones de salmuera;
Foptrada ¥ Tsalida SON 1as velocidades de entrada y salida de
la salmuera, respectivamente (medidas en galones por
minuto); ¢,,,q4. €S 1a concentracion de sal en el flujo
de entrada; c(7) es la concentracion de sal en el tanque
asi como en el flujo de salida en el tiempo 7 (medida en
libras de sal por galén); y A(#) es la cantidad de sal pre-
sente en el tanque en el tiempo .

Drenado de un tanque

13.

Suponga que estd goteando agua de un tanque a través
de un orificio circular con drea A, localizado en el fondo.
Cuando el agua gotea a través del orificio, la friccion y
la concentracién de la corriente cerca de €l reducen el
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14.

volumen del agua que se escapa del tanque por segundo
acA,V2gh,donde ¢ (0 < ¢ < 1) es una constante empi-
rica. Determine una ecuacion diferencial para la altura &
del agua en el tiempo ¢ para el tanque ctbico de la figura
1.29. El radio del orificio es de 2 pulgadas, g = 32 ft/s>.

T

) C
¥
orificio

i

Figura 1.29 Tanque clbico

circular del problema 13

El tanque coénico circular recto que se muestra en la fi-
gura 1.30 pierde agua por un orificio circular localizado
en el fondo. Determine una ecuacién diferencial para la
altura del agua % en el tiempo ¢. El radio del orificio es
de 2 pulgadas, g = 32 ft/s%, y el factor de friccién/con-
traccion que se presenté en el problema 13 es ¢ = 0.6.

"”"‘T
/1

\oriﬁcio circular Figura 1.30 Tanque cénico
del problema 14

[eXeXe |

Circuitos en serie

15.

Un circuito en serie contiene un resistor y un inductor,
tal como se muestra en la figura 1.31. Determine una
ecuacidn diferencial para la corriente i(7) si la resistencia
es R, la inductancia es L, y el voltaje suministrado es
E().

&

Figura 1.31 Circuito LR en
serie para el problema 15

. Un circuito en serie contiene un resistor y un capacitor,

tal como se muestra en la figura 1.32. Determine una
ecuacion diferencial para la carga g(¢) presente en el
capacitor si la resistencia es R, la capacitancia es C, y el
voltaje suministrado es E(f).

R

Figura 1.32  Circuito RC en
C serie para el problema 16
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Caida libre y resistencia del aire

17. Para un movimiento de alta velocidad a través del aire,
como el del paracaidista que se muestra en la figura 1.33
cayendo antes de que su paracaidas se abra, la resisten-
cia del aire es mas cercana a la velocidad instantanea v(z)
exponencial. Determine una ecuacién diferencial para la
velocidad v(¢) de un cuerpo cayendo con una masa m si
la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la
velocidad instantdnea.

Figura 1.33 La resistencia del
aire es proporcional al cuadrado
de la velocidad en el problema 17

Segunda ley de Newton y el principio
de Arquimedes

18. Un barril cilindrico de s pies de didmetro con peso de
w Ib estd flotando en el agua, como lo muestra la figura
1.34a). Después de un hundimiento inicial, el barril exhi-
be un movimiento oscilante hacia arriba y hacia abajo a
lo largo de una linea vertical. Mediante la figura 1.34b),
determine una ecuacion diferencial para el desplaza-
miento vertical y(¢) si se considera que el origen estd
sobre el eje vertical en la superficie del agua cuando el
barril estd en reposo. Use el principio de Arquimedes:
la flotabilidad, o la fuerza ascendente del agua sobre el
barril, es igual al peso del agua desplazada. Asuma que
la direccion descendente es positiva, que la densidad del
agua es de 62.4 1b/ft’, y que no hay resistencia entre el
barril y el agua.

52

Figura 1.34 Movimiento
oscilante hacia arriba

p y hacia abajo de un

barril flotante para el
problema 18

IIIM

\_4:__
\J
a) b)

Segunda ley de Newton y ley de Hooke

19. Luego de que una masa m se ata a un resorte, éste se es-
tira s unidades y después cuelga en reposo en la posicion
de equilibrio que muestra la figura 1.35b). Después de
que el sistema resorte/masa se ha puesto en movimiento,
hagamos que x(7) denote la distancia dirigida de la masa
mads alld de la posicidn de equilibrio. Tal como indica
la figura 1.35¢), asuma que la direccién descendente es
positiva y que el movimiento se presenta en linea recta

vertical a través del centro de gravedad de la masa, y
que las unicas fuerzas actuantes sobre el sistema son el
peso de la masa y la fuerza de recuperacion del resorte
estirado. Aplique la ley de Hooke: la fuerza de recu-
peracién de un resorte es proporcional a su elongacion
total. Determine una ecuacion diferencial para el despla-
zamiento x(7) en el tiempo .

resorte
sin estirar

posicién
de equilibrio

a) b)
Figura 1.35 Sistema resorte/masa del problema 19

20. En el problema 19, ;cudl serd una ecuacion diferencial
para el desplazamiento x(7) si el movimiento se presenta
en un medio que imparte una fuerza viscosa, sobre el
sistema resorte/masa, que es proporcional a la velocidad
instantdnea de la masa y actia en direccién opuesta a la
del movimiento?

Segunda ley de Newton y masa variable
Cuando la masa m de un cuerpo que se mueve a través de un
campo de fuerza es variable, la segunda ley de Newton esta-
blece: si la fuerza neta que actiia sobre un cuerpo es diferente de
cero, entonces la fuerza neta F es igual a la tasa de cambio del
momentum (cantidad del movimiento) del cuerpo con respecto
al tiempo. Es decir,

F =

dt

donde mv es el momentum (cantidad del movimiento). Aplique
esta formulacién de la segunda ley de Newton en los problemas
21y22.

21. Una cadena de 10 pies de largo estd enrollada holgada-
mente sobre el piso. Como lo muestra la figura 1.36, un
extremo de la cadena se jala verticalmente hacia arriba
con una fuerza constante de 5 libras. La cadena pesa 1
Ib/ft. Determine una ecuacién diferencial para el peso

x(t) del extremo localizado por enci-

T 51b ma del nivel del piso en el tiempo ¢.

fuerzahacia  Asuma que la direccién positiva es as-
cendente.

(18)

(mv)*,

Figura 1.36 Cadena jalada hacia
arriba, problema 21

*Observe que cuando m es constante, es 1o mismo que F' = ma.
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22. Una cadena uniforme de longitud L, medida en pies, se
sostiene verticalmente de manera que el extremo infe-
rior apenas toca el piso como ilustra la
figura 1.37. La cadena pesa 2 lb/ft. El
extremo superior sostenido y en reposo
se suelta en t = 0 y la cadena cae direc-
to hacia abajo. Ignore la resistencia del
aire, asuma que la direccion positiva es
descendente, y permita que x(f) denote
la longitud de la cadena sobre el piso
en el tiempo . Use el hecho de que la
fuerza neta F, representada en (18) y
que actiia sobre la cadena en el tiempo
t > 0, es la constante 2L y muestre que
una ecuacion diferencial para x(f) es

(L — ) 4’ (d—x)2 ~ Lg.

Figura 1.37 Cadena
sostenida verticalmente,

darr \ar
problema 22 d

Segunda ley de Newton y la ley
de la gravitacion universal

23. Por virtud de la ley de Newton de la gravitacién uni-
versal, la aceleracion a de la caida libre de un cuerpo,
como el del satélite mostrado en la figura 1.38, cayen-
do desde una gran distancia hacia la superficie terrestre
no es la constante g. En vez de ello, la aceleracion a

es inversamente proporcional a

satélite de 5@5 - ' '
masa m la distancia elevada al cuadrado
l a partir del centro de la Tierra,
(ficie a = k/r*, donde k es la constante
SuP% de proporcionalidad. Para deter-
s minar k, use el hecho de que en
R la superficie terrestre r =Ry a
= g. Si la direccidén positiva es
ascendente, aplique la segunda
e X

ley de Newton y su ley de la gra-
vitacion universal para encontrar
una ecuacion diferencial para la
distancia r.

Tierra de masa M

Figura 1.38 El satélite
del problema 23

24. Suponga que se taladra un orificio hasta el centro de la
Tierra y que una bola de boliche de masa m se deja caer
dentro, como lo muestra la figura 1.39. Construya un
modelo matemdtico que describa el movimiento de la
bola. En el tiempo ¢ establezcamos: r indica la distancia
desde el centro de la Tierra hasta la masa m, M denota la
masa de la Tierra, M, representa la masa de la porcién de
la Tierra dentro de una esfera con radio r, y 6 denota la
densidad constante de la Tierra.

superficie

-
grs
/rrl
.

||

Figura 1.39 Abertura a través
de la Tierra para el problema 24

Modelos matematicos variados

25. Teoria del aprendizaje En la teoria del aprendizaje, se
supone que la velocidad con que se memoriza un tema
es proporcional a la cantidad de material a memorizar.
Suponga que M denota la cantidad total de un tema a
memorizar y que A(f) es la cantidad memorizada en el
tiempo ¢. Determine la ecuacion diferencial para la can-
tidad A(?).

26. Olvido En el problema 25, asuma que la velocidad a
la que el material se olvida es proporcional a la cantidad
memorizada en el tiempo ¢. Determine una ecuacion di-
ferencial para A(f) cuando se tome en cuenta el olvido.

27. Inyeccion de un medicamento Cierto medicamento
se inyecta al torrente sanguineo de un paciente a ve-
locidad constante de r gramos por segundo. Al mismo
tiempo, el medicamento se elimina a una velocidad que
es proporcional a la cantidad x(¢) presente en el tiempo
t. Determine una ecuacion diferencial que establezca la
cantidad x(z).

28. Tractriz Una persona P, a partir del origen, se mueve
en direccidn del eje x positivo jalando un peso a lo largo
de la curva C, llamada tractriz, como se muestra en la
figura 1.40. EI peso, inicialmente ubicado en el eje y
en (0, s), se jala mediante una cuerda de longitud cons-
tante s que se mantiene tensa durante el movimiento.
Determine una ecuacién diferencial para la ruta que
sigue el movimiento. Asuma que la cuerda siempre es
tangente a C.

Figura 1.40 Curva tractriz
del problema 28

29. Superficie reflejante  Suponga que cuando la curva
plana C mostrada en la figura 1.41 gira en torno al eje x
genera una superficie de revolucién con la propiedad de
que todos los rayos luminosos L paralelos al eje x que
golpean la superficie se reflejan en un solo punto O (el
origen). Use el hecho de que el dngulo de incidencia es
igual al dngulo de reflexion para determinar una ecua-
cién diferencial que describa la forma de la curva C. Tal
curva C es importante en aplicaciones que comprenden
desde la construccion de telescopios hasta antenas sate-
litales, faros de automévil y recolectores solares [Suge-
rencia: La observacion de la figura muestra que podemos
escribir ¢ = 26. ;Por qué? Ahora use una identidad tri-
gonométrica adecuada.]
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tangente

A :
P(x, y)

6

C

\¢
o
Figura 1.41 Superficie reflejante del

problema 29

X

Problemas de analisis

30.

31.

32.

33.

34,

32

Lea de nuevo el problema 37 en los ejercicios 1.1 y des-
pués ofrezca una solucién explicita P(f) para la ecuacion
(1). Encuentre una familia de soluciones de un solo pa-
rametro de (1).

Lea de nuevo la oracién que sigue a la ecuacién (3) y
asuma que T, es una constante positiva. Analice por qué
esperariamos k < 0 en (3) en los casos de enfriamiento
y calentamiento. Quizd comience por interpretar, diga-
mos, 7(¢) > T,, de una forma gréfica.

Lea de nuevo el andlisis que condujo a la ecuacién (8).
Si asumimos que al inicio el tanque contenia, digamos,
50 libras de sal, seria 16gico pensar, puesto que la sal se
esta agregando al tanque de forma continua para ¢ > 0,
que A(f) debe ser una funcién creciente. Con base en la
ED, pero sin resolverla, analice como podria determinar
el nimero de libras de sal que hay dentro del tanque
después de un periodo largo.

. R . . dP
Modelo poblacional La ecuacién diferencial o

(k cos 1)P, donde k es una constante positiva, es un mo-
delo de la poblaciéon humana P(f) de una comunidad de-
terminada. Plantee una interpretacion para resolver esta
ecuacion, es decir, ;qué clase de poblacion piensa usted
que describe la ecuacion diferencial?

Fluido giratorio Como se muestra en la figura 1.42a),
un cilindro llenado parcialmente con fluido gira a una
velocidad angular constante w alrededor de un eje y
vertical a través de su centro. El fluido giratorio es una
superficie de revolucion S. Para identificar S, primero es-
tablecemos un sistema de coordenadas consistente en un
plano vertical determinado por el eje y y un eje x trazado
perpendicular al eje y de manera que la interseccion de
los ejes (el origen) esté situada en el punto mds bajo de
la superficie S. Después buscamos una funcién y = f(x),
la cual representa la curva C de la interseccion entre la
superficie S'y el plano coordinado vertical. Digamos que
el punto p(x, y) denota la posicién de una particula del
fluido giratorio de masa m en el plano coordinado. Vea
la figura 1.42b).

a) En P, hay una fuerza de reaccion de magnitud F de-
bido a las demads particulas del fluido, esta fuerza es
normal a la superficie S. En virtud de la segunda ley

Figura 1.42

35.

36.

37.

de Newton, la magnitud de la fuerza neta que actda
sobre la particula es mw*x. {Cudl es esta fuerza? Use
la figura 1.42b) para analizar la naturaleza y el ori-
gen de las ecuaciones

F sen 6 = mw’x.

F cos 0 =mg,

curva C de la
interseccion del plano
xy'y la superficie

de revolucién

‘ linea tangente
alacurva Cen P

a) b)
Fluido giratorio del problema 34

b) Use la parte a) para encontrar una ecuacion diferen-
cial de primer orden que defina la funcién y = f(x).

Caida de un cuerpo En el problema 23, suponga que
r =R+ s, donde s es la distancia de la superficie terrestre
con respecto al cuerpo en caida. ;Cémo se transforma la
ecuacion diferencial obtenida en el problema 23 cuando
s es muy pequefla en comparacion con R?

Gotas de lluvia cayendo En meteorologia, el término
virga se refiere a la caida de gotas de 1luvia o particu-
las de hielo que se evaporan antes de llegar al suelo.
Suponga que una gota de lluvia tipica tiene forma es-
férica. Comenzando en algtin tiempo, designado como
t =0, una gota de radio r, cae de una nube desde el repo-
SOy se empieza a evaporar.

a) Si se asume que una gota se evapora de tal mane-
ra que su forma sigue siendo esférica, entonces es
16gico suponer que la velocidad a la que ocurre la
evaporacion, es decir, la velocidad con que la gota
pierde masa, es proporcional a su drea superficial.
Demuestre que este ultimo supuesto implica que la
velocidad de disminucién del radio r de la gota es
una constante. Encuentre r(f). [Sugerencia: Vea el
problema 47 en los ejercicios 1.1.]

b) Si la direccién positiva es descendente, construya
un modelo matemdtico para la velocidad v de una
gota de lluvia cayendo en el tiempo . Ignore la re-
sistencia del aire. [Sugerencia: Vea la introduccion a
los problemas 21y 22.]

Que nieve El “problema del quitanieves” es un clasico
y aparece en muchos textos sobre ecuaciones diferen-
ciales, pero quizd se haya hecho famoso gracias a Ralph
Palmer Agnew:

“Un dia comenzoé a nevar con gran intensidad y en
forma permamente. Una mdquina quitanieves empezo
a funcionar a medio dia, a 2 millas durante la primera
hora y a 1 milla la segunda. ;A qué hora comenzo a
nevar?”
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Si es posible, encuentre el texto titulado Differential
Equations, de Ralph Palmer Agnew, McGraw-Hill Book
Co., y después analice la construccién y solucién del
modelo matemadtico.

38. Lea de nuevo esta seccién y clasifique cada modelo ma-
temdtico como lineal o no lineal.

39. Dinamica poblacional Suponga que P'(?) = 0.15 P(?)
representa un modelo matemadtico del crecimiento de
cierto cultivo celular, donde P(¢) es el tamaifio del culti-
vo (medido en millones de células) en el tiempo ¢ (me-
dido en horas). ;Con cudnta rapidez crece el cultivo

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 1

en el tiempo ¢ cuando su tamafo llega a 2 millones de
células?

40. Decaimiento radiactivo  Suponga que

A'(1) = -0.0004332A(1)

representa un modelo matematico para el decaimiento
del radio 226, donde A(f) es la cantidad de radio (medido
en gramos) restante en el tiempo ¢ (medido en afos).
(Cudnta cantidad de radio resta en el tiempo ¢ cuando la
muestra estd decayendo a una tasa de 0.002 gramos por
afno?

Las respuestas a los problemas impares
seleccionados comienzan en la pagina RESP-2.

En los problemas 1 y 2, llene el espacio en blanco y después
escriba ese resultado como una ecuacion diferencial lineal de
primer orden que no tenga el simbolo ¢, y cuya forma sea dy/dx
= f(x, y). Los simbolos ¢, y k representan constantes.

d

1. —cie” =

dx

d _
2. E(S + e ™) =

En los problemas 3 y 4, llene el espacio en blanco y después
escriba ese resultado como una ecuacién diferencial lineal de
segundo orden sin los simbolos ¢; y ¢, y que tenga la forma
F(y,y")=0. Los simbolos ¢, ¢, y k representan constantes.

2
3. — (c;cos kx + c,sen kx) =
dx

d2
4 3 (¢, cosh kx + ¢, senh kx) =

En los problemas 5 y 6, calcule y’ y y" y después combine estas
derivadas con y como una ecuacién diferencial lineal de segundo
orden sin los simbolos ¢, y ¢, y que tenga la forma F(y, y', y") =
0. Los simbolos ¢, y ¢, representan constantes.

5. y = ce’ + cxe’
6. Y = ciefcosx + cetsenx

En los problemas 7 a 12, haga coincidir cada una de las ecuacio-
nes diferenciales que se dan con una o mds de estas soluciones:

a)y=0, by=2, o)y=2x d)y=2x"

7 xy' =2y 8.y =2
9.y =2y—4 10. xy' =y
11. y"+9y=18 12. xy"-y' =0

En los problemas 13 y 14 determine por inspeccién al menos
una solucion de la ecuacién diferencial que se da.

13- yll=y/
14. y' =y(y-3)

En los problemas 15 y 16, interprete cada enunciado como una
ecuacion diferencial.

15. En la gréfica de y = ¢ (x), la pendiente de la linea tan-
gente en el punto P(x, y) es la distancia elevada al cua-
drado desde P(x, y) hasta el origen.

16. En la grifica de y = ¢ (x), la tasa a la que la pendiente
cambia con respecto a x en un punto P(x, y) es la negati-
va de la pendiente de la linea tangente en P(x, y).

17. a) Proporcione el dominio de la funcién y = x*°.
b) Encuentre el intervalo / de definicién mds amplio
sobre el que y = x** es una solucién de la ecuacién
diferencial 3xy’ — 2y = 0.

18. a) Verifique si la familia de un solo pardmetro y* —2y
= x*> — x + ¢ es una solucién implicita de la ecuacién

diferencial (2y —2)y’ =2x - 1.

b) Encuentre un miembro de la familia de un solo para-
metro dada en la parte a) que satisfaga la condicién
inicial y(0) =1.

¢) Use el resultado que obtuvo en la parte b) para en-
contrar una funcion explicita y = ¢ (x) que satisfaga
y(0) = 1. Proporcione el dominio de ¢. jEs y =
¢ (x) una solucion del problema de valor inicial? Si
es asi, encuentre su intervalo / de definicion; si no,
explique.

2
19. Dado que y = 5 + x es una solucién de la ED xy’ +

y = 2x. Encuentre x, y el intervalo / mas amplio para el
cual y(x) es una solucién del problema de valor inicial.

¥(xo) = 1.
20. Suponga que y(x) denota una solucién del problema de
valor inicial y' = x* + y%, y(1) = -1 y que y(x) posee al

xy' +y=2x,
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21.

22.

menos una segunda derivada en x = 1. En alguna cerca-
nia de x = 1, use la ED para determinar si y(x) es cre-
ciente o decreciente, y si la grafica de y(x) es concava
ascendente o concava descendente.

Una ecuacion diferencial puede poseer mads de una fami-
lia de soluciones.

a) Grafique los diferentes miembros de las familias y =
G =X +c1yy=dr0)=—x+c,

b) Verifique siy = ¢,(x) y y = ¢,(x) son dos solucio-
nes de la ecuacion diferencial no lineal de primer
orden (y')? = 4x%.

¢) Construya una funcion definida en forma segmen-
tada que sea solucién de la ED no lineal de la parte
b) pero que no sea miembro de cualquier familia de
soluciones de la parte a).

(Cudl es la pendiente de la tangente en la gréfica de la
solucién de y' = 6Vy + 5x° que pasa por (1, 4)?

En los problemas 23 a 26, verifique si la funcién indicada es una
solucidn particular de la ecuacion diferencial dada. Proporcione
un intervalo de definicion / para cada solucién.

23,
24.
25.
26.

34

Y'+y=2cosx—2senx;y=xsenx+xcosx
y'+ysec x; y=uxsenx+ (cos x) In(cos x)
Xy +xy" +y=0;y=sen(In x)

22y +xy’ +y=sec(ln x);

y =cos(In x) In (cos(In x)) + (In x) sen(In x)

27.

28.

La gréfica de una solucién de un problema de valor ini-
cial de segundo orden d*y/dx* = f(x, y, ¥"), ¥(2) = v, y'(2)
=y, estd dada en la figura 1.43. Utilice esta grafica para
estimar los valores de y, y y;.

Figura 1.43 Gréfica para el problema 27

Un tanque cilindrico de 2 pies de radio y altura de 10
pies se llena a su maxima capacidad. Si inicialmente el
tanque estd lleno de agua, y el agua gotea por un orificio
circular con radio de 3 pulgada ubicado en el fondo,
determine una ecuacion diferencial para la altura & de
agua en el tiempo 7. Ignore la friccion y la contraccion
de agua en el orificio.
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CAPITULO

Ecuaciones diferenciales
de primer orden

Estructura del capitulo

J\__J

2.1 Curvas solucién sin solucién
2.1.1 Campos de direcciones
2.1.2  Ecuaciones diferenciales autonomas de primer orden
2.2 Variables separables
2.3 Ecuaciones lineales
2.4  Ecuaciones exactas
2.5 Soluciones por sustitucion
2.6  Un método numérico
2.7 Modelos lineales
2.8 Modelos no lineales
2.9 Modelacion con sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden
Ejercicios de repaso del capitulo 2

Iniciamos nuestro estudio de las ecuaciones diferenciales con ecuaciones de
primer orden. En este capitulo presentamos las tres formas en que pueden
analizarse las ecuaciones diferenciales: cualitativa, analitica y numérica.

En la seccion 2.1 analizaremos las ecuaciones diferenciales (ED) en la forma
cualitativa. Observaremos que con frecuencia una ED puede proporcionarnos in-
formacion sobre el comportamiento de sus soluciones aun cuando no se tenga
ninguna solucion disponible. En las secciones 2.2, 2.3 y 2.4 analizaremos las
ED en la forma analitica, lo cual significa que estudiaremos técnicas especiali-
zadas para obtener soluciones explicitas e implicitas. En las secciones 2.7 y 2.8
aplicaremos estos métodos de solucion a algunos de los modelos matematicos
presentados en la seccion 1.3. Posteriormente, en la seccion 2.6 revisaremos
una técnica sencilla para “resolver” una ED en la forma numérica. Ello significa,
a diferencia del método analitico donde las soluciones representan ecuaciones
o formulas, que es posible utilizar una ED para estructurar un modo de obtener
informacién cuantitativa acerca de una solucion desconocida.

El capitulo finaliza con una introduccion a la modelacién matematica me-
diante sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden.
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I 2.1 Curvas solucion sin solucion )

B Introduccion  Algunas ecuaciones diferenciales no cuentan con alguna solucién. Por

ejemplo, no existe una solucién real que satisfaga a (y")> + 1 = 0. Algunas ecuaciones dife-

renciales tienen soluciones que pueden encontrarse en forma analitica, es decir, solucio-

nes de forma explicita o implicita encontradas al implementar un método de solucion para

una ecuacion especifica. Estos métodos de solucién pueden implicar ciertas manipulacio-

nes, como sustituciones, y ciertos procedimientos, como la integracién. Algunas ecuacio-

nes diferenciales tienen soluciones a pesar de que la ecuacién diferencial no pueda ser

resuelta en forma analitica. En otras palabras, cuando afirmamos que existe una solucién

de la ED, no queremos decir que también haya un método de solucién que genera solucio-

nes explicitas o implicitas. En el transcurso de los siglos, los mateméticos han desarrolla-

do procedimientos ingeniosos para resolver ecuaciones muy especializadas; entonces no

sorprende la existencia de un gran nimero de ecuaciones diferenciales que pueden resol-

verse en forma analitica. Aunque estudiaremos algunos de estos métodos de solucién para

ecuaciones de primer orden en secciones posteriores del capitulo, por el momento supon-

gamos tener una ecuacion diferencial de primer orden con la forma normal dy/dx = f(x, y)

y que no podemos encontrar ni inventar un método para resolverla en forma analitica. Esto

puede no ser tan malo como podria pensarse, dado que en ocasiones la propia ecuacién

Y1 diferencial puede “sefialar” detalles acerca del “comportamiento” de sus soluciones. En la

pendiente = 1.2 secci6én 1.2 vimos que siempre que f(x, y) y 9f/dy satisfacen ciertas condiciones de conti-

nuidad, es posible responder algunas preguntas cualitativas acerca de la existencia y la

unicidad de las soluciones. En esta seccién observaremos que a menudo pueden respon-

1+ derse otras preguntas cualitativas acerca de las propiedades de las soluciones —digamos,

(coémo se comporta una solucién cerca de cierto punto? o ;cémo se comporta una solu-
ci6én cuando x — 0o ?— cuando la funcién f depende tnicamente de la variable y.

Iniciamos nuestro estudio de ecuaciones diferenciales de primer orden con dos for-

mas de analizar una ED de manera cualitativa, las cuales nos permiten determinar,

aproximadamente, la forma que debe tener la curva solucién sin necesidad de resolver

a) f(2,3)=1.2es lapendiente del la ecuacidn.
elemento lineal en (2, 3)

v ama BFEERN Campos de direcciones
solucion

(2,3)

M Pendiente Iniciemos, sin embargo, con un concepto simple de célculo: la derivada
2,3) dyldx de una funcién diferenciable y = y(x) proporciona la pendiente de las lineas tan-
gentes en los puntos sobre su grafica. Dado que una solucién y = y(x) para una ecuacién
diferencial de primer orden dy/dx = f(x, y) es necesariamente una funcién diferenciable
sobre su intervalo de definicién /, también deberd ser continua en /. De este modo, la co-
rrespondiente curva solucion sobre I no deberd tener discontinuidades y tendrd una linea
f f f — x tangente en cada punto (x, y(x)). La pendiente de la linea tangente en (x, y(x)) sobre una
curva solucidn serd el valor de la primera derivada dy/dx en este punto, y esto lo sabemos
a partir de la ecuacion diferencial: f(x, y(x)). Ahora supongamos que (x, y) representa un

tangente

b) curva solucién

que atraviesa (2, 3) punto dentro de una regién del plano xy sobre la cual se encuentra definida la funcién f.

El valor f(x, y) que la funcién f asigna al punto representa la pendiente de una linea, o

Figura 2.1 La curva solucion es como lo concebiremos, de un segmento de linea denominado elemento lineal. Por ejem-
tangente al elemento lineal en plo, considere la ecuacién dy/dx = 0.2xy, donde f(x, y) = 0.2xy. Digamos que, en el punto
(2, 3) (2, 3), la pendiente de un elemento lineal es f(2, 3) = 0.2(2)(3) = 1.2. La figura 2.1a) muestra

un segmento de linea con pendiente 1.2 que pasa por el punto (2, 3). Como ilustra la figura
2.1b), si una curva solucién pasa también por (2, 3), hard asf tangente a este segmento de
linea; en otras palabras, el elemento lineal es una linea tangente en miniatura en este punto.

B Campo de direcciones Sievaluamos a f'de un modo sistemadtico sobre una cuadricula
rectangular de puntos dentro del plano xy y trazamos un elemento lineal en cada punto (x, y)
de la cuadricula con pendiente f(x, y), entonces el conjunto de todos estos elementos lineales
se denominard campo de direcciones o campo de pendientes de la ecuacion diferencial
dyldx = f(x, y). Visualmente, el campo de direcciones sefiala la apariencia o forma de una
familia de curvas solucién para la ecuacion diferencial y, en consecuencia, es posible vi-
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sualizar de manera rapida ciertos aspectos cualitativos de las soluciones —regiones dentro
del plano, por ejemplo, donde una solucién presente un comportamiento atipico—. Una
sola curva solucién que atraviese un campo de direcciones debera seguir el patrén de flujo
del campo; serd tangente a un elemento de linea cuando interseque un punto dentro de la
cuadricula.

Ejemplo 1
El campo de direcciones para la ecuacién diferencial dy/dx = 0.2xy mostrado en la figura
2.2a) se obtuvo utilizando un programa de computadora en el que se defini6 una cuadricula
de puntos de 5 X 5 (mh, nh), siendo m y n enteros, al configurar -5 =m=5,-5=n=35
y h=1. En la figura 2.2a), advierta que en cualquier punto situado sobre el eje x (y=0) y el
eje y (x = 0) las pendientes son f(x, 0) = 0y f(0, y) = 0, respectivamente, de modo que los
elementos lineales son horizontales. Ademads, en el primer cuadrante, observe que para un
valor fijo de x los valores de f(x, y) = 0.2xy se incrementan a medida que y aumenta; de
forma similar, para una y fija, los valores de f(x, y) = 0.2xy aumentan cuando lo hace x. Esto
significa que a medida que x y y se incrementan, los elementos lineales practicamente se
vuelven verticales y tienen pendiente positiva (f(x, y) = 0.2xy > 0 para x > 0, y > 0). En el
segundo cuadrante If(x, y)l aumenta cuando Ix| y y se incrementan, y de nuevo los elemen-
tos lineales se vuelven practicamente verticales, pero esta vez tienen pendiente negativa
(f(x, y) =0.2xy < 0 para x < 0, y < 0). De izquierda a derecha, imagine una curva solucién
que inicia en un punto del segundo cuadrante, se desplaza rapidamente hacia abajo, se vuel-
ve plana a medida que cruza el eje y, y luego, conforme ingresa al primer cuadrante, se
desplaza rdpidamente hacia arriba —en otras palabras, su forma seria céncava hacia arriba,
similar a una herradura. A partir de esto podria deducirse que y — co cuando x — * 0.
Ahora bien, en el tercero y cuarto cuadrantes, dado que f(x, y) = 0.2xy > 0y f(x, y) = 0.2xy
< 0, respectivamente, la situacion se invierte; una curva solucion crece y luego desciende
conforme nos desplazamos de izquierda a derecha. En la expresion (1) de la seccién 1.1
vimos que y = ¢*** es una solucién explicita de la ecuacién diferencial dy/dx = 0.2xy; usted
debera verificar que una familia de soluciones de un pardmetro para la misma ecuacion estd
dada por y = ce”'¥*. Para efectos de comparacién con la figura 2.2a), algunas gréficas repre-
sentativas de los miembros de esta familia se muestran en la figura 2.2b). a

Campo de direcciones

Ejemplo 2 Campo de direcciones

Utilice un campo de direcciones para trazar una curva solucién aproximada para el pro-
3

blema de valor inicial dy/dx = seny, y(0) =— 5.

M Solucion  Antes de continuar, recuerde que a partir de la continuidad de f(x, y) = sen y
y dfldy = cos y, el teorema 2.1 garantiza la existencia de una sola curva solucién que pasa por
cualquier punto especificado (x,, y,) en el plano. Nuevamente configuramos nuestro progra-
ma de computadora para una region rectangular de 5 X 5y especificamos (debido a la con-
dicién inicial) puntos en dicha region con separacion vertical y horizontal de % unidad —es
decir, en puntos (mh, nh), h = %, my n enteros de forma que -10 = m = 10,-10 = n = 10.
El resultado se muestra en la figura 2.3. Dado que el extremo derecho de dy/dx =sen y es O
eny =0y eny=—m, los elementos lineales son horizontales en todos los puntos cuyas se-
gundas coordenadas son y = 0 0 y = —mr. Resulta 16gico entonces que una curva solucién que
cruza el punto inicial (0, —3 ) presente la forma ilustrada a color en la figura. a

M Creciente y decreciente La interpretacion de la derivada dy/dx como una funcién
que proporciona la pendiente juega el papel principal en la construccién de un campo de
direcciones. A continuacion se utilizara otra propiedad de la primera derivada, a saber: si
dyldx > 0 (o dyl/dx < 0) para toda x en un intervalo /, entonces la funcién diferenciable y =
y(x) sera creciente (o decreciente) en /.

Trazar un campo de direcciones a mano es sencillo pero laborioso; probablemente se
trata de una de esas tareas sobre las que puede argumentarse que s6lo se hace una o

2.1 Curvas solucion sin solucion
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dos veces en la vida, ya que en términos generales se lleva a cabo mds eficientemente
usando un programa de computadora. Previo a las calculadoras, computadoras per-
sonales y programas de computo, se utilizaba el método de isoclinas para facilitar el
trazado de un campo de direcciones a mano. Para la ED dy/dx = f(x, y), todo miembro
de la familia de curvas f(x, y) = ¢, siendo ¢ una constante, se denomina isoclina. Los
elementos lineales que se trazan a través de los puntos sobre una isoclina especifica,
digamos, f(x, y) = ¢, tienen la misma pendiente c,. En el problema 15 de los ejercicios
2.1 se le presentaran dos oportunidades de trazar un campo de direcciones a mano.

m Ecuaciones diferenciales autdnomas
de primer orden

B Ecuaciones diferenciales sin variable independiente En la seccién 1.1 dividi-
mos la categoria de ecuaciones diferenciales ordinarias en dos tipos: lineales y no lineales.
Ahora consideraremos brevemente otro tipo de clasificacion para las ecuaciones diferencia-
les ordinarias, una clasificacion que es de particular importancia en el andlisis cualitativo
de las ecuaciones diferenciales. Se dice que una ecuacion diferencial ordinaria en la que la
variable dependiente no aparece explicitamente es auténoma. Si el simbolo x identifica a
la variable independiente, entonces una ecuacion diferencial auténoma de primer orden
puede expresarse como F(y, y') = 0 o en la forma normal como

dy

— = f). (D

dx

A lo largo del siguiente andlisis asumiremos que fen (1) y su derivada f’ son funciones
continuas de y sobre cierto intervalo /. Las ecuaciones de primer orden

f» fx,y)
l l
dy dy
— =1+ — =02
dx Y y dx 4

son auténoma y no auténoma, respectivamente.

Muchas ecuaciones diferenciales que aparecen en aplicaciones o representando modelos
de leyes fisicas que no cambian con el tiempo son auténomas. Como hemos visto en la sec-
cién 1.3 en un contexto de aplicacion, con frecuencia se utilizan simbolos distintos de y y
X para representar a las variables dependiente e independiente. Por ejemplo, si el tiempo se
representa como £, entonces el andlisis de

dA dx dT dA 1
@b D+ 1—x, Cenr-T) P —
G A g T e ), g =M w2 =% Too

donde &, n'y T,, son constantes, muestra que cada ecuacién es independiente del tiempo. Por
ello, todas las ecuaciones diferenciales de primer orden presentadas en la seccién 1.3 son
independientes del tiempo y, por lo tanto, auténomas.

A’

M Puntos criticos Los ceros de la funcién fen la ecuacién (1) son de especial importancia.
Se dice que un nimero real ¢ es un punto critico de la ecuacion diferencial auténoma (1) si
representa un cero de f, es decir, f(¢) = 0. Un punto critico también se denomina punto de
equilibrio o punto estacionario. Ahora observe que si sustituimos la funcién constante y(x) =
c en (1), entonces ambos lados de la ecuacion equivalen a cero. Esto significa que:

Si ¢ es un punto critico de (1), entonces y(x) = ¢ es una solucion constante de la
ecuacion diferencial autonoma.

A la solucién constante y(x) = ¢ de (1) se le denomina solucion de equilibrio; las de equi-
librio son las iinicas soluciones constantes de (1).

Como ya se menciond antes, es posible saber cudndo una solucién no constante y = y(x)
de (1) es creciente o decreciente mediante la determinacion del signo algebraico de la deri-
vada dy/dx; para el caso de (1), esto se hace al identificar los intervalos sobre el eje y para
los cuales la funcién f(y) es positiva o negativa.
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Ejemplo 3 Una ecuacion diferencial auténoma

La ecuacion diferencial

dP

— = P(a — bP), je P

dt ( ) o
donde a y b son constantes positivas, presenta la forma normal dP/dt = f(P), la cual ,
equivale a (1) con ¢ty P actuando como x y y, respectivamente y, por lo tanto, es auténo- T

ma. A partir de f(P) = P(a — bP) = 0, observamos que 0 y a/b son puntos criticos de la
ecuacion, y en consecuencia las soluciones de equilibrio son P(f) = 0y P(¢) = a/b. Al
colocar los puntos criticos sobre una linea vertical, dividimos la linea en tres intervalos:
—-00 <P<0,0<P<alb,alb< P < 00.Las flechas trazadas sobre la linea que se mues-
tra en la figura 2.4 indican el signo algebraico de f(P) = P(a — bP) en estos intervalos y si
una solucién no constante P(f) es creciente o decreciente en un intervalo. La tabla Figura 2.4 Retrato fase

siguiente explica la figura. de dP/dt = P(a - bP)
Intervalo Signo de f(P) P Flecha

(-00,0) negativo decreciente apunta hacia abajo

(0, a/b) positivo creciente apunta hacia arriba

(alb, o) negativo decreciente apunta hacia abajo

La figura 2.4 se denomina retrato fase de una dimension o simplemente retrato fase
para la ecuacion diferencial dP/dt = P(a — bP). La linea vertical se denomina linea de
fase. |

B Curvas solucion  Sin tener que resolver una ecuacién diferencial auténoma, por lo
general es posible obtener informacién importante acerca de sus curvas solucién. Ya que la Y
funcidn fen (1) es independiente de la variable x, podemos considerar que f estd definida en R
el intervalo —co <x < 0o 0 en 0 = x < 0co. Ademds, dado que tanto f como su derivada f”
son funciones continuas de y sobre cierto intervalo / del eje y, las conclusiones fundamen-

tales del teorema 1.1 se mantienen en cierta franja horizontal o regién R en el plano xy co- I \
rrespondiente a /, y de esta manera s6lo una curva solucién de (1) pasa por cualquier punto W)
(%0, yo) en R. Observe la figura 2.5a). Para efectos del andlisis, supongamos que (1) posee

exactamente dos puntos criticos, ¢; y ¢,, y que ¢; < ¢,. Las gréficas de las soluciones de

equilibrio y(x) = ¢; y ¥(x) = ¢, son lineas horizontales, las cuales segmentan la regién R en
tres subregiones R;, R, y R;, segun ilustra la figura 2.5b). Sin comprobarlas, presentamos

algunas conclusiones que podemos extraer acerca de una solucidn no constante y(x) de (1): @ Regién R

* Si (xg, o) se encuentra dentro de una subregién R;, i = 1, 2, 3, y y(x) representa una y
solucion cuya grafica cruza por este punto, entonces y(x) permanecerd dentro de la ) =6y R,
subregion R; para toda x. Tal como lo ilustra la figura 2.5b), la solucién y(x) en R, estd
limitada en la parte inferior por ¢, y en la parte superior por ¢,, es decir, ¢; < y(x) < ¢, ®
para toda x. La curva solucién permanecera dentro de R, para toda x debido a que la I \ :
gréfica de una solucién no constante de (1) no puede cruzar la grafica de ninguna solu- W)
cién de equilibrio y(x) = ¢, 0 y(x) = ¢,. Revise el problema 33 de los ejercicios 2.1. y®=c

* Para efectos de continuidad de f, debemos contar con f(y) > 0 o f(y) < O para toda x

localizada dentro de una subregion R, i = 1, 2, 3. En otras palabras, f(y) no puede cam- R

biar de signo dentro de una subregion. Revise el problema 33 de los ejercicios 2.1.

.. . . . b) Subregiones Ry, R, y R3

* Dado que dy/dx = f(y(x)) es positiva o negativa dentro de una subregiéon R;, i = 1, 2, 3, una ’
solucién y(x) serd estrictamente mondtona —es decir, y(x) serd creciente o decreciente
dentro de una subregion R;. Por lo tanto, y(x) no puede ser oscilatoria ni tener un extremo
relativo (médximo o minimo). Revise el problema 33 de los ejercicios 2.1.

* Si y(x) estd limitada en su parte superior por un punto critico ¢, (como en una sub-  Figura 2.5 Las lineas y(x) = ¢,
region R, donde y(x) < ¢, para toda x), entonces su gréfica debe aproximarse a la vy y(x) = ¢, dividen a R en tres
gréfica de la solucidn de equilibrio y(x) = ¢; cuando x — 0o o cuando x — —00. Si y(x)  subregiones horizontales
se encuentra limitada —esto es, acotada en sus partes superior e inferior por dos pun-
tos criticos consecutivos (como dentro de una subregion R, donde ¢, < y(x) < ¢, para
toda x)—, entonces su gréfica deberd aproximarse a las gréficas de las soluciones de
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P P

decreciente Py

a

equilibrio y(x) = ¢; y y(x) = ¢,, una cuando x — o0 y la otra cuando x — —o0. Si y(x)
estd limitada en la parte inferior por un punto critico (como en la subregion R;, donde
¢, < y(x) para toda x), entonces su grafica debe aproximarse a la grafica de la solucién
de equilibrio y(x) = ¢, cuando x — oo o cuando x — —oo. Vea el problema 34 en los
ejercicios 2.1.

Con la informacion anterior en mente, examinemos de nuevo la ecuacion diferencial
del ejemplo 3.

Ry
|’ /
Py
creciente / R,

decreciente \po\

linea de fase plano tP

R

Figura 2.6 Retrato fase y curvas
solucion en cada una de las tres
subregiones
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Ejemplo 4 Vuelta al ejemplo 3

Los tres intervalos determinados en el eje P o linea de fase por los puntos criticos P =0
y P = a/b ahora corresponden, en el plano tP, a las tres subregiones:

Ri:—00<P<0, RyO0O<P<alb, Rsalb<P< oo,

donde —00 <t < 0. El retrato fase de la figura 2.4 nos dice que P(¢) es decreciente en
R,, creciente en R, y decreciente en R;. Si P(0) = P, es un valor inicial, entonces, en R,
R, y R; tenemos, respectivamente, lo siguiente:

i) Para Py,<0, P(¢) estd acotada por arriba. Dado que P(7) es decreciente, P(r) dis-
minuye sin acotamiento para f creciente, y de igual modo P(t) — 0 cuando
t = — 00. Esto significa que el eje ¢ negativo, la grafica de la solucién de equi-
librio P(f) = 0, representa una asintota horizontal para una curva solucién.

ii) Para 0 < P, < alb, P(t) estd acotada. Como P(t) es creciente, P(t) — a/b cuan-
dot— ooy P(t) = 0 cuando r — —o00. Las gréficas de las dos soluciones de
equilibrio P(f) = 0 y P(f) = a/b son lineas horizontales que representan asinto-
tas horizontales para cualquier curva solucion que inicie en esta subregion.

iii) Para P, > alb, P(t) estd acotada en la parte inferior. Como P(f) es decreciente,
P(¢) — alb cuando t — oo. La gréfica de la solucion de equilibrio P(t) = a/b
representa una asintota horizontal para una curva solucidn.

En la figura 2.6, la linea de fase es el eje P en el plano ¢P. Para que resulte mds claro,
la linea de fase original de la figura 2.4 se reproduce a la izquierda del plano en el cual
estdn sombreadas las subregiones R, R, y R;. Las gréficas de las soluciones de equili-
brio P(t) = a/b 'y P(t) = 0 (el eje ) se muestran en la figura como lineas discontinuas;
los trazos sélidos representan gréficas tipicas de P(f) que ilustran los tres casos recién
analizados. a

En una subregién tal como R; en el ejemplo 4, donde P(?) es decreciente y sin acota-
miento por abajo, necesariamente debemos tener P(f) — —oo. No interpretar que esta
expresion significa que P(f) — —oo cuando 1 — 00; podriamos tener P(f) — —co cuan-
do t = 7T, donde 7> 0 es un nimero finito que depende de la condicion inicial P(%,) = P
Si pensamos en términos dindmicos, P(f) podria “dispararse” en tiempo finito; en térmi-
nos gréficos, P(f) podria tener una asintota vertical en r = 7 > 0. Un comentario similar se
aplicarfa a la subregion R;.

La ecuacién diferencial dy/dx = sen y en el ejemplo 2 es auténoma y tiene un nimero
infinito de puntos criticos dado que sen y = 0 en y = nr, n es un entero. Ademads, ahora
sabemos que la solucién y(x) que atraviesa (0, — 3) estd acotada arriba y abajo por dos
puntos criticos consecutivos (- < y(x) < 0) y es decreciente (sen y < 0 para—m <y < 0),
la gréifica de y(x) debe aproximarse a las graficas de las soluciones de equilibrio como
asintotas horizontales: y(x) — — cuando x — o0 y y(x) = 0 cuando x — —00.

Ejemplo 5 Curvas solucion de una ecuacion diferencial auténoma

La ecuacién auténoma dy/dx = (y — 1)? posee el punto critico 1. A partir del retrato fase
de la figura 2.7a), concluimos que una solucién y(x) es una funcion creciente en las sub-
regiones —00 <y < 1y 1 <y< oo, por donde —co < x < 0o. Para una condicién inicial
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v(0) =y, < 1, una solucién y(x) es creciente y estd acotada en su parte superior por 1 y, en
consecuencia, y(x) — 1 cuando x — oo; para y(0) = y, > 1, una solucidén y(x) sera cre-
ciente y no estard acotada.

Ahora y(x) = 1 — 1/(x + ¢) es una familia uniparamétrica de soluciones para la ecuacién
diferencial (vea el problema 4 en los ejercicios 2.2). Una condicién inicial dada determina
un valor para c. Para las condiciones iniciales, digamos, y(0) =—1 <1y y(0) =2 > 1, encon-
tramos, a su vez, que y(x) =1 — 1/(x + %) y asi y(x) = 1 — 1/(x — 1). Como se muestra en las
figuras 2.7b) y c), la grafica de cada una de estas funciones racionales posee una asintota
vertical. Pero tenga presente que las soluciones de los problemas de valor inicial

dy dy
o Yoa
X x

estan definidas sobre intervalos especiales. Estos intervalos son, respectivamente,

(v — 1% y0) = —1 (y — 1)%5(0) = 2

1 1 1
=1- o <x< =1-
y() Tr D TXTo y(x)

L —oo < x < 1.
x—1

En las figuras 2.7b) y c), las curvas solucion son los segmentos de las grificas mos-
trados en trazo s6lido. Como lo pronosticé el retrato fase, para la curva solucién de la
figura 2.7b), y(x) — 1 cuando x — 00; para la curva solucidn de la figura 2.7¢), y(x) — o0
cuando x — 00 a partir de la izquierda.

creciente
0,2)

1 (
y=1 _/

+1r T L Bt \
| |
T . M , ' — } K_
1 / x | x
creciente } T 0.-1) T }
|
1 |
i |
| |
—_1]|L +y=
xX=-3 } X ‘1
a) Linea de fase b) Plano xy ¢) Plano xy
y0)<1 y0)>1

Figura 2.7 Comportamiento de soluciones cerca de y =1

M Atractores y repulsores

4

Suponga que y(x) representa una solucién no constante

de la ecuacién diferencial auténoma dada en (1) y que ¢ es un punto critico de la ED.
Bésicamente existen tres tipos de comportamiento que y(x) puede exhibir cerca de c. En
la figura 2.8 hemos colocado a c sobre cuatro lineas de fase verticales. Cuando ambas
puntas de flecha en cualquier lado del punto sefialado como ¢ apuntan hacia ¢, como en
la figura 2.8a), todas las soluciones y(x) de (1) que empiezan desde un punto inicial (x,
o) lo bastante cerca de ¢ exhiben el comportamiento asintético lim,_,.,y(x) = ¢. Por esta
razon, se dice que el punto critico ¢ es asintéticamente estable. Si usamos una analogia
fisica, una solucién que inicia cerca de ¢ es parecida a una particula cargada que, en el
transcurso del tiempo, es arrastrada hacia una particula de carga opuesta; por lo tanto, a ¢
también se le conoce como atractor. Cuando ambas puntas de flecha en cualquier lado del
punto rotulado como ¢ apuntan al lado contrario de ¢, como en la figura 2.8b), todas las
soluciones y(x) de (1) que empiezan desde un punto inicial (x,, y,) se alejan de ¢ a medida
que x aumenta. En este caso, se dice que el punto critico ¢ es inestable. A un punto critico
inestable también se le 1lama repulsor, por razones obvias. El punto critico ¢ ilustrado en
las figuras 2.8¢) y d) no es atrayente ni repelente, pero como ¢ exhibe caracteristicas tanto
de un atrayente como de un repelente —es decir, una solucién que empieza desde un punto
inicial (x, y,) lo bastante cerca de ¢ es atraida hacia ¢ de un lado y repelida del otro—, se

2.1 Curvas solucion sin solucion
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Figura 2.8 El punto critico c es:

un atrayente en a), un repelente
en b), y semiestable en ¢) y d)
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Las pendientes de clementos dice que el punto critico ¢ es semiestable. En el ejemplo 3, el punto critico b es asintética-
lineales ubicados sobre una

linca vertical varian mente estable (un atractor) y el punto critico 0 es inestable (un repulsor). En el ejemplo
5, el punto critico 1 es semiestable.

et | R B
Todas las (A A R A S A A RV AN A
plf)rg;lwslfllz 2 2 2 E E 2 E E 2 2 2 /L E B Ecuaciones diferenciales autonomas y campos directores Si una ecuacién di-
e ferencial de primer orden es auténoma, entonces observamos, partiendo del lado derecho
iguales de su forma normal dy/dx = f(y), que las pendientes de los elementos lineales que pasan

por los puntos localizados en el cuadriculado rectangular utilizado para construir el campo
de direcciones de la ecuacién diferencial dependen tnicamente de la coordenada y de los
puntos. En otras palabras, los elementos lineales que atraviesen los puntos de cualquier
linea horizontal deben tener la misma pendiente; las pendientes de los elementos lineales
ubicados a lo largo de cualquier linea vertical, por supuesto, variaran. Esto se puede apre-
ciar mediante la observacion de la banda gris horizontal y la banda vertical coloreada de la
figura 2.9. Esta figura exhibe un campo de direcciones para la ecuacién auténoma dy/dx =
2y — 2. Con estos datos en mente, vuelva a examinar la figura 2.3.
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Figura 2.9 Campo de direcciones
para una ecuacion diferencial
auténoma

EJERCICIOS 2.1 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-2.

@XED Campos de direcciones S

W > > > >

e S R v

A T

En los problemas 1 a 4, reproduzca el campo de direcciones
dado generado por computadora. Después trace a mano una
curva solucién aproximada que atraviese cada uno de los pun-
tos indicados. Utilice diferentes ldpices de color para cada
curva solucion.
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Figura 2.13 Campo de direcciones para el problema 4

2 4

En los problemas 5 a 12, utilice un programa de cémputo para
obtener un campo de direcciones de la ecuacién diferencial
dada. Trace a mano una curva solucién aproximada que atra-

viese cada uno de los puntos dados.

5 y' =x 6. yV=x+y
a) y0)=0 a) y-2)=2
b) y(0)=-3 by y1)=-3
@y _ @ _1
7. ydx_ X 8. dx_y
a) y1)=1 a) y0)=1
b) y0)=4 b) y-2)=-1
D _ s Y_ o
9. dx—0.2x +y 10. e xe
1
a) y(0)=5 a) y0)=-2
b) y2)=-1 by y(1)=2.5
FZ oy — cosT d_ Y
11. y' =y coszx 12. dx_l .
1
a) y2)=2 a) y<—5>=2
b y1)=0 b (i)—
) )’(— )= ) y 2 =

En los problemas 13 a 14, las figuras dadas representan la gra-
fica de f(y) y f(x), respectivamente. Trace a mano un campo de
direcciones sobre una cuadricula adecuada para dy/dx = f(y)
(problema 13) y después para dy/dx = f(x) (problema 14).

Figura 2.14

Grafica para el problema 13

Figura 2.15 Gréafica para el problema 14

15.

En las partes a) y b), trace isoclinas f(x, y) = ¢ (vea el
apartado de Comentarios de las paginas 37 y 38) para
la ecuacién diferencial dada usando los valores de ¢ in-
dicados. Construya un campo de direcciones sobre una
cuadricula y, cuidadosamente, trace ahi los elementos li-
neales con la pendiente adecuada en los puntos elegidos
sobre cada isoclina. En cada caso, use este campo direc-
cional aproximado y trace una curva solucion aproxima-
da para el problema de valor inicial que consiste en la
ED y la condicion inicial y(0) = 1.

a) dyldx=x+Yy;cesunentero que satisfacea-5=c =35
b) dy/dx=x2+y2; =% c= 1,c=%,c=4

Problemas de analisis

16.

17.

a) Considere el campo de direcciones de la ecuacién
diferencial dy/dx = x(y — 4)> — 2, pero no utilice tec-
nologia para obtenerlo. Describa las pendientes de
los elementos lineales presentes en las lineas x = 0,
y=3y=4yy=5.

b) Considere el problema de valor inicial dy/dx =
x(y — 4)* = 2, y(0) = y,, donde y, < 4. ;Puede una so-
lucién y(x) — co cuando x — co? Analice esta pro-
puesta a partir de la informacién dada en la parte a).

Para una ED de primer orden dy/dx = f(x, y), una curva
localizada en el plano definido por f(x, y) = 0 se deno-
mina isoclina nula de la ecuacién, dado que un elemen-
to lineal ubicado en un punto de la curva tiene pendiente
cero. Use un programa de computo para obtener un
campo de direcciones sobre un cuadriculado rectangular
de puntos para dy/dx = x> — 2y y después sobreponga la
grifica de la isoclina nula y = 1 x* en el campo de direc-
ciones. Analice el comportamiento de las curvas solu-
ci6n en regiones del plano definidas por y < 2x? y por
y > 1 x%. Trace algunas curvas solucién aproximadas.
Intente generalizar sus observaciones.
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18.

a) Identifique las isoclinas nulas (vea el problema 17)
en los problemas 1, 3 y 4. Con un lapiz de color,
encierre en un circulo cualquier elemento lineal
presente en las figuras 2.10, 2.12 y 2.13 que usted
considere pueda ser un elemento lineal en un punto
sobre una isoclina nula.

b) (Cuadles son las isoclinas nulas de una ED auténoma
de primer orden?

@ X %D Ecuaciones diferenciales

19.

20.

autéonomas de primer orden

Considere la ecuacién diferencial auténoma de primer
orden dy/dx = y — y* y la condicién inicial y(0) = y,.
Trace a mano la gréfica de una solucién tipica y(x) cuan-
do y, tiene los valores dados.

a) yo>1 b) O<y,<1

c) -1<y,<0 d) y,<-1

Considere la ecuacién diferencial auténoma de primer
orden dy/dx = y* — y* y la condicién inicial y(0) = y,.
Trace a mano la gréfica de una solucion tipica y(x) cuan-
do y, tiene los valores dados.
a) yo>1

c) -1<y,<0

b) O<yy<l1
d) y<-1

En los problemas 21 a 28, encuentre los puntos criticos y el re-
trato fase de la ecuacion diferencial auténoma de primer orden
dada. Clasifique cada punto critico como asintéticamente esta-
ble, inestable o semiestable. Trace a mano las curvas solucion
tipicas en las regiones en el plano xy determinadas por las gra-
ficas de las soluciones de equilibrio.

21.

23.

25.

27.

%:y2_3y 22.%=y2—y3
%:(y_2)4 24.%=10+3y—y2
%=y2(4— V) 26. %—y(Z ) (C )
%=yln(y+2) 28. %:yeye—y%)

En los problemas 29 y 30, considere la ecuacion diferencial
auténoma dy/dx = f(y), donde estd dada la grafica de f. Use
esta grafica para ubicar los puntos criticos de cada ecuacion
diferencial. Trace un retrato fase de cada ecuacién diferencial.
Bosqueje a mano las curvas solucién tipicas en las subregiones
determinadas en el plano xy por las graficas de las soluciones
de equilibrio.

29.
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Figura 2.16 Grafica para el problema 29

30.

Figura 2.17 Grafica para el problema 30

Problemas de analisis

31.

32.

33.

34,

35.

36.

37.

Considere la ED auténoma dy/dx = (2/1)y — sen y. Deter-
mine los puntos criticos de la ecuacion, y analice una forma
de obtener su retrato fase. Clasifique los puntos criticos
como asintoticamente estables, inestables o semiestables.

Se dice que un punto critico ¢ de una ED auténoma de
primer orden estd aislado si existe algtin intervalo abier-
to que contenga a ¢ pero a ningin otro punto critico.
(Puede existir una ED auténoma en la forma dada en (1)
para la cual fodo punto critico sea no aislado? Analice;
no es necesario un pensamiento profundo.

Suponga que y(x) es una solucién no constante de la ecua-
cién auténoma dy/dx = f(y) y que ¢ es un punto critico de
la ED. Analice. ;Por qué la grafica de y(x) no puede cru-
zar la grafica de la solucion de equilibrio y = ¢? ;Por qué
f(y) no puede cambiar de signos en una de las subregiones
analizadas en la pagina 39? ; Por qué y(x) no puede ser os-
cilatoria o tener un extremo relativo (maximo o minimo)?

Suponga que y(x) es una solucién de la ecuacién auté-
noma dy/dx = f(y) y estd acotada en sus partes superior
e inferior por dos puntos criticos consecutivos ¢, < ¢,
como en la subregion R, de la figura 2.5b). Sif(y) >0 en
la regidn, entonces lim,_,..y(x) = ¢,. Analice por qué no
puede existir un nimero L < ¢, tal que lim,_,,.y(x) = L.
Como parte de su andlisis, considere lo que le sucede a
y'(x) conforme x — 0.

Mediante la ecuacién auténoma (1), analice como es
posible obtener informacién acerca de dénde se ubican
los puntos de inflexién de una curva solucién.

Considere la ED auténoma dy/dx = y* —y — 6. Utilice sus
ideas sobre el problema 35 y encuentre intervalos en el
eje y para los cuales las curvas solucién sean concavas
hacia arriba e intervalos donde tales curvas sean conca-
vas hacia abajo. Analice por qué cada curva solucién
de un problema de valor inicial presentado en la forma
dyldx = y* —y — 6, y(0) = y,, donde -2 < y, < 3 tiene un
punto de inflexién con la misma coordenada y. ;Qué es
esa coordenada y? Trace con cuidado la curva solucién
para la cual y(0) = —1. Repita para y(2) = 2.

Suponga que la ED auténoma dada en (1) no tiene puntos
criticos. Analice el comportamiento de las soluciones.
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Modelos matematicos

38.

39.

Modelo poblacional La ecuaci6n diferencial del ejem-
plo 3 es un reconocido modelo poblacional. Suponga
que tal ED se cambia a

dpP
— = P(aP — b),
i )
donde a y b son constantes positivas. Analice qué le su-

cede a la poblacién P a medida que el tiempo ¢ aumenta.
La ecuacion diferencial autonoma

m dv = mg — kv,
dt
donde k es una constante positiva de proporcionalidad y
g es la aceleracion debida a la gravedad, es un modelo
de la velocidad v de un cuerpo de masa m que estd ca-
yendo bajo la influencia de la gravedad. Como el térmi-
no —kv representa la resistencia del aire, la velocidad de
un cuerpo que cae desde una gran altura no aumenta sin
limite a medida que aumenta el tiempo ¢.

Velocidad terminal

a) Utilice un retrato fase de la ecuacion diferencial
para encontrar la velocidad limitante, o terminal, del
cuerpo. Explique su razonamiento.

40.

b) Encuentre la velocidad terminal del cuerpo si la
resistencia del aire es proporcional a v2. Vea las pa-
ginas 26 y 30.

Reacciones quimicas Cuando se combinan ciertas

clases de quimicos, la velocidad a la cual se forma un

nuevo compuesto estd regida por la ecuacion diferencial

ax _
dt

donde k > 0 es una constante de proporcionalidad y 8 >
a > 0. Aqui X() denota la cantidad en gramos del nuevo
compuesto formado en el tiempo 7. Vea la pdgina 24.

ka — X)(B — X),

a) Utilice un retrato fase de la ecuacién diferencial para
predecir el comportamiento de X cuando t — 0.

b) Considere el caso en que o = 3. Utilice un retrato
fase de la ecuacion diferencial para predecir el com-
portamiento de X conforme  — oo cuando X(0) < «
y cuando X(0) > a.

¢) Compruebe que una solucion explicita de la ED para
cuando k=1y a = es X(f) = a — 1/(t + ¢). Encuentre
una solucién que satisfaga a X(0) = /2. Encuentre una
solucién que satisfaga a X(0) = 2a.. Grafique estas dos
soluciones. { El comportamiento de las soluciones cuan-
do t — oo concuerda con sus respuestas de la parte b)?

2.2  Variables separables

)

B Introduccion

4 _

e g(x)

Considere las ecuaciones de primer orden dy/dx = f(x, y). Cuando f no
depende de la variable y, es decir, f(x, y) = g(x), la ecuacién diferencial

(1

se puede resolver por integracién. Si g(x) es una funcién continua, al integrar ambos
lados de (1) se produce la solucién y = [ g(x) dx = G(x) + ¢, donde G(x) es una anti-
derivada (integral indefinida) de g(x). Por ejemplo, si dy/dx = 1 + e*, entonces

y

=[(+e¥dxoy=x+ e +c.

M Una definicion Laecuacién (1), asf como su método de solucidn, es s6lo un caso es-
pecial en el que fen dy/dx = f(x, y) es un producto de una funcion de x y una funcién de y.

Se dice que una ecuacion diferencial de primer orden de la forma

dy

2 = gx)h0)

es separable o que tiene variables separables.

Ecuacion separable

J

Observe que al dividir entre la funcién A(y), una ecuacion separable se puede expresar
como

p(y) % = g(x),

2)

donde, por conveniencia, hemos denotado 1/h(y) mediante p(y). En esta ultima forma
podemos darnos cuenta de inmediato que (2) se reduce a (1) cuando A(y) = 1.
Ahora, si y = ¢ (x) representa una solucién de (2), debemos tener p(¢(x))¢’(x) = g(x)

Y,

por lo tanto,

JP((#(X))(#'(X) dx = f g(x) dx.

3)
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3’ Al resolver ecuaciones

46

diferenciales de primer
orden, utilice s6lo una
constante.

Pero dy = ¢ '(x) dx y entonces (3) serd lo mismo que

[pyar= [ewar o ney =60+ o

donde H(y) y G(x) son antiderivadas de p(y) = 1/h(y) y g(x), respectivamente.

M Método de solucion La ecuacion (4) sefiala el procedimiento empleado para resol-
ver ecuaciones separables. Una familia de soluciones de un pardmetro, dada por lo general
en forma implicita, se obtiene al integrar ambos lados de p(y)dy = g(x) dx.

No hay necesidad de usar dos constantes en la integracién de una ecuacion separable,
porque si escribimos H(y) + ¢, = G(x) + ¢,, entonces la diferencia de ¢; — ¢, puede reem-
plazarse por una sola constante ¢, como en la expresion (4). En muchos casos a lo largo
de los capitulos siguientes, renombraremos las constantes de una forma que convenga a
cada ecuacion. Por ejemplo, los multiplos de constantes o las combinaciones de constan-
tes algunas veces pueden reemplazarse por una sola constante.

Ejemplo 1 Resolucion de una ecuacion diferencial separable
Resuelva (1 + x) dy —y dx =0.

M Solucion  Si dividimos entre (1 + x)y, podremos escribir dy/y = dx/(1 + x), a partir de
lo cual se deduce que

[$- 155
y 1+ x

Inly]| = In|l + x| + ¢,

y= e Hte = ohll+al L per leyes de los exponentes
=1 + xle@
l+x=1+ux = -1
=te9(1 + x). «— {‘ g ' '
[1+x=—(1+x), x<-1

Si se renombra *¢“1 como ¢ entonces se tiene y = ¢(1 + x).

B Solucién alternativa Como cada integral da como resultado un logaritmo, una
eleccion cuidadosa de la constante de integracion serfa In | ¢ | en lugar de c. Al escribir de
nuevo la segunda linea de la soluciéon como In lyl=1In |1 + x| + In Ic| es posible combinar
los términos del lado derecho mediante las propiedades de los logaritmos. A partir de In
lyl=Inlc(1 + x)l, podemos obtener inmediatamente y = ¢(1 + x). Aun cuando las integrales
indefinidas no sean todas logaritmos, todavia puede resultar ventajoso usar In |cl. Sin em-
bargo, no se puede dar una regla. o

En la seccidn 1.1 estudiamos que una curva solucién puede ser sélo un segmento o un
arco de la gréfica de una solucién implicita G(x, y) = 0.

Ejemplo 2 Curva solucion

coody x
Resuelva el problema de valor inicial ™ = —;, y(4) = =3.

M Solucion Al escribir de nuevo la ecuacién como y dy = —x dx obtenemos
2

2
y x
Jydy=—dex y 72—54‘61.

Podemos escribir el resultado de la integraciéon como x* + y? = ¢? al reemplazar la cons-
tante 2¢, por ¢* . Esta solucién de la ecuacién diferencial representa una familia de circu-
los concéntricos centrados en el origen.

Ahora, cuando x =4, y =-3, de forma que 16 + 9 =25 = 2. Por lo tanto, el problema
de valor inicial determina el circulo x” + .\'2 =25 con radio de 5. Debido a su simplicidad,
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podemos resolver esta solucidn implicita para obtener una solucion explicita que satis-
faga la condicién inicial. En el ejemplo 3 de la seccién 1.1, vimos esta solucién como
y=¢,(x) oy = —\V25 — x*, =5 < x < 5. Una curva solucién es la grifica de una
Jfuncion diferenciable. En este caso, la curva solucién serd el semicirculo inferior, mos-
trado a color en la figura 2.18, que contiene al punto (4, -3). |

M Pérdida de una solucion Debemos tener cuidado al separar variables, dado que los
divisores de las variables pueden ser cero en algtin punto. En particular, si » es un cero de
la funcién A(y), sucede entonces que la sustitucion de y = r en dy/dx = g(x)h(y) convierte
a ambos lados en cero; en otras palabras, y = r es una solucién constante de la ecuacién
diferencial. Pero después de separar las variables, observe que el lado derecho de dy/h(y)
= g(x) dx no estd definido en r. En consecuencia, y = r puede no mostrarse en la familia de
soluciones que se obtenga luego de aplicar la integracién y simplificacion. Recuerde, tal
solucién se denomina solucion singular.

Ejemplo 3 Pérdida de una solucion
Resuelva dy/dx = y* — 4.

B Solucion Escribimos la ecuacién en la forma
dy 1 1

4 4
y -4

y—2_y+2

=dx o [ }dy=dx. 3)

En (5), la segunda ecuacion es el resultado de usar fracciones parciales en el lado iz-
quierdo de la primera ecuacion. Al integrar y aplicar las leyes logaritmicas se tiene
y—2
y+ 2

4x+c,

1 1
Zln|y—2|—zln|y+2l=)c+c1 o lny =¢

y +
Aqui hemos reemplazado 4c¢; por ¢,. Por Gltimo, despu€s de reemplazar 2 por ¢ y resol-
ver la dltima ecuacién para y, se obtiene la familia de soluciones de un parimetro

1+ ce™

1 — ce®

2‘
=4x+c¢, O
2

y= (6)

Ahora, si factorizamos el lado derecho de la ecuacién diferencial como dy/dx = (y — 2)(y
+ 2) sabremos, por el andlisis realizado en la seccién 2.1, que y =2y y = -2 son dos solu-
ciones constantes (de equilibrio). La solucién y = 2 es miembro de la familia de solucio-
nes definidas por (6) que corresponden al valor ¢ = 0. No obstante, y = -2 es una solucién
singular; no se puede obtener a partir de (6) para ninguna eleccion del pardmetro c. Esta
ultima solucién se perdi6 en las primeras etapas del proceso de solucién. Una revision de
(5) indica con claridad que debimos excluir a y = =2 en estos pasos. a

Ejemplo 4 Problema de valor inicial

Resuelva el problema de valor inicial

d
cos x(e¥ — ) d%)c = ¢’ sen 2x, y(0) = 0.

M Solucion Al dividir la ecuacién entre € cos x se tiene

2
e? —y _sen2x
e Y coS X

dx.

Antes de integrar, usamos una divisién adecuada de términos en el lado izquierdo y la
identidad trigonométrica sen 2x = 2 sen x cos x en el lado derecho. Entonces

integracién por partes —> J(ey - yefy) dy = Q.J senxdx

produce e +ye ¥+ e Y= —2cosx + c. @)

2.2 Variables separables

Figura 2.18 Curva solucion para el
problema de valor inicial del ejemplo 2
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2 F

Figura 2.19 Curvas de nivel de
G(x, y) = ¢, donde G(x, y) = & + ye”
+e7Y + 2 cos x

~

L~

@2, 0/
X

(0,0

2k 4

[\

-1 1

[

Figura 2.20 Curvas de nivel de ¢
=2yc=4

0, 0)

Figura 2.21  Soluciones de (9)
definidas por segmentos
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La condicioén inicial y = 0 cuando x = 0 implica que ¢ = 4. Por lo tanto, una solucién del
problema de valor inicial es

e +ye ¥+ e ¥ =4 —2cosx. ®)

M Uso de computadoras En el recuadro de Comentarios incluido al final de la seccién
1.1 mencionamos que puede resultar dificil usar una solucién implicita G(x, y) = 0 para
encontrar una solucion explicita y = ¢ (x). La ecuacion (8) muestra que la tarea de resolver
y en términos de x puede presentar mas problemas que la ardua labor de intercambiar sim-
bolos —jesto simplemente no es posible!— Soluciones implicitas como la (8) son un poco
frustrantes; ni la grafica de la ecuacion ni el intervalo sobre el cual una solucién que satis-
faga y(0) = 0 estd definida son evidentes. El problema de “ver” cudl es la apariencia de una
solucién implicita puede superarse en algunos casos mediante la tecnologfa. Una forma de
hacerlo* es utilizar la aplicacion de graficos de contorno de un sistema computacional al-
gebraico (CAS, por sus siglas en ingl€s). Recuerde de sus conocimientos de calculo multi-
variable que para una funcién de dos variables z = G(x, y), las curvas bidimensionales
definidas por G(x, y) = ¢, donde c es constante, se llaman curvas de nivel de la funcién. Con
ayuda de un CAS, en la figura 2.19 ilustramos algunas curvas de nivel de la funcién G(x, y)
=¢" +ye” + ¢” + 2 cos x. La familia de soluciones definidas por la expresién (7) son las
curvas de nivel G(x, y) = c¢. La figura 2.20 ilustra, a color, la curva de nivel G(x, y) = 4,
la cual representa la solucién particular (8). La otra curva mostrada en la figura 2.20 es la
curva de nivel G(x, y) = 2, y es el miembro de la familia G(x, y) = ¢ que satisface a
y(7/2) = 0.

Si una condicién inicial lleva a una solucion particular mediante la determinacion de un
valor especifico del pardmetro ¢ en una familia de soluciones para una ecuacion diferencial
de primer orden, es natural que la mayoria de los estudiantes (y profesores) se relajen y
conformen con esto. No obstante, quizd una solucién de un problema de valor inicial no
sea unica. En el ejemplo 4 de la seccion 1.2 vimos que el problema de valor inicial

dy

Q@ ip _
I xy'%, y(0) =0, 9)

tiene al menos dos soluciones, y = 0y y = x*/16. Ahora estamos en posicién de resolver
la ecuacién. Al separar las variables e integrar y~/2dx = xdx resulta

2 2 2
RN (2.
y B ¢, 0 Yy 4 c

Cuando x = 0, entonces y = 0 y, por lo tanto, necesariamente ¢ = 0. Luego, y = x*/16. La
solucién trivial y = 0 se perdi6 al dividir entre y”2. Ademds, el problema de valor inicial
(9) posee infinitamente mds soluciones, puesto que para cualquier opcién del pardmetro
a = 0, la funcién definida en segmentos

. {0, x<a
Y (x* —a*)?/16, x=a

satisface tanto la ecuacion diferencial como la condicién inicial. Vea la figura 2.21.

i) Si g es una funcién continua sobre un intervalo / que contiene a x,, entonces, con base
en el teorema fundamental del calculo, tenemos

2 [ ar = 500,

Xo

X
En otras palabras, J g(7) dt es una antiderivada de la funcién g. Hay ocasiones en
X

0

*En la secci6n 2.6 analizamos otros tipos de procedimientos basados en el concepto de un método numeérico.
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que esta forma es conveniente. Por ejemplo, si g es continua sobre un intervalo / que
contiene a x,, entonces la solucién del problema simple de valor inicial dy/dx = g(x),
y(xp) = Yo, definido en 7, estara dada por
X
y(x) =yo + J g(0) dr.
Xo
Deberd comprobar esto por usted mismo. Dado que una antiderivada de una funcion
continua no siempre se puede expresar en términos de funciones elementales, quiza
esto sea lo mejor que podremos hacer para obtener una solucién explicita de un proble-
ma de valor inicial.
ii) En algunos de los ejemplos anteriores vimos que en una familia de soluciones de un
pardmetro para una ecuacion diferencial de primer orden la constante se puede renom-
brar cuando sea conveniente. Ademas, facilmente puede suceder que dos individuos
que resuelven la misma ecuacién de manera correcta obtengan expresiones diferentes
en sus respuestas. Por ejemplo, mediante separacion de variables, podemos mostrar que
las familias de soluciones de un pardmetro para la ED (1 + y*)dx + (1 + x*)dy = 0 son
x+y

arctan x + arctany = ¢ 0 =c
1 —xy

Conforme avance por las siguientes secciones, tenga en cuenta la probabilidad de
que las familias de soluciones sean equivalentes en el sentido de que una familia puede
obtenerse a partir de otra, ya sea mediante aplicacion de dlgebra y trigonometria o por
volver a nombrar la constante. Vea los problemas 27 y 28 en los ejercicios 2.2.

EJERCICIOS 2.2 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-2.

En los problemas 1 a 22, resuelva la ecuacion diferencial dada dy . dy
mediante separacion de variables. 21. dx =xV1-y 22. (e +e™) dx =y
d d S
1 @ _ sen 5x 5 @ _ G+ 1)2 En los pr/oblemas 23 a 28, encuentre una §0.1uc10n implicita y
dx dx una explicita para el problema de valor inicial dado.
3. dx+ e¥dy =0 4, dy — (y — 1)dx =0 dx
Y y=o= ) 23 L4+ 1), x(m/a) =1
5. x 2y 6. L4220 &
.X . y s Xy dy -1
24, — =7 , y2)=2
& _ e dy e dc ¥ -1
7 — =" 8. ey—=¢e " te 7
dx dx ) dy
o dx <y+1>2 " dy <2y+3>2 25. x )T y(=1)=~-1
.oylnx— = .=
Y dy x dx 4x + 5 dy 5
26. — + 2y =1, 0)=—
11. cscydx + sec’xdy = 0 &Y ¥(0) 2
Bxdy = V3
12. sen3xdx + 2y cos’3xdy = 0 27 \/1_—de _ mdy =0, y(0)=
13. (¢ + 1)Yedx + (e"+ 1)’e"dy =0 2
4 2\ 7 — —
14. x(1 + y)dx = y(1 + x*)"dy 28. (1 + x")dy + x(1 + 4y )dx = 0, y(1) =0
29. a) Encuentre una solucién del problema de valor ini-
ds do . . L . .

15. — = kS 16. — = k(Q — 70) cial consistente en la ecuacién diferencial del ejem-
dr dt plo 3y las condiciones iniciales y(0) = 2, y(0) = -2,
dP dN D=1

17. — =P — P? 18. — + N = Nee'™? )
dr dr b) Encuentre la solucién de la ecuacién diferencial del
dy xy+3x—y—3 ejemplo 4 cuando In ¢, se utiliza como la constan-

19. dx = xy — 2x + 4y — 8 te de integracion situada en el lado izquierdo de la

solucidn y 4 In ¢, es reemplazada por In c. Después

20 dy _X T2y —x—-2 resuelva los mismos problemas de valor inicial de la

“dx xy—3y+x-—3 parte a).
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dy
30. Encuentre una solucién de x — = y* — y que atraviese
los puntos indicados. dx

a) 0, 1) b 0,00 ¢ (,5) d Q1)

31. Encuentre una solucién singular del problema 21 y del
problema 22.
32. Demuestre que una solucién implicita de
2x sen® y dx — (x* + 10) cos y dy = 0
estd dada por In(x*> + 10) cosec y = ¢. Encuentre las so-

luciones constantes, si las hubiera, que se hayan perdido
en la solucidn de la ecuacion diferencial.

Con frecuencia un cambio radical en la forma de la solucién
de una ecuacién diferencial corresponde a un cambio muy
pequeiio en la condicién inicial o en la propia ecuaciéon. En
los problemas 33 a 36, encuentre una solucién explicita para
el problema de valor inicial dado. Utilice una herramienta de
graficacidn para trazar la grafica de cada solucion. Compare
cada curva solucion en las inmediaciones de (0, 1).

dy
33. d—:(y—l)z, ¥(0) =1
X
dy
34. — = (y — 1%, y(0) = 1.01
I (v — 1)% ¥0)
dy
35. —=(y— 1+ 001, y0)=1
I -1 ¥(0)
36.ﬂ=(y—1)2—0.01, ¥0) =1
dx

37. Toda ecuacién auténoma de primer orden dy/dx = f(y) es
separable. Encuentre las soluciones explicitas y,(x),
Vo(x), y3(x) y y4(x) de la ecuacién diferencial dy/dx =y —
y? que satisfaga, a su vez, las condiciones iniciales y,(0)
=2, y5(0) = 3, y5(0) = =2 y y,(0) = —2. Use una herra-
mienta de graficacion para trazar las gréaficas de cada
solucién. Compare estas graficas con las pronosticadas
en el problema 19 de los ejercicios 2.1. Proporcione el
intervalo de definicién exacto para cada solucion.

38. a) La ecuacion diferencial auténoma de primer orden
dyldx = 1/(y — 3) no tiene puntos criticos. No obs-
tante, coloque el 3 sobre una linea de fase y obtenga
un retrato fase de la ecuacién. Obtenga d”y/dx* para
determinar dénde son céncavas hacia arriba las cur-
vas solucién y donde son céncavas hacia abajo (vea
los problemas 35 y 36 en los ejercicios 2.1). Use el
retrato fase y la concavidad para trazar a mano algu-
nas curvas solucion tipicas.

b) Encuentre las soluciones explicitas y,(x), y,(x), y3(x) y

v4(x) de la ecuacion diferencial de la parte a) que satis-

fagan, a su vez, las condiciones iniciales y,(0) =4, y,(0)

=2, y3(1) =2y ys(—1) = 4. Bosqueje cada solucién y

compdrela con sus graficas de la parte a). Proporcione

el intervalo de definicion exacto para cada solucion.

39. a) Encuentre una solucién explicita del problema de
valor inicial

dy 2 +1

—2) = —1.
i 2 ¥(=2)

40.

b) Use una herramienta de graficacion para trazar la
grafica de la solucién de la parte a). Utilice la gra-
fica para calcular el intervalo de definicion 7 de la
solucion.

c¢) Determine el intervalo exacto / de definicién em-
pleando métodos analiticos.

Repita las partes a), b) y ¢) del problema 39 para el PVI
que consiste en la ecuacién diferencial del problema 7 y
la condicién y(0) = 0.

Problemas de analisis

41.

42.

43.

44,

45.

46.

a) Explique por qué el intervalo de definicién de la so-
lucién explicita y = ¢,(x) del problema de valor ini-
cial del ejemplo 2 es el intervalo abierto -5 < x < 5.

b) (Es posible que cualquier solucién de la ecuacién
diferencial atraviese el eje x? ;Considera usted que
x* +y? = 1 es una solucién implicita del problema de
valor inicial dy/dx = —x/y, y(1) = 0?

a) Sia >0, analice las diferencias, si las hubiera, entre
las soluciones de problemas de valor inicial que
consistan en la ecuacidn diferencial dy/dx = x/y y
cada una de las condiciones iniciales y(a) = a, y(a)
=-a,y(-a)=ay y(-a) =—a.

b) (Tiene solucidn el problema de valor inicial dy/dx =
x/y, y(0) =0?

¢) Resuelva dy/dx = x/y, y(1) = 2 y proporcione el in-
tervalo exacto I de definicién de su solucién.

Enlos problemas 37y 38 vimos que toda ecuacion diferen-
cial auténoma de primer orden dy/dx = f(y) es separable.
(Este hecho ayuda en la solucién del problema de valor

d
inicial d—y = V1 + y*sen?y, y(0) = 12 Analice. Trace
X
a mano una posible curva solucién para el problema.

Sin usar tecnologia, ;cémo resolveria usted
dy
(Vx + x) o Viy + y?
x

Ponga en préctica sus ideas.

Encuentre una funcién cuyo cuadrado més el cuadrado
de su derivada sea 1.

a) La ecuacién diferencial del problema 27 es equiva-
lente a la forma normal

dy _ 1=

dc N1-2

en la regién cuadrada del plano xy definida por
Ixl<1,lyl< 1.Perolacantidad situadabajo el radical es
positiva también en las regiones definidas por x| > 1,
|yl > 1. En el plano xy, trace todas las regiones para
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las cuales esta ecuacidn diferencial contiene solu-
ciones reales.

b) Resuelva la ED de la parte a) en las regiones defi-
nidas por | x| > 1, |yl > 1. Después, encuentre una
solucién implicita y otra explicita de la ecuacién
diferencial sujeta a y(2) = 2.

Modelo matematico
47. Puente colgante En la ecuacién (17) de la seccién 1.3

vimos que un modelo matematico para la forma de un
cable flexible tendido entre dos soportes verticales es

dy W

dx T,
donde W denota la porcién de la carga vertical total
entre los puntos P; y P, mostrados en la figura 1.26. La
ED (10) es separable bajo las siguientes condiciones que
describen un puente colgante.

Supongamos que los ejes x y y son como indica la
figura 2.22, es decir, el eje x corre a lo largo de la carre-
tera horizontal y el eje y atraviesa el punto (0, a), que es
el punto mds bajo de un cable tendido sobre el tramo de
puente, y coincide con el intervalo [-L/2, L/2]. En el
caso de un puente colgante, el supuesto acostumbrado
es que la carga vertical en (10) es s6lo una carretera uni-
forme distribuida a lo largo del eje horizontal. En otras
palabras, se asume que el peso de todos los cables es
insignificante en comparacion con el peso de la carrete-
ra, y que el peso por unidad de longitud de la carretera
(digamos, libras por pie horizontal) es una constante p.
Utilice esta informacién para formular y resolver un
problema adecuado de valor inicial a partir del cual se
determine la forma (una curva con ecuacién y = ¢ (x)) de
cada uno de los dos cables tendidos en un puente col-
gante. Exprese su solucion del PVI en términos de altura
h'y longitud L. Vea la figura 22.

(10)

N
/]
/ h
// (altura)
0o 1]
; |
11 .
L/2 L2 T\
L (longitud) i

carretera (carga)

Figura 2.22 Forma de un cable para el problema 47

Tareas para el laboratorio de computo
48. a) Utilice un programa CAS y el concepto de cur-

vas de nivel para trazar graficas representativas
delos miembros de la familia de soluciones de laecua-

. . 8 + 5
cién diferencial — =

——— . Experimente con
dx 3y + 1

49.

50.

diferentes cantidades de curvas de nivel, asi como
con diversas regiones rectangulares definidas por
a=x=b,c=y=d.

b) En ejes coordenados separados, trace las graficas de
las soluciones particulares que correspondan a las
condiciones iniciales: y(0) =—1; y(0) = 2; y(-1) =4;
y(-1)=-3.

a) Encuentre una solucién implicita del PVI:
(2y + 2)dy — (4x* + 6x)dx = 0, y(0) = —3.

b) Use la parte a) para encontrar una solucion explicita
y= ¢ (x) del PVL

¢) Considere su respuesta a la parte b) s6lo como una
funcion. Utilice una herramienta de graficacién o
un CAS para trazarla, y después use la grafica para
calcular su dominio.

d) Con ayuda de la aplicacién bisqueda de raices de un
CAS, determine el intervalo I de definicion mas
largo aproximado de la solucion y = ¢ (x) calculada
en la parte b). Utilice una herramienta de grafica-
cion o un CAS para trazar en este intervalo la curva
solucion para el PVIL.

a) Utilice un CAS y el concepto de curvas de nivel para
trazar las graficas representativas de los miembros
de la familia de soluciones de la ecuacién diferencial
dy  x(1—x)
dx  y(—=2+y)
tidades de curvas de nivel, asi como con diversas

regiones rectangulares en el plano xy hasta que su
resultado se parezca a la figura 2.23.

. Experimente con diferentes can-

“
©

@ X
\

Figura 2.23  Curvas de nivel para el problema 50

b) En ejes coordenados separados, trace la grafica de
la solucién implicita que corresponda a la condicion
inicial y(0) = 3. Utilice un lapiz de color para definir
aquel segmento de la grafica que corresponda a la cur-
va solucién de una solucién ¢ que satisfaga la con-
dicién inicial. Con ayuda de una aplicacién para
localizar raices de un CAS, determine el intervalo de
definicion I més largo aproximado de la solucion ¢.
[Sugerencia: Primero encuentre los puntos sobre la
curva de la parte @) donde la tangente sea vertical.]

¢) Repita la parte ) para la condicién inicial y(0) = 2.
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2.3 Ecuaciones lineales )

B Introduccién Continuamos con nuestra bisqueda de soluciones para ecuaciones
diferenciales de primer orden, por lo que examinaremos las ecuaciones lineales. Las ecua-
ciones diferenciales lineales son una familia de ecuaciones diferenciales especialmente
“amistosa” en cuanto a que, dada una ecuacion lineal, ya sea de primer orden o de orden
superior, siempre hay una buena posibilidad de encontrar alguna clase de solucion de la
ecuacion que podamos considerar.

M Una definicion La forma de una ED lineal de primer orden se present6 en la ecua-
cion (7) de la seccidn 1.1. Esta forma, el caso en que n = 1 en la expresion (6) de esa sec-
cién, se reproduce aqui por comodidad.

Ecuacion lineal A
Se dice que una ecuacion diferencial de primer orden de la forma
dy
ay(x) —— + aglx)y = g(x) ey
dx
es una ecuacion lineal en la variable dependiente y.
%

Cuando g(x) = 0, se dice que la ecuacién lineal (1) es homogénea; de lo contrario, es
no homogénea.

M Forma estandar Al dividir ambos lados de (1) entre el primer coeficiente a,(x) obte-
nemos una forma todavia mas util, la forma estandar de una ecuacion lineal

dy

o Py = S0, @

Buscamos una solucion de (2) sobre un intervalo / para el cual ambas funciones, Py f,
sean continuas.

En el andlisis siguiente, ilustramos una propiedad y un procedimiento y finalizamos
con una férmula representativa de la forma que toda solucién de (2) debe tener. Pero mas
que la férmula, la propiedad y el procedimiento son importantes, pues estos dos concep-
tos se aplican también a las ecuaciones lineales de orden superior.

M La propiedad La ecuacién diferencial (2) tiene la propiedad de que su solucién es
la suma de las dos soluciones, y = y. + y,, donde y, es una solucion de la ecuacién ho-
mogénea asociada

dy
—+ Px)y=0 3
o T Py ©)
y ¥, €s una solucién particular de la ecuacién (2) no homogénea. Para apreciar esto,
observe

dx dx

N J \ )
v A4

0 f(x)

Lyt 3]+ PO + 3] = [d"'i‘ - P<x>,u} ¥ [d""’ ¥ P(x).v,,} )

Ahora la ecuacion homogénea (3) también es separable. Este hecho nos permite encon-
trar y, si escribimos (3) como

d
%+m@a=o
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e integramos. Al resolver para y se tiene y, = ce”’"®%_ Por conveniencia, establezcamos
y, = cy,(x), donde y, = e /"% El hecho es que dy,/dx + P(x)y, = 0 seré de utilidad des-
pués para determinar y,.

M El procedimiento Ahora podemos calcular una solucién particular de la ecuacion (2)
mediante un procedimiento conocido como variacion de parametros. La idea basica es
encontrar una funcion u de manera que y, = u(x)y;(x) = u(x) e PO geq una solucién de 2).
En otras palabras, nuestro supuesto para y, es el mismo que para y. = cy,(x) salvo que c es
reemplazada por el “pardmetro variable” u. Al sustituir y, = uy; en (2) se tiene

regla del producto cero
\2 3
dy, du dy, du
O g =09 0 p | = g
3 du
asi que yi— = f(x).
dx
Al separar las variables e integrarlas después se tiene
by X
duzf()dx MZJf()dx.
(%) yi(x)
Con base en la definicién de y,(x), vemos que 1/y,(x) = ¢/?® % Por lo tanto,
X
Y, = uy, = (J'f( ) dx)g—fp(x)dx — e—fP(x)deefP(x)dxf(x) dx,
yi(x)
y y =Y. + yp = Ceij.[)(x)dx + efp(x)dxjef[)(x)dxf(x) d)C. (4)

En consecuencia, si (2) tiene una solucion, debe ser de la forma (4). Por otro lado, com-
probar que (4) constituye una familia de soluciones de un parametro de la ecuacién (2)
es un ejercicio facil.

No se debe memorizar la formula dada en (4). Existe una forma equivalente pero mas
sencilla para resolver (2). Si (4) se multiplica por

el P dx (3)
y después eIPOdy = ¢ 4 jefp(x) “f(x) dx (6)
se deriva, d%c [e/PWdry] = oIPOdXf( x), (7
obtenemos elP (")d"j—i + P(x)el/POdy = PO x). (8)

Al dividir el dltimo resultado entre ¢/”® % se obtiene (2).

M Método de solucion El método recomendado para resolver (2) consiste en rea-
lidad en (6)-(8) desarrollado en sentido inverso. En otras palabras, si (2) se multiplica
por (5), se obtiene (8). El lado izquierdo de (8) se conoce como la derivada del producto
de /"™ % por y. Esto nos da (7). Después integramos ambos lados de (7) para obtener
la solucién (6). Debido a que podemos resolver (2) mediante la integracion después de
multiplicar por ¢/” %, esta funcién se conoce como factor integrante de la ecuacién
diferencial. Por conveniencia, resumimos estos resultados. Nuevamente, enfatizamos que
no debe memorizar la formula (4), sino cada vez realizar el siguiente procedimiento.

2.3 Ecuaciones lineales
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Solucién de una ecuacion lineal de primer orden

i) Convierta una ecuacion lineal de la forma (1) a la forma estandar (2), y des-
pués determine P(x) y el factor integrante /"™ ¢,

ii) Multiplique (2) por el factor integrante. El lado izquierdo de la ecuacién resul-
tante es automaticamente la derivada del factor integrante y de y: escriba

L [ey] = oI41()
X

y después integre ambos lados de esta ecuacion.

Ejemplo 1 Solucion de una ecuacion diferencial lineal
Resuel ﬂ —3y=6
esuelva dx y .

M Solucion Esta ecuacién lineal puede resolverse mediante separacion de variables. Por
otra parte, como la ecuacién ya estd en su forma estdndar (2), vemos que el factor integran-

te es ¢/ % = ¢=* Multiplicamos la ecuacién por su factor y observamos que
dy d
e —— =3¢y =6 eslomismoque — [e Fy] = 6e .
dx dx
Cuando se integran ambos lados de la tltima ecuacién se obtiene ey = —2¢™ + ¢. Asi
y
que una solucién de la ecuacién diferencial es y = 2 + ce®, —00 < x < 0. o

Cuando en la expresion (1) a;, a, y g son constantes, la ecuacion diferencial es aut6-
noma. En el ejemplo 1, usted puede comprobar a partir de la forma dy/dx = 3(y + 2) que
—2 es un punto critico y que es inestable y un repulsor. Asi, una curva solucién con un
punto inicial por arriba o abajo de la grafica de la solucién de equilibrio y = -2 se aleja de
esta linea horizontal conforme x aumenta.

M Constante de integracion En el andlisis general y en el ejemplo 1 observe que
hemos hecho caso omiso de una constante de integracion al evaluar la integral indefinida
en el exponente de /"%, Si recuerda las leyes de los exponentes y el hecho de que el
factor integrante multiplica ambos lados de la ecuacién diferencial, podrd estar en condi-
ciones de responder por qué es innecesario escribir [P(x)dx + c. Vea el problema 44 en los
ejercicios 2.3.

M Solucién general Suponga de nuevo que en (2) las funciones P y f son continuas
en un intervalo comun /. En los pasos que llevan a (4) mostramos que si (2) tiene una
solucién en /, tal solucion debe tener la forma dada en (4). Por el contrario, verificar
que toda funcién de la forma dada en (4) es una solucién de la ecuacion diferencial
(2) en I es un ejercicio de diferenciacion sencillo. En otras palabras, (4) es una fami-
lia de soluciones de un solo pardmetro de la ecuacién (2) y foda solucién de (2) defini-
da en I es miembro de esta familia. En consecuencia, tenemos razones para denominar
a (4) la solucién general de la ecuacion diferencial en el intervalo . Ahora, al expre-
sar (2) en la forma normal y' = F(x, y) podemos identificar F (x, y) = =P(x)y + f(x) y
dF/dy = —P(x). A partir de la continuidad de P y fen el intervalo /, se desprende que F
y dF/dy son también continuas en /. Con el teorema 1.1 como justificacién, concluimos
que existe una y s6lo una solucién para el problema de valor inicial

dy

o T POy = fx). y() = o ©)
definido en cierto intervalo I, que contiene a x,. Pero cuando x; estd en /, encontrar una so-
Tucién de (9) sélo es cuestion de encontrar un valor apropiado de ¢ en (4); es decir, a cada x,
en / le corresponde una c distinta. En otras palabras, el intervalo /;, de existencia y unicidad
expresado en el teorema 1.1 para el problema de valor inicial (9) es el intervalo entero /.
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Ejemplo 2 Solucién general

d
Resuelva x 2 4y = x°".
dx

B Solucion Al dividir entre x obtenemos la forma estandar
— WS x
=2y =2 1
)= re (10)

A partir de esta forma identificamos P(x) = —4/x y f(x) = x’¢* y observamos que Py f son
continuas en (0, 0o). Por lo tanto, el factor integrante es

podemos usar In x en lugar de In | x | dado que x >0

— — —4 —
e 4fdx/x — e 4lnx _— elnx =x 4.

Aqui hemos usado la identidad basica 5'°%" = N, N > 0. Ahora multiplicamos (10) por x*,

d d
x74d_i — 4x %y = xe*, y obtenemos I [x"%y] = xe".

De la integracién por partes se deduce que la solucién general definida en (0, co) es

xhy=xéf—e+coy=xe —x'e +cx. O

Salvo en el caso de que el primer coeficiente sea 1, la reformulacién de la ecuacién
(1) en la forma estandar (2) requiere que se divida entre a,(x). Los valores de x para los
cuales a,(x) = 0 se denominan puntos singulares de la ecuacién. Los puntos singulares
son potencialmente problemadticos. Especificamente en (2), si P(x) (formada al dividir
ay(x) entre a,(x)) es discontinua en un punto, la discontinuidad puede trasladarse a las
soluciones de la ecuacidn diferencial.

Ejemplo 3 Solucién general

d
Encuentre la solucién general de (x* — 9) d_y +xy = 0.
by

B Solucion Escribimos la ecuacién diferencial en la forma estdndar

d
dy o«

=0 1
dx  x2—9” (D

e identificamos P(x) = x/(x* — 9). Aunque P es continua en (—oo, —3), en (-3, 3) y en
(3, 00), debemos resolver la ecuacion en los intervalos primero y tercero. En estos inter-
valos el factor integrante es

elx dx/(*—9) — e%fzx dx/(*—9) — e%1n|x2—9| — 2 -0,

Después de multiplicar la forma estdndar (11) por este factor, obtenemos

d
d—[ Vx* —9y] =0, yalintegrarresulta Vx> — 9y = c.
X

Asi, para x >3 0 x < -3, la solucién general de la ecuaciénes y = ¢/ 2= 9. |

Observe en el ejemplo anterior que x = 3 y x = -3 son puntos singulares de la ecuacién

y que toda funcién incluida en la solucién general y = ¢/Vx* — 9 es discontinua en
estos puntos. Por otro lado, x = 0 es un punto singular de la ecuacién diferencial dada
en el ejemplo 2, pero la solucién general y = x’¢* — x*¢* + cx* es digna de mencionar en
cuanto a que toda funcién presente en esta familia de un pardmetro es continua en x = 0
y estd definida en el intervalo (—oo, 00) y no sélo en (0, co) como se expresa en la solu-
cién. No obstante, la familia y = x°¢* — x*¢* + cx* definida en (~0c0, c0) no se puede
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considerar como solucion general de la ED, dado que el punto singular x = 0 sigue oca-
sionando un problema. Vea el problema 39 en los ejercicios 2.3.

4

|
IS

|
)
o
()

Figura 2.24 Algunas soluciones
dey +y=x

s

Figura 2.25 La f(x) discontinua
mencionada en el ejemplo 5
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Ejemplo 4 Un problema de valor inicial

d
Resuelva el problema de valor inicial d_y +y = x,y(0) = 4.
X

M Solucion La ecuacion se encuentra en su forma estandar, y P(x) = 1 y f(x) = x son

continuas en (—oo, 00). El factor integrante es el = ¢t y, por lo tanto, al integrar
d
—[e'y| = xe*
7 L€Y]

se obtiene ¢'y = xe* — ¢' + ¢. Resolver esta tiltima ecuacion para y produce la solucion general
y=x-1+ ce™. Pero de la condicién inicial se desprende que y = 4 cuando x = 0. Sustituir
estos valores en la solucion general resulta en ¢ = 5. Por lo tanto, la solucién del problema es

y=x—1+5€" —00<Xx< 0. (12) a

Recuerde que la solucién general de toda ecuacion diferencial lineal de primer orden
es una suma de dos soluciones especiales: y., la solucion general de la ecuaciéon homogé-
nea asociada (3), y y,, una solucion particular de la ecuacién no homogénea (2). En el
ejemplo 4 identificamos y, = ce™y y, = x — 1. La figura 2.24, obtenida con ayuda de una
herramienta graficadora, muestra a (12) en color remarcado junto con otras soluciones
representativas de la familia y = x — 1 + ce™ Es interesante observar que conforme x se
hace mds grande, las graficas de fodos los miembros de la familia se acercan a la grafica
de y, =x—1, la cual se muestra en color negro remarcado en la figura 2.24. Esto se debe
a que la contribucién de y, = ce™ a los valores de una solucién se vuelve insignificante
para valores crecientes de x. Decimos que y, = ce™ es un término transitorio dado que
vy, — 0 cuando x — oco. Mientras que este comportamiento no es caracteristico de todas
las soluciones generales de ecuaciones lineales (vea el ejemplo 2), la nocién de un tran-
sitorio muchas veces resulta importante en problemas aplicados.

B Coeficientes discontinuos En aplicaciones, los coeficientes P(x) y f(x) incluidos en
(2) pueden ser continuos por tramos. En el siguiente ejemplo, f(x) es continuo por tramos
en [0, co) con una sola discontinuidad, es decir, una discontinuidad de salto (finita) en x =
1. Resolvemos el problema en dos partes correspondientes a los dos intervalos sobre los
cuales f estd definida. Entonces es posible agrupar las dos soluciones en x = 1 de manera
que y(x) sea continua en [0, 00).

Ejemplo 5 Un problema de valor inicial
{1, 0=x=1

d
Resuelva ;ﬁ +y =f(x),y0) =0 donde flx)= 0, x>1.

M Solucién La gréfica de la funcién discontinua f se muestra en la figura 2.25.
Resolvemos la ED para y(x) primero en el intervalo 0 = x = 1 y después en el intervalo
1 <x< 0o.Para0 = x = 1 tenemos
dy . d
— + y =1 o, de manera equivalente, o [ey] = €.
x

dx

Al integrar esta tltima ecuacion y resolver para y se tiene y = 1 + ¢;e™". Dado que y(0) =0,
debemos tener ¢, =—1y, por lo tanto, y =1 —¢™, 0 = x = 1. Luego, para x > 1, la ecuacién
dy

—+y=0
dx Y

lleva a y = c,e™. En consecuencia, podemos escribir
1—¢e" 0=x=1
y= -
ce x> 1.
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Si recurrimos a la definicién de continuidad en un punto, es posible determinar ¢, de ma-
nera que la funcion anterior sea continua en x = 1. El requerimiento de que lim, _, ;+ y(x)
=y(1) implica que c,e™' =1 —¢™ 0 ¢, = e — 1. Como se ve en la figura 2.26, la funcién

1—e¢e7, 0=x=1
y =

(e —1e™, x> 1 (13)

es continua en [0, co).

Vale la pena considerar a (13) y a la figura 2.26 un poco mds; le recomendamos leer y
resolver el problema 42 en los ejercicios 2.3.

M Funciones definidas por integrales Algunas funciones simples no poseen anti-
derivadas que sean funciones elementales, y las integrales de estas clases de funciones se
llaman no elementales. Por ejemplo, quizé haya visto en célculo que [¢*’dx y [sen x’dx
son integrales no elementales. En matematicas aplicadas, algunas funciones importantes
estan definidas en términos de integrales no elementales. Dos funciones de este tipo son la
funcién de error y la funcién de error complementaria:

2

: 2 2 o 2
Je’dr y erfe(x) = 7J e "dt (14)

ol Vo),

Dado que (2/\/;)J e™"dr = 1 a partir de (14) se observa que la funcion de error

erf(x) =

erf(x) y la funcién de0 error complementaria erfc(x) estdn relacionadas mediante erf (x)
+ erfc(x) = 1. Debido a su importancia en dreas como probabilidad y estadistica, la fun-
cion de error se ha tabulado ampliamente. Observe que erf(0) = 0 es un valor funcional
evidente. Los valores de erf(x) también se pueden encontrar mediante un CAS. Antes de
trabajar en el siguiente ejemplo, se le recomienda volver a leer la seccién i) del apartado
Comentarios incluido al final de la seccién 2.2.

Ejemplo 6 La funcion de error

d
Resuelva el problema de valor inicial d_y — 2xy = 2,%0) = 1.
X

M Solucion Dado que la ecuacién ya esté en su forma estdndar, vemos que el factor in-
—x2 .
tegrante es e ", y a partir de

d

I [eF] = 2¢™ obtenemos y = 2exzj e~ dr + ce'. (15)
x
0

Al aplicar y(0) = 1 a la dltima expresién se tiene que ¢ = 1. Por lo tanto, la solucién al
problema es

y= 2e"ZJ e fdr + ¢ =1 + \/;erf(x)].
0

La grafica de esta solucién, mostrada en color en la figura 2.27 entre otros miembros de la
familia definida por (15), se obtuvo con ayuda de un sistema computacional de dlgebra. ]

M Uso de computadoras Algunos sistemas computacionales algebraicos son capaces
de producir soluciones explicitas para ciertas clases de ecuaciones diferenciales. Por ejem-
plo, para resolver la ecuacién y’ + 2y = x, usamos los comandos de entrada

DSolve[y'[x] + 2 y[x] == x, y[x], x] (en Mathematica)
y dsolve(diff(y(x), x) + 2*y(x) = X, y(X)); (en Maple)
Traducido a simbolos estandar, el resultado de cada programa es

= _l + l + —2x
y = 4 2x ce .

2.3 Ecuaciones lineales

Figura 2.26  Gréfica de la funcion

en (13)

77/
Il

N

Figura 2.27 Algunas soluciones

dey -2xy=2
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Comentarios

i) En ocasiones, una ecuacion diferencial de primer orden no es lineal en una varia-
ble pero lo es en la otra. Por ejemplo, la ecuacion diferencial

dy 1
dx  x +

no es lineal en la variable y, pero su reciproco

—x=x+y2 0 @—x=y2

dy dy

se reconoce como lineal en la variable x. Deberd verificarse que el factor integrante
e/ = ¢y 1a integraci6n por partes produzcan una solucién implicita de la pri-
mera ecuacion: x = —y> — 2y — 2 + cé’.

ii) Debido a que los matemdticos pensaron que eran descriptivas, “adoptaron”
ciertas palabras empleadas en ingenieria y se las apropiaron. La palabra transito-
rio, usada antes en esta seccion, es uno de esos términos. En andlisis futuros, los
términos entrada y salida apareceran ocasionalmente. La funcién fincluida en la
expresion (2) se llama entrada o funcion impulsora; una solucién de la ecuacién
diferencial para determinada entrada se denomina salida o respuesta.

EJERCICIOS 2.3 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-2.

En los problemas 1 a 24, encuentre la solucién general de la ,dy
ecuacion diferencial dada. Proporcione el intervalo mds largo 20. (x +2) dx =58y — 4xy
sobre el cual estd definida la solucién general. Determine si

. PP . . dr
existe algun término transitorio en la solucién general. 21. = + rsecH = cos 6
LY 2 Yoo d10>
S T T 22, -+ UP =P+ 41 =2
3 Dy 4 3% 412y =4 dy
S Y © Tdx Y 23. x +Bx+ 1)y=¢e™*
X
5. y 4+ 3x%y = x? 6. y + 2xy=x° dy
7. x2yr + xy = 1 8. y! — 2y + x2 +5 24. ()Cz - l)a + 2y = (x + 1)2
dy dy En los incisos 25 a 30, resuelva el problema de valor inicial
9. x——y= 10. x—+2y=3 : P
* dx y = Hsenx * dx Y dado. Proporcione el intervalo / mas largo sobre el cual esta
dy , definida la solucion.
11. xd—x+4y=x—x 25. xy Fy=¢, y1)=2
dy dx )
12 (1+x)——xy=x+x 26. y——x=2y, y(l1)=5
(L4~ = dy M

13. X%y + x(x + 2)y = €'

di
; B 27. L— + Ri = E; i(0) = i, L, R, E e i, son constantes
14. xy' + (1 + x)y = e *sen 2x dt

15. ydx = 4(x + y)dy = 0 28 L Wr-1) T0)=T.KT,yT,
16. ydx = (ye’ = 2x)dy sdotn constantes
17. cosxd—y+(senx)y=l 29. (x + 1)d_y+ =1 =

dx . g Ty = Inx, y(1) =10

18. cos *x sen xd—y + (cos’x)y = 1 30. ¥ + (tanx)y = cos’x, y(0) = —1

dx En los problemas 31 a 34, siga el procedimiento del ejemplo 5

19. (x + 1) d_y +(x +2)y = 2xe para resolver el problema de valor inicial dado. Use una herra-
x

mienta graficadora para trazar la funcién continua y(x).
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31.

32.

33.

34,

35.

36.

37.

dx

w={o "2
% + y = f(x), y(0) = 1, donde

flx) = {1—1 Osjii
dy

dx
x, 0=x<1

x=1

(1 + )‘2)% + 2xy = f(x), y(0) = 0, donde

wo-{r,

Proceda igual que en el ejemplo 5 para resolver el pro-
blema de valor inicial y" + P(x)y = 4x, y(0) = 3, donde
Pl) = {2, 0=x=1,
—2/x, x>1
Use una herramienta graficadora para trazar la funcién
continua y(x).

—-0=x<1

x=1

Considere el problema de valor inicial y’ + €'y = f(x),
y(0) = 1. Exprese la solucién del PVI para x > 0 como
una integral no elemental cuando f(x) = 1. ;Cudl es la
solucién cuando f(x) = 0? ;Y cuando f(x) = ?
Exprese la solucién del problema de valor inicial
y' —2xy =1, y(1) =1, en términos de erf(x).

Problemas de analisis

38.

39.

40.

41.

42.

Vuelva a leer el andlisis que sigue al ejemplo 1. Cons-
truya una ecuacién diferencial lineal de primer orden
para la cual todas las soluciones no constantes se acer-
quen a la asintota horizontal y =4 cuando x — 0.
Vuelva a leer el ejemplo 2 y después analice, con base
en el teorema 1.1, la existencia y unicidad de una solu-
ci6n del problema de valor inicial constituido por xy’
— 4y = x%" y la condicién inicial dada.

a) y0)=0

b) y(0) =y yo>0

¢) y(xo) =y, X9 >0, yo>0

Vuelva a leer el ejemplo 3 y después encuentre la solucién
general de la ecuacién diferencial en el intervalo (-3, 3).
Vuelva a leer el andlisis que sigue al ejemplo 4. Cons-
truya una ecuacion diferencial lineal de primer orden
para la cual todas las soluciones sean asintdticas con
respecto a la linea y = 3x — 5 cuando x — o0.

Vuelva a leer el ejemplo 5 y después analice por qué es
técnicamente incorrecto decir que la funcién expresada

en (13) es una solucién del PVI presente en el intervalo
[0, c0).

43.

44,

45.

a) Construya una ecuacion diferencial lineal de primer
orden de la forma xy" + ay(x)y = g(x) para la cual y,
= c¢/x’ y y, = x°. Proporcione un intervalo en el cual
y = x° + ¢/x’ sea la solucién general de la ecuacién
diferencial.

b) Proporcione una condicién inicial y(x,) = y, para la
ED encontrada en la parte a) de manera que la solu-
cién del PVI sea y = x* — 1/x°. Repita la operacion si
la solucién es y = x* + 2/x’. Proporcione un interva-
lo de definicién / para cada una de estas soluciones.
Grafique las curvas solucién. {Hay algin problema de
valor inicial cuya solucion esté definida en (—o0o, 00)?

¢) (CadaPVIque seencuentraen la parte b) es inico? Es
decir, ;puede haber mas de un PVI para el cual, diga-
mos, y=x"—1/x>, xenalgin intervalo ], seala solucion?

Al determinar el factor integrante (5), no usamos una

constante de integracién para evaluar [P(x)dx. Explique

por qué usar [P(x)dx + ¢ no tiene efecto sobre la solucién

de (2).

Suponga que P(x) es continua en algin intervalo / y que

a es un numero incluido en /. ;Qué se puede decir acerca

de la solucién del problema de valor inicial y' + P(x)y =0,

y(a)=0?

Modelos matematicos

46.

47.

2.3 Ecuaciones lineales

Series de decaimiento radiactivo El siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales se encuentra en el estudio
del decaimiento de un tipo especial de series de elemen-
tos radiactivos:

dx

- = _/\1x7

dt

dy

— = Ax — Ay,
dt 1X 2y

donde A\, y \, son constantes. Analice cémo resolver
este sistema sujeto a x(0) = x,, y(0) = y,. Ponga en prac-
tica sus ideas.

Marcapasos cardiaco Un marcapasos para el corazén
consta de un interruptor, una baterfa de voltaje constante
E,, un capacitor con capacitancia constante C y el cora-
z6n como un resistor con resistencia constante R. Cuando
el interruptor se cierra, el capacitor carga; cuando el in-
terruptor se abre, el capacitor descarga, enviando un es-
timulo eléctrico al corazén. Durante el tiempo en que el
corazdn estd siendo estimulado, el voltaje E que pasa por
el corazdn satisface la ecuacion diferencial lineal

4 __1
dt RC
Resuelva la ED sujeta a E(4) = E,,.

Tareas para el laboratorio de computo
48.

a) Exprese la solucion del problema de valor inicial y’
—2xy=-1,y(0)= "V m/2, en términos de erfc(x).

b) Utilice tablas o un CAS para encontrar el valor de
¥(2). Use un CAS para graficar la curva solucién
para el PVI (-o0, 00).
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49.

50.

60

a)

b)

c)
a)

La funcion integral seno se define mediante

“sent
Si(x) = J t— dt, donde el integrando estd definido
0

como 1 en ¢ = 0. Exprese la solucién y(x) del proble-

! T
J sen (E tz) dt. Exprese la solucién y(x) del pro-
0

blema de valor inicial y" — (sen xz)y =0,y(0)=5,en
términos de S(x).

ma de valor inicial Xy’ +2¢y=10senx, y(1)=0,en b) Use un CAS para trazar la grifica de la curva solu-
términos de Si(x). cién para el PVI sobre (—00, 00).
Utilice un CAS para graficar la curva solucion del c) Se sabe que S(x) — % cuando x — oo y S(x) = _%
PVI para x> 0. cuando x — —00. ;Hacia dénde se aproxima la so-
Utilice un CAS para encontrar el valor del mdximo lucién y(x) cuando x — 00? ¢y cuando x — —00?
absoluto de la solucién y(x) para x > 0. d) Utilice un CAS para encontrar los valores del médximo
Laintegral seno de Fresnel se define mediante S(x) = absoluto y del minimo absoluto de la solucién y(x).
I 2.4 Ecuaciones exactas ]

B Introduccién Aunque la ecuacion diferencial simple ydx + xdy = 0 es separable,
podemos resolverla de manera alternativa si reconocemos que el lado izquierdo es equiva-
lente al diferencial del producto de x por y, es decir, ydx + xdy = d(xy). Al integrar ambos
lados de la ecuacion obtenemos de inmediato la solucién implicita xy = c.

M Diferencial de una funcién de dos variables  Siz=f(x, y) es una funcién de dos

variables con primeras derivadas parciales continuas en una regiéon R del plano xy, enton-

ces su diferencial (también llamado diferencial total) es
] )

J dx + ¥ dy.

X ady

dz = (D

ax
Ahora, si f(x, y) = ¢, a partir de (1) se deduce que
a )
—f dx + —f dy = 0.
ox dy
En otras palabras, dada una familia de curvas de un parametro f(x, y) = ¢, podemos gene-
rar una ecuacién diferencial de primer orden al calcular el diferencial. Por ejemplo, si x>
— Sxy +y° = ¢, entonces (2) resulta en

2

(2x = 5y) dx + (=5x + 3y) dy = 0. 3)

Para cumplir nuestros prop6sitos resulta mds importante modificar el problema; es decir,
dada una ED de primer orden como (3), ;podemos reconocer que es equivalente al dife-
rencial d(x* — 5xy + y*) = 0?

Ecuacion exacta h

Una expresion diferencial M(x, y) dx + N(x, y) dy es una diferencial exacta en una
region R del plano xy si corresponde al diferencial de alguna funcién f(x, y). Se dice
que una ecuacion diferencial de primer orden de la forma

M(x, y) dx + N(x, y) dy =0

es una ecuacion exacta si la expresion del lado izquierdo es una diferencial exacta.

Por ejemplo, la ecuacién x*y’dx + x*y*dy = 0 es exacta, debido a que el lado izquier-
do es d3x°y?) = Xy’dx + x*y*dy. Observe que si M(x, y) = X%y’ y N(x, y) = x°y*, entonces
OM/dy = 3x*y* = 9N/ox. El teorema 2.1 muestra que la igualdad de estas derivadas
parciales no es una coincidencia.
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TEOREMA 2.1 Criterio para una diferencial exacta

Digamos que M(x, y) y N(x, y) son continuos y tienen primeras derivadas parciales
continuas en una regién rectangular R definida por a < x < b, ¢ <y < d. Entonces,
una condicién necesaria y suficiente para que M(x, y) dx + N(x, y) dy sea una dife-

rencial exacta es
oM  oON
J

Prueba de la necesidad

En aras de la sencillez, asumamos que M(x, y) y N(x, y) tienen primeras derivadas par-
ciales continuas para todo (x, y). Ahora, si la expresiéon M(x, y) dx + N(x, y) dy es exacta,
existe alguna funcién f de forma tal que para toda x en R,

J J
M(x,y)dx + N(x,y) dy = idx + édy.

Por lo tanto,

af af
M()C,y) P N(X,)/) =T
X dy
y
%_i<3_f>_ o _i(a_f)_ N
ay dy \ 0x dydx  dx \dy ax’

La igualdad de las parciales mixtas es consecuencia de la continuidad de las primeras
derivadas parciales de M(x, y) y N(x, ). a

La parte de suficiencia del teorema 2.1 consiste en mostrar que existe una funcion fpara
la cual 9ffox = M(x, y) y dfldy = N(x, y) siempre que se cumpla (4). La construccién de la
funcidn frefleja en realidad un procedimiento bésico para resolver ecuaciones exactas.

M Método de solucion Dada una ecuacién de la forma M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0, deter-
mine si se cumple la igualdad en (4). Si lo hace, entonces existe una funcién fpara la cual

)
L M)

Podemos encontrar f al integrar M(x, y) con respecto a x, mientras y se mantiene constante:

flx,y) = JM(x, y)dx + g(y), 5)

donde la funcién arbitraria g(y) es la “constante” de integracion. Ahora, al derivar (5) con
respecto a y y asumir 9f/dy = N(x, y):
if 9

dy ayJM(x’ y)dx + g'(y) = N(x y).

Esto da g'(y) = N(x,y) — aiyJM(x, y) dx. (6)

Por ultimo, integramos (6) con respecto a y y sustituimos el resultado en (5). La solucién
implicita de la ecuacion es f(x, y) = c.

Aqui resulta pertinente apuntar algunas observaciones. Primero, es importante darse
cuenta de que en (6) la expresion N(x, y) — (8/dy) [ M(x, y) dx es independiente de x,
debido a que

J J N 9 /(0 N oM
[N(x’ y) — JM(x, y) dx} =—- (JM("’ y) dx) =" _"T =9
0x 9y dx gy \ox ax  ay

2.4 Ecuaciones exactas
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\3 Observe la forma

L

Segundo, también podriamos comenzar el procedimiento anterior con el supuesto de que
afldy = N(x, y). Después de integrar N con respecto a y y diferenciar entonces ese resulta-
do, encontrariamos los andlogos de (5) y (6), respectivamente, como

fey) = [Ny + 009y WG = M) — NG )

En cualquier caso, ninguna de estas formulas debe memorizarse.

de la solucion. Es

S, y)=c

Ejemplo 1 Solucion de una ecuacion diferencial exacta
Resuelva 2xy dx + (x* — 1) dy = 0.

B Solucion Con M(x, y) = 2xy y N(x, y) = x* — 1 tenemos

oM N

— =2x=—.

dy ox
Por lo tanto, la ecuacion es exacta y, en consecuencia, por el teorema 2.1, existe una
funcioén f(x, y) tal que

af I
=2 Lop-1
0x vy ay

De la primera de estas ecuaciones obtenemos, después de integrar,

fx,y) =x7y + g(y).

Si tomamos la derivada parcial de la tltima expresion con respecto a y y establecemos el
resultado igual a N(x, y) resulta

i
L ehg) =21 crey
dy

Se deduce que gm=-1y gy =-y

Por consiguiente, f(x, y) = x?y —y, y asi la solucién de la ecuacién en forma implicita es
¥’y — y = c. Ficilmente puede advertirse que la forma explicita de la solucién es y =
c/(1 - x*) y estd definida sobre cualquier intervalo que no contengax=1nix=-1. [

La solucién de la ED del ejemplo 1 no es f(x, y) = x> — y, sino f(x, y) = ¢; o si utilizamos
una constante en la integracion de g'(y), podremos escribir la solucién como f(x, y) = 0.
Observe, también, que la ecuacién podria resolverse por separacion de variables.
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Ejemplo 2 Solucion de una ecuacion diferencial exacta
Resuelva (% — y cos xy) dx + (2xe® — x cos xy + 2y) dy = 0.

M Solucion La ecuacion es exacta debido a que

oM ) oN
— = 2¢” + xysenxy — cosxy = —.
av ox

De modo que existe una funcion f(x, y) para la cual

of af
M(x,y) = — N(x,y) = —.
(wy)=-" vy Nxy) ay
Para variar, comenzaremos ahora con el supuesto de que 9f/dy = N(x, y);
af )
que es, o = 2xe” — xcos xy + 2y
y

S, y) = ZxJezydy - chos xy dy + ZJy dy.
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Recuerde: la razon por la cual x puede aparecer frente al simbolo [ es que, en la integra-
cion con respecto a y, se trata a x como una constante ordinaria. De esto se deriva

flx,y) = xe® — senxy + y* + h(x)
of

P ¢ — ycosxy + h'(x) = € — ycosxy i y)

por lo tanto, 4'(x) = 0 o h(x) = c. En consecuencia, una familia de soluciones es

xe® —senxy+y*+c=0. J

Ejemplo 3 Un problema de valor inicial
2 _

Resuelva el problema de valor inicial ﬂ _ Y T cosASenX

dx y(1 — x?)

B Solucion Al escribir la ecuacién diferencial en la forma

,¥(0) = 2.

(cosxsenx—xy?) dx+y(1 -x*) dy=0
reconocemos que la ecuacién es exacta porque

oM oN
—_— =2

ay ax
J
Ahora _f:)’(l _x2)
ay
yz
fles) =21 - ) +
J
G_f = —xy* + h'(x) = cosxsenx — x)*.
X

La ultima ecuacion implica que &'(x) = cos x sen x. Al integrar se obtiene

h(x) = — J(cos x)(—sen x dx) = —%oos x.

2
1
Por lo tanto,%(l ) Ecos2x =c o y(l—x%)— cos’x =c, @)

donde 2¢, se ha reemplazado por c. La condicién inicial y = 2 cuando x = 0 demanda que
4(1) - cos’ (0) = c; por lo tanto, ¢ = 3. Una solucién implicita del problema ser4 entonces
y2(1 —x*) —cos’>x = 3.

La curva solucion del PVI forma parte de una interesante familia de curvas y es la
curva ilustrada a color en la figura 2.28. Las gréficas de los miembros de la familia de
soluciones de un parametro dadas en (7) pueden obtenerse de varias formas, dos de las
cuales son: mediante programas computacionales para graficar las curvas de nivel, tal
como se analiz6 en la seccién anterior, o con una herramienta de graficacién y trazando
cuidadosamente las funciones explicitas obtenidas para diferentes valores de ¢ al resolver
y? = (c + cos® x)/(1 — x?) para y. 0

M Factores de integracion Recuerde que en la seccién previa a ésta vimos que el
lado izquierdo de la ecuacion lineal y" + P(x)y = f (x) puede transformarse en una derivada
cuando multiplicamos la ecuacién por un factor integrante. La misma idea basica funciona
ocasionalmente para una ecuacion diferencial inexacta M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0. Es decir,
a veces podemos encontrar un factor integrante u(x, y) de modo que después de multipli-
car, el lado izquierdo de

u(x, YIM(x, y)dx + u(x, y)Nx, y)dy =0 (8)
es una diferencial exacta. En un intento por encontrar x4 recurrimos al criterio (4) para
obtener mayor precision. La ecuacion (8) es exacta si, y s6lo si, (uM), = (uN),, donde los

subindices denotan derivadas parciales. Por la regla del producto de la diferenciacion, la
tltima ecuacion es lo mismo que uM, + u,M = uN, + u.N o

:u)cN - :u\M = (M} - N)c)/u (9)

2.4 Ecuaciones exactas

Figura 2.28 Algunas curvas
solucién presentes en la familia
V(1 -x) -cos?x=c
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Aunque, M, N, M;, N, son funciones conocidas de x y y, la dificultad para determinar la
u(x, y) incégnita a partir de (9) estriba en que necesitaremos resolver una ecuacién dife-
rencial parcial. Dado que no estamos preparados para hacerlo, elaboraremos un supuesto
de simplificacién. Suponga que u es una funcién de una variable, digamos que x4 depende
sélo de x. En este caso u, = du/dx y (9) pueden escribirse como

d[.L . My_Nx

) 10
Ir N M (10)

Alin seguimos en una situacion sin solucion si el cociente (M, — N,)/N depende tanto de
x como de y. No obstante, si después de efectuar todas las simplificaciones algebraicas
evidentes resulta que el cociente (M, — N,)/N depende sélo de la variable x, entonces
(10) es separable y lineal. De las secciones 2.2 0 2.3 se deriva que u(x) = /(NN dx,
Igualmente, de (9) se deduce que si u depende sélo de la variable y, entonces

du N.— M,

. 11
dy v M (11)

En este caso, si (N, — M,)/M es una funcion de y sdlo entonces podremos resolver (11)

para u.
Resumimos los resultados para la ecuacién diferencial

M(x, y) dx + N(x,y) dy =0. (12)

¢ Si (M, - N,)/N es una funcién sélo de x, entonces un factor integrante para la ecuacion
(11)es

u(x) = el=5=dx, (13)

* Si (N, —M,)/M es una funcién sélo de y, entonces un factor integrante para la ecuacién
(I1)es

w(y) = el My, (14)

Ejemplo 4 Una ecuacion diferencial no exacta convertida en exacta

La ecuacién diferencial no lineal de primer orden xy dx + (2x* + 3y* — 20) dy = 0 no es
exacta. Con las identificaciones M = xy, N = 2x*> + 3y* — 20 encontramos las derivadas
parciales M, = x y N, = 4,. El primer cociente de (13) no nos lleva a ningtin lado puesto
que

M, — N, _ x — 4x _ —3x
N 23 + 3y =20  2x* + 3y° — 20

depende de x y de y. No obstante, (14) produce un cociente que depende sé6lo de y:

Nx_My_4x—x_3x

M Xy xy oy
3
El factor integrante serd entonces e/>*" = ¢3"¥ = ¢V = y3 Después de multiplicar la ED
dada por u(y) = y* 1a ecuacién resultante es

xytdx + (2x%y + 3y° = 20y%) dy = 0.

El estudiante deberd verificar que ahora la Gltima ecuacion sea exacta y mostrar, aplican-
do el método introducido en esta seccion, que una familia de soluciones es

CAPITULO 2 Ecuaciones diferenciales de primer orden



i) Cuando compruebe la exactitud de una ecuacién, asegurese de que ésta es de la
forma precisa M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0. Algunas veces, una ecuacién diferencial se
escribe como G(x, y) dx = H(x, y) dy. En este caso, primero escribala de nuevo como
G(x,y) dx — H(x, y) dy = 0, y después identifique M(x, y) = G(x, y) y N(x, y) = —H(x, y)
antes de usar (4).
i) En algunos textos sobre ecuaciones diferenciales, el estudio de las ecuaciones exac-
tas es anterior al de las ecuaciones diferenciales lineales. Si esto fuera asi, el método
para encontrar factores de integracion que se acaba de analizar se puede usar para de-
rivar un factor integrante para y’ + P(x)y = f(x). Al volver a escribir la dltima ecuacién

en la forma diferencial (P(x)y — f(x)) dx + dy = 0 vemos que

A partir de (13) llegamos al factor integrante ya conocido e

EJERCICIOS 2.4

En los problemas 1 a 20, determine si la ecuacién diferencial

M, — N,

— P(x).

dada es exacta. Si lo es, resuélvala.

s N =

o

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.

19.

2

©

2x-1dx+@By+7)dy=0
2x+y)dx—(x+6y)dy=0

5x+4y)dx+ (@dx -8 dy=0
(seny—ysenx)dx+(cosx+xcosy—y)dy=0
(2xy* = 3)dx + (2x*y + 4)dy =0

1 dy y 3 _
2y = —+ cos3x |~ + 5 —4x + 3ysen3x = 0
X dx x
=y dx+ (x*=2xy)dy=0

(1 + Inx + %)dx = (1 — Inx)dy
(x —y* +y* sen x) dx = (3xy* + 2y cos x) dy

G +y)de+3x°dy=0

1
(yIny — e™™) dx + (; + xlny) dy=0
(3x2y +&)dx+ (X +xe — 2y)dy=0

d
)c—y=2xe)‘—y+6)c2
dx

2.3 1 dx 3.2 _
()Cy —1+—9xz>5+xy —0
(Sy-2x)y' -2y=0
(tan x —sen x sen y) dx + cos xcos y dy =0
(2y sen x cos x — y + 2y%™) dx =
(x — sen? x — dxye™) dy
@ry—152 -y dt+ (' +3y* =) dy=0

<1+l— Y )dt+(y+ ! >d—
tP Pty )

JP(x) dx

y usado en la seccion 2.3.

Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-2.

En los ejercicios 21 a 26, resuelva el problema de valor inicial
dado.

21. (x+y) dx+ Qxy+x*—1)dy =0, y(1)=1
22. (€"+y)dx+2+x+ye)dy=0, y0)=1
23. (dy+2t-5)dt+ 6y +4t—1)dy=0, y-1)=2

3y2—t2>dy t
24, | ————)—+-—=0, y)=1
< y5 dt 2y4 y(1)
25. (3 cosx—3x%y—2x)dx + 2y senx—x> +Iny) dy=0,

yO)=e

26 < ! x— 2 >_ = ( + X)
. + cos Xy sen
1 2 / Yy

En los problemas 27 y 28, encuentre el valor de k de manera
que la ecuacién diferencial dada sea exacta.

27. (v + kxy* — 2x) dx + Bxy? + 20x%y%) dy = 0

28. (6xy* + cos y) dx + (2kx*y* —xseny) dy=0
En los problemas 29 y 30, compruebe que la ecuacién dife-
rencial dada no sea exacta. Multiplique la ecuacién diferencial

dada por el factor integrante indicado u(x, y) y verifique si la
nueva ecuacion es exacta. Resuelva.

29. (—xysenx + 2y cos x) dx + 2x cos x dy = 0; u(x, y) = xy
30. (P +2xy—y)dx+ (P +2xy—x%) dy=0;
u(x, y) = (x+y)7?
En los problemas 31 a 36, resuelva la ecuacion diferencial dada

encontrando, como en el ejemplo 4, un factor integrante apro-
piado.

31. (" +3x)dx+2xydy=0
32 y(x+y+ Dde+(x+2y)dy=0
33. 6xydx+ (4y+9x%) dy=0
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34,

35.
36.

2
cosxdx + (1 + ;)senxdy =(

(10-6y+e™dx-2dy=0
P +xy)dx+ 5y —xy+y*seny)dy=0

Enlosejercicios 37y 38, resuelva el problema de valor inicial dado
encontrando, como en el ejemplo 4, un factor integrante adecuado.

37 xdx+ (X*y+4y)dy=0, y(4)=0

38.
39.

(P +y*=35)dx=(+xy)dy, y(0)=1
a) Demuestre que una familia de soluciones unipara-
métrica de soluciones de la ecuacion
(4xy +3x) dx + 2y + 2x3) dy =0
esx’ +2x%y +y* =c.
b) Demuestre que las condiciones iniciales y(0) = -2y
y(1) = 1 determinan la misma solucién implicita.

¢) Encuentre las soluciones explicitas y;(x) y y,(x) de
la ecuacion diferencial dada en la parte a), de mane-
ra que y;(0) = -2y y,(1) = 1. Use una herramienta
graficadora para trazar y,(x) y y,(x).

Problemas de analisis

40.

41.

42.

43.

44,

Considere el concepto del factor integrante usado en los
problemas 29 a 38. ;Las dos ecuaciones M dx + Ndy =0
y uM dx + uN dy = 0 son necesariamente equivalentes en
el sentido de que la solucién de una es también solucion
de la otra? Analice.

Vuelva a revisar el ejemplo 3 y después analice por qué
podemos concluir que el intervalo de definicion de la so-
lucion explicita del PVI (la curva coloreada de la figura
2.28) es (-1, 1).

Analice como se pueden encontrar las funciones M(x, y)

Vea la figura 2.29. Asuma que la longitud de la cadena
colgante es de 3 pies, que la cadena pesa 2 1b/ft, y que la
direccidn positiva es hacia abajo. En t = 0 segundos, el
peso de la porcion colgante ocasiona que sobre la plata-
forma la cadena se desenrolle suavemente y caiga hacia
el piso. Si x(#) denota la longitud de la cadena colgante
que sobresale de la plataforma en el momento ¢ > 0,
entonces su velocidad es v = dx/dt. Cuando se ignoran
todas las fuerzas resistivas, es posible demostrar que un
modelo matemdtico que relaciona a v con x estd dado
por

dv +1? =32
XV —— = X.
dx Y

a) Vuelva a escribir este modelo en la forma diferen-
cial. Proceda como en los problemas 31 a 36 y re-
suelva la ED para v en términos de x encontrando un
factor integrante adecuado. Encuentre una solucion
explicita v(x).

b) Determine la velocidad a la cual la cadena abandona
la plataforma.

clavija

orilla de la plataforma

x(1)

Figura 2.29 Cadena desenrollandose, problema 45

y N(x, y) de manera que cada ecuacién diferencial sea Tareas para el laboratorio de cémputo

exacta. Ponga en préctica sus ideas.
1
a) M(x,y)dx + (xe)‘y + 2xy + ;) dy=0

x
)dx—i—N(x,y)dy:O
Ty

b) <x1/2y|/2 + 5
X

Algunas veces las ecuaciones diferenciales se resuelven
gracias a una idea ingeniosa. Aqui le presentamos un pe-
quefio ejercicio deingenio: aunque la ecuacién diferencial

(x — V2> + y*)dx + ydy = 0 no es exacta, demues-
tre la forma en que el reacomodo (x dx +y dy)/ V 2+ y2
= dx y la observacién 2d(x* + y*) = x dx + y dy pueden
llevarnos a resolverla.

Verdadero o falso: toda ecuacién separable de primer
orden dy/dx = g(x)h(y) es exacta.

Modelo matematico

45.

66

Cadena cayendo Un segmento de una cadena unifor-
me de 8 pies de longitud estd enredado holgadamente
alrededor de una clavija situada a la orilla de una pla-
taforma horizontal elevada, y la parte restante de la ca-
dena cuelga en reposo sobre la orilla de la plataforma.

46. a) Lasolucion de la ecuacion diferencial

2xy vy —x?
o y2)2dx + {1 + @+ yz)z} dy=0
es una familia de curvas que se pueden interpretar
como lineas de corriente de un flujo de fluido en
torno a un objeto circular cuyo limite estd descrito
por la ecuacién x* + y* = 1. Resuelva esta ED y ob-
serve que la solucién es f(x, y) = ¢ para ¢ = 0.

b) Use un CAS para trazar las lineas de corriente para ¢
=0, £0.2, 0.4, =0.6 y =0.8 en tres formas diferen-
tes. Primero, use la curva del contorno de un CAS.
Segundo, resuelva para x en términos de la variable
y; trace las dos funciones de y resultantes para los
valores dados de ¢, y entonces combine las grificas.
Tercero, use el CAS para resolver una ecuacion cu-
bica para y en términos de x.
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2.5  Soluciones por sustitucion ]

M Introduccion Por lo general, resolvemos una ecuacion diferencial al reconocerla
como cierto tipo de ecuacion (digamos, separable) y llevando a cabo entonces un proce-
dimiento, constituido por pasos matemadticos especificos para la ecuacién, que produzca
una funcién que satisfaga la ecuaciéon. Muchas veces, el primer paso para resolver una
ecuacion diferencial determinada consiste en transformarla en otra ecuacién diferencial
mediante una sustitucion. Por ejemplo, suponga que deseamos transformar la ecuacion
de primer orden dy/dx = f(x, y) mediante la sustitucién de y = g(x, u), donde u se consi-
dera como una funcién de la variable x.
Si g posee primeras derivadas parciales, entonces la regla de la cadena da
d du
ay = &l u) + gL u)
Al reemplazar dy/dx por f(x, y) y y por g(x, u) en la derivada anterior, obtenemos la ecua-
cién diferencial de primer orden
du
flx, g, ) = gilx,u) + g,(x, 1) =

que, después de resolver para du/dx, tiene la forma du/dx = F (x, u). Si podemos determi-
nar una solucién u = ¢ (x) de esta segunda ecuacion, entonces una solucion de la ecua-
cién diferencial original es y = g(x, ¢ (x)).

B Ecuaciones homogéneas Si una funcion f posee la propiedad f(zx, ty) = *f(x, y)
para algtn nimero real «, entonces se dice que f es una funcion homogénea de grado «.
Por ejemplo, f(x, ) = x° +* es una funcién homogénea de grado 3 dado que

flix, ty) = (1) + (1y)’ = £ +y°) = £f(x, y),

mientras que f(x, y) = x’ + y° + 1 es considerada no homogénea. Una ED de primer
orden escrita en la forma diferencial

M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0 (D)

se dice que es homogénea si ambos coeficientes M y N son funciones homogéneas del
mismo grado. En otras palabras, (1) es homogénea si

M(ex, ty) = t*M(x,y) 'y Nx, ty) = £°N(x, y).

Aqui la palabra “homogénea” no significa lo mismo que en la seccién 2.3.
Si My N son funciones homogéneas de grado a, también podemos escribir

M(x,y) = x*M(1,u) 'y N(x,y)=x*N(l,u), dondeu = y/x )
y M(x,y) =y*M(v,1) 'y N(x,y)=y'Ny, 1), dondev=xly 3)
Vea el problema 31 en los ejercicios 2.5. Las propiedades (2) y (3) sugieren las susti-
tuciones que se pueden emplear para resolver una ecuacion diferencial homogénea. En
especifico, cualquiera de las dos sustituciones y = ux o x = vy, donde u y v sean nuevas
variables dependientes, reducird una ecuaciéon homogénea a una ecuacién diferencial
separable de primer orden. Para demostrar esto observe que, como una consecuencia

de (2), una ecuaciéon homogénea M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 se puede volver a escribir
como

XM, u)ydx+x*N(l,u)dy=0 o M(,u)dx+N(1,u)dy =0,

donde u = y/x o y = ux. Al sustituir el diferencial dy = udx + xdu en la tltima ecuacion
y acomodar términos, obtenemos una ED separable en las variables u y x:

M(1, u) dx+ N1, w[udx+xdu]l =0
[M(1, u) + uN(1, u)] dx + xN(1, u) du = 0

2.5 Soluciones por sustitucion

)\

Q

Una ecuacion diferen-
cial lineal de primer or-
den ED a,y' + ayy = g(x)

es homogénea cuando
gkx) = 0.
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o dx N N(1, u) du o

X M(1,u) + uN(1, u)
Nos apresuramos a sefialar que la férmula anterior no debe memorizarse; en vez de eso,
el procedimiento debe realizarse en cada ocasion. La prueba de que las sustituciones x =
vy y dx = vdy + ydv también llevan a una ecuacién separable se sigue en forma semejante
a partir de (3).

Ejemplo 1 Solucion de una ecuacion diferencial homogénea
Resuelva (x> + yz) dx + (* - xy)dy = 0.
B Solucién La inspeccién de M(x, y) = x*> + y* y N(x, y) = x> — xy muestra que estos

coeficientes son funciones homogéneas de grado 2. Si establecemos y = ux, entonces dy =
u dx + x du, por lo que, después de sustituir, la ecuacién dada se convierte en

@&+t de+ (P —uxDudx+xdu] =0
Pl +uwyde+x*(1—u)du=0

1—u dx
du+—=0
+u
[1 + } du + —=0. < divisién larga

Luego de la integracion, la ultima linea da
—u+2Inll +ul+Inlxl =1Inlcl

Y

y
— =+ 2In|l + =+ In |x| =1In |C| < al volver a sustituir u = y/x
X X

Mediante las propiedades logaritmicas, podemos escribir la solucién anterior como

(x +y)
CcX

Y

In =7 0 (x + y)* = cxe'l”. Q

Aunque cualquiera de las sustituciones indicadas puede usarse para toda ecuacién di-
ferencial homogénea, en la practica intentamos con x = vy siempre que la funcién M(x, y)
sea mds simple que N(x, y). También podria suceder que, después de usar una sustitu-
cion, nos podamos encontrar con integrales dificiles o imposibles de evaluar en forma
cerrada; alternar sustituciones puede dar como resultado un problema facil.

B Ecuacion de Bernoulli La ecuacion diferencial
—+ P)y = f()y", “
donde n es cualquier nimero real, se llama ecuacién de Bernoulli. Observe que para

n=0yn=1,laecuacién (4) es lineal. Paran # 0y n # 1, la sustitucién u = y' =" reduce
cualquier ecuacion de la forma (4) a una ecuacion lineal.

Ejemplo 2 Solucion de una ecuacion diferencial de Bernoulli

d
Resuelva x i +y =B
dx

M Solucion Primero escribimos de nuevo la ecuacién como

a1
dx xy Xy

2
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al dividir entre x. Con n = 2, sustituimos luego y = u™' y

dy _,du
—— = —u “—— <— Regladelacadena
dx dx
en la ecuacion dada y simplificamos. El resultado es
du 1
— ——u=—X
dx x
El factor integrante para esta ecuacion lineal en, digamos, (0, co) es
e—fdx/x — e—lnx — eln)c’l — X_l.
. d
Al integrar —[xu] = -1
dx
se tiene x'u = —x + co u = —x*> + cx. Como u = y~' tenemos y = 1/u, y entonces una
solucién de la ecuacién dada es y = 1/(—x” + cx). Q

Observe que no hemos obtenido la solucién general de la ecuacion diferencial origi-
nal no lineal planteada en el ejemplo 2, puesto que y = 0 es una solucién singular de la
ecuacion.

M Reduccion para separacion de variables Una ecuacién diferencial de la forma

dy

— = f(Ax + By + C) 5)
dx

siempre se puede reducir a una ecuacion con variables separables mediante sustitucion

u=Ax+By+ C, B # 0. El ejemplo 3 ilustra esta técnica.

Ejemplo 3 Un problema de valor inicial

d
Resuelva el problema de valor inicial d_y = (2x+y)’ -7, y0) = 0.
X

M Solucion  Si establecemos u = —2x + y, entonces duldx = 2 + dyldx, y asi la ecua-
cion diferencial se transforma en

W=7 0 By
— =u — o —=u —09.
dx dx
La dltima ecuacién es separable. Si usamos fracciones parciales,
du 1 1 1
= o - - du = dx
(u —3)u + 3) 6[u—3 u+3}
e integramos, resulta
1 |u—3 u—3
gln u+ 3 =x+tc¢ o u+ 3 = "0 = e reemplace ¢ por ¢
Al resolver la tltima ecuacion para u y después volver a sustituir se obtiene la solucion
3(1 + ce™) - 3(1 + ce™) 6
u=———— 0 =2+ ——
1 — ce™ Y 1 — ce™ ©

Por dltimo, al aplicar la condicién inicial y(0) = 0 a la dltima ecuacién de (6) resulta
¢ = —1. Con ayuda de una herramienta de graficacion, en la figura 2.30 mostramos la
grafica de la solucion particular

U

= X _

Y 1+ &~

en color sélido junto con las gréficas de algunos otros miembros de la familia de solucio-
nes (6). |

2.5 Soluciones por sustitucion

\/

Figura 2.30 Algunas soluciones
dey = (-2x+y)* -7
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EJERCICIOS 2.5

En los problemas 1 a 14, cada ED es homogénea.

En los problemas 1 a 10, resuelva cada ecuacién diferencial
mediante una sustitucién apropiada.

1. k=y)dx+xdy =0 2. x+y)dx+xdy =0
3. xdx+(y-2x)dy =0 4. ydx = 2(x+y)dy

5. P+ w)dx—x*dy=0 6. (yP+y)dx+x*dy=0
dy y—x dy x+3y
E_yTx ' $_3x+y

0. —ydx+(x+\/x_y)dy=0

10. x%=y+ Vxr =3y, x>0

En los ejercicios 11 a 14, resuelva el problema de valor inicial
dado.

7.

dy
1M, 0 — =y —xy1)=2
o=y X y(1)
5 dx
12. (x2+2y)—=xy,y(—1)=1
dy

13. (x+ye™) dx—xe™dy =0, y(1) =0
14. ydx+x(Inx—Iny-1)dy =0, y(1)=e
En los problemas 15 a 22, cada ED es una ecuacion de Bernoulli.

En los problemas 15 a 20, resuelva cada ecuacién diferencial
mediante una sustitucién apropiada.

dy 1 dy

15. x—+y=— 16. — —y=¢Yy
oY TP o 2
dy dy

17. — = -1 18. x— — (1 + = xy?
I y(xy ) x (1+xy=xy

dy
N S
19 tzdt y =ty
d
20. 3(1 + #)% =2ty(y’ — 1)

En los ejercicios 21 y 22, resuelva el problema de valor inicial
dado.

dy 1
21, X¥*— = 2xy = 3y, y(1) =—
X 2y =3y y(1) 5
dy
22. yW2— 1+ y2 =1, y0)=4
VRt ¥(0)

En los problemas 23 a 30, cada ED es de la forma presentada
en la expresion (5) de esta seccion.

En los problemas 23 a 28, resuelva cada ecuacién diferencial
mediante la sustitucién apropiada.

d d I —x—
23 Do ryrrp 2 Eo X2
dx dx x+y

d d
25. Ey = tan*(x + ) 26. Ey = sen(x + y)

dy
27. — =2+ Vy—2x+3
dx
dy
28. —=1+¢ "
dx ¢

Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-3.

En 29 y 30, resuelva el problema de valor inicial dado.

d
29. Ey = cos(x +y), y(0)= /4

dy  3x+12y
de 3x+2y+2

Problemas de analisis

31. Explique por qué siempre es posible expresar cualquier
ecuacion diferencial homogénea M(x, y) dx + N(x, y)

dy = 0O en la forma
dy y)
—=F|l=|
dx (x

Podria usted empezar demostrando que
M(x,y) = x*M(1, y/x) 'y N(x,y) = x*N(1, y/x).
32. Escriba la ecuacién diferencial homogénea
GBx* =2y dx—xydy =0
en la forma dada en el problema 31.

33. a) Determine dos soluciones singulares para la ED del

problema 10.

b) Si la condicidn inicial y(5) = 0 es como se establece
en el problema 10, entonces ;cudl serd el intervalo
mds largo [ sobre el cual se define la solucién? Use
una herramienta graficadora para trazar la curva so-
lucién del problema de valor inicial.

34. En el ejemplo 3, la solucién y(x) se vuelve ilimitada
cuando x — * oco. No obstante, y(x) es asintética con
respecto a una curva cuando x — —00 y con respecto a
una curva diferente cuando x — oco. Encuentre las ecua-
ciones de esas curvas.

35. La ecuacion diferencial

D b + 0y + R

se conoce como ecuacion de Riccati.

a) Una ecuacién de Riccati se puede resolver mediante
la sucesion de dos sustituciones siempre y cuando
conozcamos una solucién particular y, de la ecua-
cion. Demuestre que la sustitucion y = y, + u reduce
la ecuacion de Ricatti a una ecuacién de Bernoulli
(4) con n = 2. La ecuacién de Bernoulli puede re-
ducirse entonces a una ecuacion lineal mediante la
sustitucion de w = u™".

b) Encuentre una familia de soluciones de un pardme-
tro para la ecuacion diferencial

dy 4 1
Y = - + 2’
dx ¥ X yry
donde y, = 2/x sea una solucion conocida de la ecua-
cion.
36. Diseiie una sustitucién adecuada para resolver
xy" =y In(xy).
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Modelos matematicos 38. Crecimiento poblacional En el estudio de la dindmica
poblacional, uno de los modelos mds famosos de una po-

37. Cadena cayendo En el problema 45 de los ejercicios . . iy s
blacidn creciente pero acotada es la ecuacion logistica

2.4, vimos que un modelo matemadtico apropiado para

calcular la velocidad v de una cadena resbaldndose por dP
la orilla de una plataforma horizontal elevada es o P(a — bP),
dv )
xv dx +v° = 32x donde a y b son constantes positivas. Aunque regresa-

remos a esta ecuacion y la resolveremos con un método
alternativo en la seccion 3.2, resuélvala esta primera vez
considerando que se trata de una ecuacioén de Bernoulli.

En ese problema se le pidi6 a usted que resolviera la ED
convirtiéndola en una ecuacién exacta mediante un fac-
tor integrante. Esta vez, resuelva la ED asumiendo que
se trata de una ecuacion de Bernoulli.

I 2.6 Un método numérico )

M Introduccion Enlaseccién 2.1 vimos que es posible recabar informacién cualitativa
a partir de una ecuacion diferencial de primer orden, en lo que respecta a sus soluciones,
incluso antes de intentar resolverla. En las secciones 2.2 a 2.5 examinamos ecuaciones
diferenciales de primer orden de manera analitica, es decir, desarrollamos procedimientos
para obtener soluciones explicitas e implicitas reales. Pero muchas ecuaciones diferencia-
les poseen soluciones imposibles de obtener analiticamente. En estos casos, “resolvemos”
la ecuacién diferencial de manera numeérica; esto significa usar la ED como base de un al-
goritmo para aproximar la soluciéon desconocida. Es practica comtn referirse al algoritmo
como un método numeérico, a la solucién aproximada como una solucion numérica 'y a la
grifica de una solucién numérica como una curva solucion numeérica.

En esta seccion s6lo vamos a considerar los métodos numéricos mas simples. En el
capitulo 6 presentamos un extenso tratamiento del tema.

M Usodelalineatangente Asumamos que el problema de valorinicial de primer orden

Y =10 y), yx) = o (1
posee una solucién. Una de las técnicas mds simples para aproximar esta solucién es
usar lineas tangentes. Por ejemplo, digamos que y(x) representa la solucién desconocida
del problema de valor inicial de primer orden y’ = 0.1Vy + 0.4x%, y(2) = 4. No es
posible resolver directamente la ecuacion diferencial no lineal aplicando los métodos
considerados en las secciones 2.2, 2.4 y 2.5; sin embargo, atin podemos encontrar valo-
res numéricos aproximados de la funcién y(x) desconocida. Especificamente, suponga
que deseamos saber el valor de y(2.5). El PVI tiene una solucién y, como lo sugiere el
flujo del campo de direcciones en la figura 2.31a), una curva solucién debe tener una
forma similar a la curva mostrada en color.

El campo de direcciones de la figura 2.31a) se generd de manera que los elementos
lineales atraviesan los puntos de una cuadricula con coordenadas enteras. A medida que
la curva solucidn atraviesa el punto inicial (2, 4), en este punto el elemento lineal es una

2,4

curva
solucion,

-t

pendiente
m=1.8

SR

4
T
1
—4 -2
a) Campo de direcciones paray =0 b) Elemento lineal en (2, 4)

Figura 2.31 Ampliacion de las inmediaciones del punto (2, 4)
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(o, y(xy)),

curva solucién

pendiente = f(xg, y)
} (X0, Yo)
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|
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X =xg+h

——
h

Figura 2.32  Aproximacion de
Y(x,) mediante una linea tangente

Tabla2.1 h=0.1

X, Vu
2.00 4.0000
2.10 4.1800
2.20 4.3768
2.30 4.5914
2.40 4.8244
2.50 5.0768

Tabla 2.2 5 =0.05

X, Y
2.00 4.0000
2.05 4.0900
2.10 4.1842
2.15 4.2826
2.20 4.3854
2.25 4.4927
2.30 4.6045
2.35 47210
2.40 4.8423
245 4.9686
2.50 5.0997
72

linea tangente con la pendiente dada por f(2, 4) = 0.1 V4 + 0.4(2)> = 1.8. Como puede
verse en la figura 2.31a) y en el “acercamiento” mostrado en la figura 2.315), cuando x
se acerca a 2 los puntos ubicados en la curva solucion se acercan a los puntos localizados
sobre la linea tangente (el elemento lineal). Usando el punto (2, 4), 1a pendiente f(2, 4) =
1.8 y la forma punto-pendiente de una linea, encontramos que una ecuacion de la linea
tangente es y = L(x), donde L(x) = 1.8x + 0.4. Esta tltima ecuacion, llamada linealiza-
cion de y(x) en x = 2, se puede usar para aproximar valores y(x) localizados en las inme-
diaciones de x = 2. Si y; = L(x,) denota el valor de una coordenada y sobre la linea
tangente y y(x,) es la coordenada y en la curva solucién correspondiente a una coordena-
da x x; que es cercana a x = 2, entonces y(x;) = y,. Si elegimos, digamos, x, = 2.1, enton-
cesy, = L(2.1) = 1.8(2.1) + 0.4 = 4.18 y, por lo tanto, y(2.1) = 4.18.

M Método de Euler Para generalizar el procedimiento que acabamos de ilustrar, usa-
mos la linealizacién de la solucién desconocida y(x) de (1) en x = x;:

L(x) = f(xo, yo)(x = Xo) + Yo (2

La grafica de esta linealizacion es una linea recta tangente a la grafica de y = y(x) en el

punto (x,, yy). Ahora hacemos que 4 sea un incremento positivo del eje x, como indica la
figura 2.32. Entonces, al reemplazar x por x; = x;, + & en (2), obtenemos

L(x)) = f(xo, yo)(Xo + h=x0) +yo 0 y1 = yo + hf (X0, Yo),

donde y; = L(x;). En la linea tangente, el punto (x,, y;) es una aproximacién al punto (x,
y(x;)) ubicado sobre la curva solucién. Por supuesto, la exactitud de la aproximacion y, =
y(x;) depende en gran medida del tamafio del incremento /4. Por lo general, debemos ele-
gir este tamaifio del paso para ser “razonablemente pequefio”. Ahora repetimos el proceso
mediante una segunda “linea tangente” en (x,, y,).” En el anlisis anterior, al reemplazar
(%9, o) con un nuevo punto de inicio (x;, y;) obtenemos una aproximacion y, = y(x,) co-
rrespondiente a dos pasos de longitud % desde x, es decir, x, = x; + h = x5+ 2h y

Y(0) = y(xg + 2h) = y(x; + 1) = y, = y; + hf(x;, y)).

Si continuamos de esta forma, veremos que y;, y,, ¥3 . . . , pueden definirse de manera
recursiva mediante la formula general

,‘./r +1 = ,‘./r + h./‘(x/r* ,\'/1)7 (3)
donde x, = xy+nh,n =0, 1,2, . ... Este procedimiento de usar “lineas tangentes” suce-

sivas se denomina método de Euler.

Ejemplo 1 Método de Euler

Considere el problema de valor inicial y' = 0.1Vy + 0.4x%, y(2) = 4. Aplique el método de
Euler para obtener una aproximacion a y(2.5) usando primero 4 = 0.1 y después i = 0.05.

M Solucion Con la identificacién f(x, y) = 0.1 Vy + 0.4x%, (3) se convierte en

Yoi1 = yo + h(0.1Vy, + 0.4:2).

Entonces, para h = 0.1, x, = 2, y, = 4 y n = 0, encontramos
Vi = o + h(0.1Vy, + 0.4:3) = 4 + 0.1(0.1V4 + 0.4(2)%) = 4.18,

la cual, como ya vimos, es una estimacién del valor de y(2.1). No obstante, si usamos el
tamaio del paso minimo 4 = 0.05, toma dos pasos llegar a x =2.1. De

v, =4+0.050.1 V4 +0.4(2)*) = 4.09
y, = 4.09 + 0.05(0.1 V4.09 + 0.4(2.05)*) = 4.18416187

tenemos y; = y(2.05) y y, = y(2.1). El resto de los célculos se llevé a cabo mediante un
programa de computo; los resultados se resumen en las tablas 2.1 y 2.2. En estas tablas

*Esta no es una linea tangente real dado que (x;, y;) descansa sobre la primera tangente y no en la curva
solucion.
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vemos que toma cinco pasos con iz = 0.1y 10 pasos con & = 0.05, respectivamente, llegar
a x = 2.5. También, cada entrada debe redondearse a cuatro lugares decimales. a

En el ejemplo 2 aplicamos el método de Euler a una ecuacién diferencial para la
cual ya hemos encontrado una solucién. Hacemos esto para comparar los valores de las
aproximaciones y, determinados en cada paso con los valores reales de la solucion y(x,)
del problema de valor inicial.

Ejemplo 2 Comparacion entre valores exactos y aproximados

Considere el problema de valor inicial y* = 0.2xy, y(1) = 1. Aplique el método de Euler
para obtener una aproximacion a y(1.5) usando primero 2 = 0.1 y después & = 0.05.

M Solucion Con la identificacion f(x, y) = 0.2xy, (3) se convierte en

Yn+1 = Ynt h(ozxnyn)’

donde x, = 1y y, = 1. Una vez mds, con ayuda de un programa de cémputo obtenemos
los valores presentados en las tablas 2.3 y 2.4.

Tabla2.3 h=0.1 Tabla 2.4 5/ =0.05
X, Y, Valor  Error % relativo  x, ¥, Valor  Error % relativo

real absoluto  de error real aboluto  de error

1.00 1.0000 1.0000 0.0000 0.00 1.00 1.0000 1.0000 0.0000 0.00
1.10 1.0200 1.0212 0.0012 0.12 1.05 1.0100 1.0103 0.0003 0.03
1.20 1.0424 1.0450 0.0025 0.24 1.10 1.0206 1.0212 0.0006 0.06
1.30 1.0675 1.0714 0.0040 0.37 1.15 1.0318 1.0328 0.0009 0.09
1.40 1.0952 1.1008 0.0055 0.50 1.20 1.0437 1.0450 0.0013 0.12
1.50 1.1259 1.1331 0.0073 0.64 1.25 1.0562 1.0579 0.0016 0.16
1.30 1.0694 1.0714 0.0020 0.19

1.35 1.0833 1.0857 0.0024 0.22

1.40 1.0980 1.1008 0.0028 0.25

145 1.1133 1.1166 0.0032 0.29

1.50 1.1295 1.1331 0.0037 0.32

a
En el ejemplo 1, los valores verdaderos se calcularon a partir de la solucién conocida
y = ™= D (verificar). También, el error absoluto se define como

Ivalor verdadero — aproximacion | .
El error relativo y el porcentaje de error relativo se definen a su vez, como:

error absoluto error absoluto

X 100.

y
lvalor verdaderol lvalor verdaderol

Al comparar las dos ultimas columnas de las tablas 2.3 y 2.4, resulta evidente que la
precision de las aproximaciones mejora a medida que disminuye el tamafio del paso
h. También, vemos que aunque el porcentaje relativo de error aumenta con cada paso,
ello no parece ser tan malo. Pero usted no debe dejarse engafar por un ejemplo. Si en el
ejemplo 2 simplemente cambiamos el coeficiente localizado al lado derecho de la ED de
0.2 a 2, entonces aumenta en forma alarmante el porcentaje relativo de errores en x,, =
1.5. Vea el problema 4 en los ejercicios 2.6.

El método de Euler es s6lo una de muchas formas diferentes en que una ecuacion di-
ferencial puede aproximarse. Aunque es atractivo por su simplicidad, el método de Euler
rara vez se usa en cdlculos serios. Hemos presentado el tema sélo para darle una idea
de los métodos numéricos. Los métodos que aportan una precisioén significativamente

2.6 Un método numérico

@ Advertencia.

N
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mayor, en especial el método de Runge Kutta de cuarto orden incluido en el capitulo
6, se estudiaran y analizardn con mds detalle. Nos referiremos a este importante procedi-
miento como el método RK4.

M Solucionadores numéricos No importa si realmente podemos encontrar una solu-
cion explicita o implicita, cuando existe una ecuacion diferencial, representa una curva
uniforme en el plano cartesiano. La idea basica en que se fundamenta cualquier método
numérico para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias es aproximar de algiin modo
los valores y de una solucion para valores preseleccionados de x. Comenzamos en un punto
inicial especificado (x, y,) sobre una curva solucién y procedemos a calcular paso por paso
una secuencia de puntos (x;, y;), (X2, ¥2), - - - , (X,, ¥,,) cuyas coordenadas y y; se aproximen
a las coordenadas y y(x;) de los puntos (x;, y(x;)), (X, ¥(x3)), . . . , (x,, ¥(x,,)) situados en la
gréfica de la solucion y(x) generalmente desconocida. Al tomar las coordenadas x juntas
(es decir, para valores de /) y unir los puntos (x;, y;), (X2, ¥2), - . . , (x,,, y,,) con segmentos de
linea cortos, obtenemos una curva poligonal que aparenta ser uniforme y cuyas caracteris-
ticas cualitativas esperamos se asemejen a las de una curva solucidn real. El trazado de las
curvas es una tarea adecuada para una computadora. Un programa de cémputo disefiado
para implementar un método numérico o trazar una representacién visual de una curva
solucién aproximada que se ajuste a los datos numéricos producidos por este método se
conoce como programa de soluciéon numérica. Existen muchos programas de solucién
numérica en el mercado, ya sea como parte de un paquete computacional mas grande
—digamos, el de un sistema algebraico de computo— o como programa independiente.
Algunos de estos programas simplemente trazan las aproximaciones numéricas generadas,
mientras que otros generan tanto datos numéricos duros como las correspondientes curvas
soluciéon numéricas o aproximadas. Un ejemplo de como se conectan esencialmente los
puntos de las graficas generadas por un programa de solucién numérica son las dos graficas
poligonales negras de la figura 2.33, que son curvas solucién numéricas para el problema
de valor inicial y’ = 0.2xy, y(0) = 1, sobre el intervalo [0, 4] obtenido a partir del método de
Euler y del método RK4 empleando un tamafio del paso & = 1. La curva coloreada mas
fluida es la gréfica de la solucién exacta y = " del problema de valor inicial. Note que
en la figura 2.33, aun con un salto tan ridiculamente grande como % = 1, el método RK4
produce la “curva soluciéon” mads creible. La curva solucién numérica obtenida con el mé-
todo RK4 es dificil de distinguir de la curva solucion real trazada sobre el intervalo [0, 4]
cuando se utiliza un tamafio del paso mas normal de 2 =0.1.

M Uso de un programa de solucion numérica No es necesario tener conocimiento
de métodos numéricos diversos para usar un programa de solucion numérica. Esta herra-
mienta necesita, por lo general, que la ecuacién diferencial se exprese en su forma normal
dyldx = f (x, y). Los programas de solucién numérica que sélo generan curvas requieren
normalmente que usted les proporcione la funcién f(x, y) y los datos iniciales x, y y,, y que
especifique el método numérico deseado. Si la idea es aproximar el valor numérico de y(a),
entonces el programa puede requerir ademds que se le especifique un valor para A, o, de
manera equivalente, el nimero de pasos que deseamos dar para llegar a x = a a partir de
X = x,. Por ejemplo, si deseamos aproximar y(4) para el PVI ilustrado en la figura 2.33, si
comenzamos en x = (), se necesitan cuatro pasos para llegar a x = 4 con un tamafio del paso
de h = 1; 40 pasos son equivalentes a un tamafio del paso de 2 =0.1. Aunque no es nuestra
intencién explorar aqui los diferentes problemas que podemos encontrar cuando intenta-
mos aproximar cantidades matematicas, usted debe estar consciente al menos de que un
programa de solucién numérica puede descomponer ciertos puntos o dar un panorama
incompleto o equivocado cuando se aplica a algunas ecuaciones diferenciales de primer
orden expresadas en la forma normal. La figura 2.34 ilustra la curva solucién numérica
obtenida al aplicar el método de Euler a cierto problema de valor inicial de primer orden
dyldx = f(x, y), y(0) = 1. Resultados equivalentes se obtuvieron cuando se utilizaron
tres programas de solucién numérica comerciales distintos, la grafica atin representa di-
ficilmente una curva solucién verosimil. (;Por qué?) Cuando un programa de solucién
numérica tiene dificultades, quedan muchos recursos de los cuales servirse; tres de los més
obvios son: disminucién del tamafio del paso, usar otro método numérico o intentar con un
programa de solucién numérica diferente.
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EJERCICIOS 2.6

En los problemas 1 y 2, utilice el método de Euler para obte-
ner una aproximacién de cuatro decimales del valor indicado.
Lleve a cabo el método recursivo de (3) a mano, primero con
h=0.1y después con h = 0.05.

1. y=2x-3y+1, y(1)=5; y(1.2)

2. ¥ =x+y%, y(0)=0; y(0.2)
En los problemas 3 y 4, use el método de Euler para obtener
una aproximacién de cuatro decimales del valor indicado.
Primero utilice 7 = 0.1 y después & = 0.05. Encuentre una so-
lucién explicita para cada problema de valor inicial y después
elabore tablas similares a las tablas 2.3 y 2.4.

3.y =y, y0)=1; y(1.0)
4.y =2xy, y(1)=1; y(1.5)
En los problemas 5 a 10, use un programa de solucién numérica y

el método de Euler para obtener una aproximacion de cuatro deci-
males del valor indicado. Primero use 7 = 0.1 y después & = 0.05.

5. y' =¢e7, y(0)=0; y(0.5)

6. y =x>+3% y(0)=1; ¥(0.5)

7. ¥ =(x-yy, ¥0)=0.5; y(0.5)
8. y =xy+ Vy, y0)=1; ¥0.5)

Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-3.

, y
9.y =xy2—;, y(1)=1; y(1.5)
10. y' =y -y »(0)=0.5; y(0.5)

En los problemas 11y 12, use un programa de solucién nume-
rica para obtener una curva solucién numeérica para el proble-
ma de valor inicial dado. Primero aplique el método de Euler
y después el método RK4; establezca & = 0.25 en cada caso.
Superponga ambas curvas solucién sobre los mismos ejes de
coordenadas. Si es posible, utilice un color diferente para cada
curva. Repita, con h =0.1 y 7 =0.05.

11. y'=2(cos x)y, y(0)=1
12. y"=y(10-2y), y(0)=1

Problemas de analisis

13. Emplee un programa de solucién numérica y el método
de Euler para aproximar y(1, 0), donde y(x) es la solu-
cién ay’ =2xy% y(0) = 1. Primero use = 0.1 y después
h=0.05. Repita con el método RK4. Analice cudl podria
ser la causa de que las aproximaciones a y(1.0) difieran

I 2.7 Modelos lineales

tanto.

M Introduccion En esta seccion resolveremos algunos de los modelos lineales de pri-

mer orden presentados en la seccion 1.3.

M Crecimiento y decamiento El problema de valor inicial

dx
— = kx,

x(t)) = x,,
dr x(ty) = xo

ey

donde k es la constante de proporcionalidad, sirve como un modelo para diversos fe-
némenos que implican crecimiento o decamiento. En la seccién 1.3 hemos visto que
en biologia, durante periodos cortos, se observa que la tasa de crecimiento de ciertas
poblaciones (bacterias, animales pequefios) es proporcional a la poblacidn presente en
el tiempo 7. Si se conoce la cantidad de poblacién presente en algiin momento inicial
arbitrario 7, entonces puede usarse la solucién de (1) para pronosticar la poblacién fu-
tura —es decir, en los tiempos ¢ > t,. En (1), la constante de proporcionalidad k puede
determinarse a partir de la solucién del problema de valor inicial usando una medicién
posterior de x en algin tiempo ¢, > f,. En fisica y quimica, (1) es vista en forma de una
reaccion de primer orden, esto es, una reaccion cuya tasa o velocidad dx/dt es directa-
mente proporcional a la primera potencia de la concentracién de reactivo x en un tiempo
t. La descomposicion o decamiento del U-239 (uranio) por accion de la radiactividad en

Th-234 (torio) es una reaccion de primer orden.

Ejemplo 1  Crecimiento bacterial

Cierto cultivo tiene inicialmente un nimero P, de bacterias. En = 1 h, la cantidad medi-
da de bacterias es de %PO. Si la tasa de crecimiento es proporcional a la cantidad de bac-
terias P(f) presentes en el tiempo ¢, determine el tiempo necesario para que las bacterias

se tripliquen.

M Solucion Resolvemos primero la ecuacién diferencial en (1) al reemplazar el simbolo
x por P. Con ¢, =0, la condicién inicial es P(0) = P,. Entonces, usamos la observacion em-
pirica de que P(1) = %PO para determinar la constante de proporcionalidad k.
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Observe que la ecuacion diferencial dP/dt = kP es tanto separable como lineal; y
cuando se escribe en la forma estdndar de una ED lineal de primer orden,

d—P—kP—O
dt ’

podemos observar por inspeccién que el factor integrante es ¢ ™

lados de la ecuacién por este término de inmediato da

d
E [eiklP] = 0.

. Si multiplicamos ambos

Al integrar ambos lados de la ecuacion resulta e *P = ¢ o P(f) = ce”’. En t = 0 se deduce
que Py = ce” = ¢y, por lo tanto, P(r) = Pye®. Ent = 1 tenemos 3 Py = Pyef 0 ¢k = 3. A
partir de la dltima ecuacién obtenemos k = In3 = 0.4055. Asi, (1) = Pye" """ Para en-
contrar el tiempo al cual la cantidad de bacterias se triplica, resolvemos 3P, = P49
para t. Deducimos que 0.4055¢ = In 3, y asi

. In3
0.4055

Vea la figura 2.35. a

~ 2.71h.

En el ejemplo 1, observe que la cantidad real P, de bacterias presentes en el tiempo
¢t = 0 no cumple funcién alguna en determinar el tiempo requerido para que la cantidad
presente en el cultivo se triplique. El tiempo necesario para que una poblacién inicial de,
digamos, 100 o 1000000 de bacterias se multiplique sigue siendo aproximadamente de
2.71 horas.

Como se muestra en la figura 2.36, la funcién exponencial e’ se incrementa conforme
lo hace ¢ para k > 0, y disminuye a medida que lo hace ¢ para k < 0. Por lo tanto, los pro-
blemas que describen el crecimiento (ya sea de poblaciones, bacterias o incluso capital)
estdn caracterizados por un valor positivo de k, en tanto los problemas que implican
decaimiento (como en la desintegracion radiactiva) producen un valor negativo k. En
consecuencia, decimos que k es 0 una constante de crecimiento (k > 0) o una constante
de decaimiento (k < 0).

M Vida media En fisica, el término vida media es una medida de la estabilidad de una
sustancia radiactiva. La vida media es simplemente el tiempo que le toma desintegrarse a
la mitad de los 4tomos presentes en una cantidad inicial A, o transmutar en dtomos de otro
elemento. Cuanto mds larga sea la vida media de una sustancia, tanto mds estable sera.
Por ejemplo, la vida media del radio altamente radiactivo Ra-226, es de aproximadamente
1700 afos. En todo este tiempo, la vida media de cierta cantidad de Ra-226 se transmuta
en radén, Rn-222. El is6topo de uranio que se presenta con mds frecuencia, el U-238, tiene
una vida media de casi 4500000000 de afios. En alrededor de 4 500 millones de afios, la
mitad de cierta cantidad de U-238 transmutard en plomo, Pb-206.

Ejemplo2  Vida media del plutonio

Un reactor generador convierte el uranio-238 relativamente estable en un isétopo de
plutonio-239. Después de 15 afios se determina que el 0.043% de la cantidad inicial A,
del plutonio se ha desintegrado. Encuentre la vida media del isétopo si la tasa de desinte-
gracion es proporcional a la cantidad restante.

M Solucion Suponemos que A(7) denota la cantidad de plutonio restante en cualquier
tiempo. Como en el ejemplo 1, la solucion del problema de valor inicial
dA

G A0 =4, @

es A(f) = Ayet. Siun 0.043% de los dtomos de A, se ha desintegrado, entonces el
99.957% de la sustancia permanece. Para encontrar la constante de decaimiento, k,
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usamos 0.99957A, = A(15), es decir, 0.99957A, = Aye'>*. Al resolver para k se tiene k =
£1n 0.99957 = —0.00002867. Por lo tanto, A(1) = Aye “""**""_ Ahora la vida media es
el valor correspondiente al tiempo en que A(f) = Ay/2. Resolviendo para ¢ se obtiene Ay/2
= Aye 0000028671 o L — -0000028671 1 5 (iltima ecuacién da

In2

f= % 24180 af
0.00002867 anos. 3

B Fechado por carbono Alrededor del afio 1950, el quimico Willard Libby disefi6
un método para usar el carbono radiactivo como un medio con el cual determinar la edad
aproximada de los fésiles. La teorfa de fechado por carbono se basa en que el isétopo de
carbono-14 (C-14) se produce en la atmdsfera por accion de la radiacion cosmica sobre
el nitrogeno. La relacién entre la cantidad de C-14 con respecto al carbono ordinario que
hay en la atmésfera resulta ser una constante y, en consecuencia, la cantidad proporcional
del isétopo presente en todos los organismos vivientes es igual a la que tiene la atmosfera.
Cuando un organismo muere, la absorcién de C-14, ya sea por respirar o por comer, se
detiene. Asi, al comparar la cantidad proporcional del C-14 presente en, digamos, un fésil
con la relacién constante encontrada en la atmdsfera, es posible obtener una estimacion
razonable de la edad del f6sil. El método estd basado en el conocimiento de que la vida
media del C-14 radiactivo es de unos 5600 afios. Por su trabajo, Libby gané el Premio
Nobel de quimica en 1960. El método de Libby se ha usado para fechar el mobiliario de
madera encontrado en las tumbas egipcias, las envolturas de lino de los rollos del Mar
Muerto, y la sdbana del enigmadtico Sudario de Turin.

Ejemplo 3 Edad de un fosil

Se encontrd que un hueso fosilizado contiene 1/1000 de la cantidad original de C-14.
Determinar la edad del f6sil.

B Solucién El punto de partida es otra vez A(f) = Aye". Para determinar el valor de la
constante de decaimiento k tomamos como base que Ay/2 = A(5600) 0 Ay2 = Ay’ %,
A partir de 5600k = In 3 = —In 2 obtenemos entonces k = —(In 2)/5600 = —0.00012378.
Por lo tanto, A(r) = Aye "% Con A(f) = Ay/1000 tenemos Ay/1000 = A 00012378
de manera que —0.00012378¢ = In (1/1000) = —In 1000. Asi

In1000

t= m ~ 55800 anos. a

La fecha determinada en el ejemplo 3 en realidad esta en el limite de precision de este
método. La técnica normal del carbono-14 se limita a casi 9 vidas medias del isétopo, o
alrededor de 50000 afios. Una razén de ello es que el andlisis quimico necesario para ob-
tener una medicion exacta del C-14 restante se vuelve un tanto dificil en torno del punto
Ay/1000. Por otro lado, este andlisis demanda la destruccién de una muestra muy grande
del espécimen. Si esta medicién se lleva a cabo de manera indirecta, con base en la ra-
diactividad real del espécimen, entonces resulta muy dificil distinguir entre la radiacién
del f6sil y la radiacién normal de su entorno. Sin embargo, recientemente, el uso de un
acelerador de particulas ha permitido a los cientificos separar de manera directa el C-14
del estable carbono-12 (C-12). Cuando se calcula el valor exacto de la relacion de C-14
con respecto a C-12, la precision del método se puede ampliar de 70000 a 100000 afios.
Otras técnicas isotOpicas, como usar potasio-40 y argén-40, pueden arrojar fechas de
varios millones de afios. En ocasiones es posible aplicar métodos no isotdpicos basados
en el uso de aminodcidos.

M Ley de enfriamiento de Newton En la ecuacion (3) de la seccién 1.3 vimos que la
formulacién matemaética de la ley empirica de Newton sobre el enfriamiento de un objeto
estd dada por la ecuacion diferencial lineal de primer orden

dar

o MT =T, 3)

2.7 Modelos lineales
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Figura 2.37 La temperatura de
un pastel enfriandose alcanza la

T=70

donde k es una constante de proporcionalidad, 7(¢) es la temperatura del objeto para > 0,
y T,, es la temperatura ambiente —es decir, la temperatura del medio que circunda al
objeto—. En el ejemplo 4 asumimos que 7,, es constante.

a)

T(1) t (min)
75° 20.1
74° 21.3
73° 22.8
72° 24.9
71° 28.6
70.5° 32.3

b)

temperatura ambiente
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Ejemplo 4 Enfriamiento de un pastel

Cuando un pastel se retira del horno, tiene una temperatura de 300° F. Tres minutos mds
tarde, su temperatura es de 200° F. ;Cudnto tiempo le llevara al pastel enfriarse hasta
llegar a la temperatura ambiente de 70° F?

M Solucion En (3) hacemos la identificacién T, = 70. Entonces debemos resolver el
siguiente problema de valor inicial

% = k(T — 70), T(0) = 300 4)

y determinar el valor de k de manera que 7(3) = 200.
La ecuacién (4) es tanto lineal como separable. Al separar las variables,

dTr
T-170

setieneIn| T—70 | = kt + ¢, y por lo tanto T = 70 + c,¢"”. Cuando 1 = 0, T = 300, de
manera que 300 = 70 + ¢, da ¢, = 230, y, en consecuencia, T = 70 + 230", Por tltimo,
la medicién 7(3) =200 llevaa e = 33 0k = § In 33 = —0.19018. Asi,

T(t) = 70 + 2307019018, 5)

= kdt,

Observamos que (5) no proporciona una solucién finita para 7(¢) = 70 dado que 1im,_,4,
T(r) = 70. Sin embargo, de manera intuitiva esperamos que el pastel alcance la tempe-
ratura ambiente después de un razonablemente largo periodo. ;Cudnto es “largo”? Por
supuesto, no debemos preocuparnos por el hecho de que el modelo (4) no se ajuste a
nuestra intuicién. Las partes @) y b) de la figura 2.37 muestran claramente que el pastel
estard cerca de la temperatura ambiente en una media hora. a

M Mezclas La mezcla de dos fluidos algunas veces da origen a una ecuacién diferen-
cial lineal de primer orden. Cuando en la seccién 1.3 analizamos la mezcla de dos solu-
ciones salinas, asumimos que la tasa x'(f) a la cual cambia la cantidad de sal presente en
el tanque de mezclado era una tasa neta:

dx tasa de entrada tasa de salida
- o - R('/l//m/u o Rsu/u/u' (6)

E de la sal de la sal

En el ejemplo 5 resolvemos la ecuacién (8) de la seccién 1.3.

Ejemplo 5 Mezcla de dos soluciones salinas

Recuerde que el gran tanque considerado en la seccién 1.3 contenia 300 galones de
una solucidn salina. La sal estaba entrando y saliendo del tanque; una solucién sali-
na entraba en el tanque a una tasa de 3 galones por minuto, mezcldndose con la so-
lucién ahi presente, y la mezcla se bombed a una tasa de 3 galones por minuto. La
concentracion de la sal en el flujo entrante, o solucién de ingreso, era de 2 1b/gal, y
por lo tanto la sal ingresaba al tanque a la tasa de R,,,.., = (2 1b/gal) - (3 gal/min)
= 6 lb/min y salia del tanque a una tasa de R, = (x/300 lb/gal) - (3 gal/min) =
x/100 Ib/min. A partir de estos datos y de (6) obtuvimos la ecuacién (8) de la seccién 1.3.
Ahora planteemos la siguiente pregunta: si inicialmente habfa 50 libras de sal disuelta en
los 300 galones, /cudnta sal habrd en el tanque después de un largo periodo?

M Solucion Para encontrar la cantidad de sal x(¢) presente en el tanque en el tiempo (7),
resolvamos el problema de valor inicial
dx 1

+—x = = 50.
7 T 100” 6, x(0) =50
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Observe aqui que la condicién es la cantidad inicial de sal x(0) = 50 en el tanque, y no
la cantidad inicial de liquido en el tanque. Ahora, puesto que el factor integrante de la
ecuacion diferencial lineal es "', podemos escribir la ecuacién como

d
[ ,1/100 — /100

e’ x| = 6e".
e
Al integrar la dltima ecuacién y resolver para x se tiene la solucién general x(f) = 600 +
ce™_Cuando ¢ = 0, x = 50, entonces tenemos que ¢ = —550. Por lo tanto, la cantidad
de sal en el tanque en cualquier tiempo ¢ esta dada por

x(7) = 600 — 550¢1°, 7)

La solucion (7) se usé para construir la tabla de la figura 2.38b). También, en (7) y en la
figura 2.38a) se puede ver que x(f) — 600 cuando t — oo. Desde luego, esto es lo que
esperariamos en un caso asi; durante un periodo largo, la cantidad de libras de sal pre-
sente en la solucién debe ser (300 gal)(2 1b/gal) = 600 Ib. a

En el ejemplo 5 asumimos que la velocidad a la cual la solucién se bombea hacia
dentro es igual a la velocidad de salida. No obstante, esta situacién no es necesaria; la
solucidn salina mezclada puede bombearse hacia fuera a una velocidad r,,;,;, més rapida
o mads lenta que la r,,,.4,, @ la cual la otra solucién salina se bombea hacia dentro. Por
ejemplo, si la solucion perfectamente mezclada del ejemplo 5 se bombea hacia fuera a la
velocidad mds lenta de, digamos, r,;,, = 2 galones por minuto, el liquido se acumulara
en el tanque a la velocidad de 7,400 —swiza = (3 — 2) gal/min = 1 gal/min. Después de ¢
minutos hay 300 + ¢ galones de salmuera en el tanque y, por lo tanto, la concentracién
del flujo de salida es c(#) = x/(300 + ). Entonces, la velocidad de salida de la sal es 7,4,

= C(t) * Tsalida O Rsalida

X 2x
R.iwe=| =———1b/gal | - (2 gal/min) = —— Ib/min.
salida <300 + ¢ /ga ) ( ga /mln) 300 + ¢ /mln

Por lo tanto, la ecuacién (6) se convierte en

ﬂ—6—72)6 0 d_x+72 =
d 300 + ¢ dr 300 + 17

Compruebe que la solucién de la dltima ecuacién sujeta a x(0) = 50 sea x(¢) =
600 + 2t — (4.95 X 107)(300 + £)%. Vea el analisis de (8) en la seccién 1.3, el problema 12
en los ejercicios 1.3 y los problemas 22 a 26 en los ejercicios 2.7.

M Circuitos en serie Para un circuito en serie compuesto por sélo un resistor y un
inductor, la segunda ley de Kirchhoff sefiala que la suma de la caida de voltaje a través
del inductor (L(di/dt)) y la caida de voltaje a través del resistor (iR) es igual a la cantidad
de voltaje suministrado (E(7)) al circuito. Vea la figura 2.39.

Por lo tanto, obtenemos la ecuacion diferencial lineal para la corriente i(7),

di )
L— + Ri = E(¢), 3)
dt

donde L y R son constantes conocidas como inductancia y resistencia, respectivamente.
La corriente i(f) se conoce también como respuesta del sistema.

La caida de voltaje a través de un capacitor con capacitancia C estd dada por ¢(#)/C,
donde ¢ es la carga sobre el capacitor. Por lo tanto, para el circuito en serie mostrado en
la figura 2.40, la segunda ley de Kirchhoff da

Ri + %c/ = E(1). )

Pero la corriente i y la carga g estdn relacionadas por i = dg/dt, de manera que (9) se
convierte en la ecuacién diferencial lineal

RT +—=q= E(f) (10)

2.7 Modelos lineales

a)
f(min) x (Ib)
50 266.41
100 397.67
150 477.27
200 525.57
300 572.62
400 589.93

b)

Figura 2.38 Libras de sal
presentes en el tanque en funcién
del tiempo

R

Figura 2.39  Circuito LR en serie

|
I
C

Figura 2.40 Circuito RC en serie

79



P
Po— :
(N
I
I
I
I
| |
—rt -t
b 1
a)
P
Pyt—"
— 1
1
b)
P
Py
——
1

c)

Figura 2.41 El crecimiento
poblacional es un proceso discreto
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Ejemplo 6 Circuito en serie

e . . . . . 1
Una bateria de 12 volts se conecta a un circuito en serie cuya inductancia es de 5 henry
y su resistencia de 10 ohms. Determine la corriente i si la corriente inicial es cero.

M Solucion A partir de (8) vemos que se debe resolver

1di )
—— + 10i = 12
2 dt

siempre y cuando i(0) = 0. Primero, multiplicamos la ecuacién diferencial por 2 y escri-
bimos en ambos lados el factor integrante ¢’ Entonces obtenemos

d
2007 — 201
—|e™i| = 24e”.
kel
Al integrar cada lado de la dltima ecuacién y resolver para i se tiene i(r) = 2 + ce 2.
Ahora i(0) implica que 0 = ¢ + ¢ 0 ¢ = -£. Por lo tanto, la respuesta es /(1) = 2 — 2 ¢,
a

Con base en la expresion (4) de la seccion 2.3 podemos escribir una solucién general
de (8):

o R/
i(t) = 7 Je(R/L)’E(t) dt + ce ®/, (1)

en particular, cuando E(f) = E, es una constante, (11) se convierte en
E
i(r) = ;" + ce R/, (12)

Observe que cuando t — 00, el segundo término de (12) se acerca a cero. Tal término se
denomina, por lo general, término transitorio; a cualquier término restante se le conoce
como la parte de estado estable de la solucién. En este caso, Ey/R también se llama co-
rriente del estado estable; entonces, para valores de tiempo grandes, la corriente pre-
sente en el circuito parece estar gobernada simplemente por la ley de Ohm (E = iR).

La solucién P(f) = Pye®** para el problema de valor inicial del ejemplo 1 descri-
bi6 la poblacion de una colonia de bacterias en cualquier tiempo ¢ > 0. Por supuesto,
P(7) es una funcidn continua que acepta fodos los nimeros reales incluidos en el in-
tervalo P, = P < 0. Pero dado que estamos hablando de una poblacion, el sentido
comun dicta que P s6lo puede aceptar valores enteros positivos. Ademds, no espera-
riamos que la poblacion crezca de manera continua —es decir, cada segundo, cada
microsegundo, y asi sucesivamente— como lo pronostica nuestra solucién; puede
haber intervalos [, #,] durante los cuales no se presente ninguin crecimiento. Quiza,
entonces, la grafica mostrada en la figura 2.41a) sea una descripcion mds realista de
P que la gréfica de una funcién exponencial. Usar una funcién continua que descri-
ba un fendmeno discreto es mas cuestion de conveniencia que de exactitud. No
obstante, para algunos propositos puede resultar satisfactoria si nuestro modelo des-
cribe el sistema con mucho detalle cuando se observa a través del tiempo de manera
macroscépica, como en las figuras 2.41b) y ¢), y no microscopica, figura 2.41a).
Tenga en mente que un modelo matematico no es la realidad.
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EJERCICIOS 2.7

Crecimiento y decamiento

1.

10.

La poblacion de una comunidad aumenta a una tasa que es

proporcional al nimero de personas presente en el tiempo

t. Si una poblacién inicial P, se ha duplicado en 5 afios,

(cudnto tardard en triplicarse?, ;y en cuadruplicarse?

Se sabe que la poblacién de la comunidad creciente del pro-

blema 1 es de 10000 individuos después de 3 afios. ; Cudl era

la poblacién inicial P,? ;Cudl serd la poblacién en 10 afios?

(Con cuanta rapidez esta creciendo la poblacién en # = 10?

La poblacién de cierta ciudad crece a una tasa que es

proporcional a la poblacion presente en el tiempo ¢. La

poblacién inicial de 500 individuos aumenta 15% en 10

afos. ;Cudl serd la poblacién en 30 afos? ;Con cudnta

rapidez estd creciendo la poblacién en ¢t = 30?7

En cierto cultivo, la poblacidn de bacterias crece a una

tasa que es proporcional a la cantidad de bacterias pre-

sentes en el tiempo . Después de 3 horas, se observa
que hay 400 bacterias; luego de 10 horas, 2000. ;Cudl
fue el nimero inicial de bacterias?

El is6topo radiactivo del plomo, Pb-209, se deteriora a

una tasa que es proporcional a la cantidad presente en el

tiempo ¢y tiene vida media de 3.3 horas. Si un gramo de
este is6topo estd presente en un inicio, jcudnto tiempo
le tomara descomponerse al 90% del plomo?

En un principio, estaban presentes 100 miligramos de

cierta sustancia radiactiva. Después de 6 horas, la masa

habia disminuido en 3%. Si la tasa de decamiento es pro-
porcional a la cantidad de sustancia presente en el tiempo

t, encuentre la cantidad restante después de 24 horas.

Determine la vida media de la sustancia radiactiva des-

crita en el problema 6.

a) Considere el problema de valor inicial dA/dt = kA,
A(0) = A, como el modelo del decamiento de una
sustancia radiactiva. Muestre que, en general, la
vida media 7 de la sustancia es T = — (In 2)/k.

b) Muestre que la solucion del problema de valor inicial
dadoenlaparte a) se puede escribircomo A(r) = A2 7.

¢) Si una sustancia radiactiva tiene la vida media T
dada en la parte a), ;cudnto le tomard a la cantidad
inicial A, de la sustancia en decaer a é Ay?

Cuando un haz vertical de luz atraviesa un medio trans-

parente, la tasa a la cual su intensidad / disminuye es

proporcional a I(¢), donde ¢ representa el espesor del

medio (en pies). En agua marina clara, la intensidad a 3

pies por debajo de la superficie es el 25% de la intensi-

dad inicial I, del haz incidente. ;Cual sera la intensidad
del haz a 15 pies por debajo de la superficie?

Cuando el interés se compone de manera continua, la

cantidad de dinero aumenta a una tasa que es proporcio-

nal a la cantidad S presente en el tiempo ¢, es decir, dS/dt
=rS, donde r es la tasa anual de interés.

Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-3.

3 S
de ahorros que produzca 5;% de interés anual com-
puesto de manera continua.

b) (En cudntos afios se habrd duplicado la suma inicial
depositada?

¢) Utilice una calculadora para comparar la cantidad
obtenida en la parte a) con la cantidad S = 5000
(1 +%(0.0575))™® que se acumula cuando el interés
se compone de manera trimestral.

Fechado por carbono
11.

Los arquedlogos han utilizado piezas de madera quemada,
o carbdn, encontradas en el sitio para datar la antigiiedad
de pinturas prehistdricas y dibujos plasmados en las pare-
des y techos de una cueva localizada en Lascaux, Francia.
Vea la figura 2.42. Use la informacion de la pagina 77 para
determinar la edad aproximada de una pieza de madera
quemada si se encontré que el 85.5% del C-14 acumulado

en los drboles vivos del mismo tipo se habia deteriorado.

Figura 2.42
Pintura en la pared
de una cueva,
problema 11

. Muchas personas creen que el Sudario de Turin, que

muestra la imagen negativa del cuerpo de un hombre
aparentemente crucificado, fue el manto mortuorio
de Jesus de Nazaret. Vea la figura 2.43. En 1988, el
Vaticano concedi6 el permiso para que se investigara su
antigiiedad mediante el fechado por carbono. Tres labo-
ratorios cientificos independientes analizaron las telas y
concluyeron que el sudario tenfa aproximadamente 660
afios de antigiiedad,” una edad que concordaba con su
aparicién histérica. Con base en esta edad, determine
cudl es el porcentaje de la cantidad original de C-14 que
permanecia en la tela hasta 1988.

Figura 2.43 Imagen del
sudario presentado en el
problema 12

*Algunos académicos no estan de acuerdo con este hallazgo. Para obtener
mds informacién acerca de este fascinante misterio, vea la pagina web del
Sudario de Turin en http://www.shroud.com.

a) Encuentre la cantidad de dinero acumulado al final
de 5 afios cuando se depositen $5000 en una cuenta
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Ley de Newton sobre enfriamiento
y calentamiento

13.

16.

17.

18.

Un termémetro se saca de una habitacion donde la tem-
peratura es de 70° F, y se lleva a un lugar donde la tem-
peratura del aire es de 10° F. Después de medio minuto,
el termometro marca 50° F. ;Cudl es la temperatura que
marcard en ¢ = 1 minuto? ;Cudnto tiempo le llevara al
termdémetro alcanzar los 15° F?

. Un termémetro se saca de una habitacion donde la tem-

peratura del aire es de 5° F. Después de un minuto el ter-
mometro marca 55° F, y luego de 5 minutos marca 30° F.
(Cudl es latemperatura inicial del interior de la habitacion?

. Una pequeiia barra metdlica, cuya temperatura inicial era

de 20° C, se deja caer en un gran recipiente que contiene
agua hirviendo. ;Cuénto tiempo le llevard a la barra al-
canzar los 90° C si se sabe que su temperatura aumenté
2° en un segundo? ;Cudnto le llevard alcanzar los 98° C?
Dos grandes recipientes A y B del mismo tamaifio se lle-
nan con diferentes liquidos. Estos liquidos se mantienen
a0° Cy 100° C, respectivamente. Una pequefa barra de
metal con temperatura inicial de 100° C se introduce en
el recipiente A. Después de un minuto, la temperatura de
la barra es de 90° C; luego de 2 minutos la barra se saca
y al instante se transfiere al otro recipiente. Pasado un
minuto en el recipiente B, la temperatura de la barra se
eleva en 10°. ;Cudnto tiempo, desde el inicio de todo el
proceso, le llevara a la barra alcanzar los 99.9° C?

Un termdmetro que marca 70° F se coloca en un horno
precalentado a temperatura constante. A través de una
ventana de vidrio localizada en la puerta del horno, un
observador registra que el termémetro marca 110° F
después de % minuto y 145° F luego de un minuto. ;Cudl
es la temperatura del horno?

En t = 0, una probeta sellada que contiene una sustancia
quimica se sumerge en un bafo liquido. En la probeta, la
temperatura inicial de la sustancia es de 80° F. El baiio
liquido tiene una temperatura controlada (medida en
grados Fahrenheit) dada por 7,,(f) = 100 — 40701 =0,
donde  se mide en minutos.

a) Asuma que k = —0.1 en la expresion (2). Antes de
resolver el PVI, describa con palabras qué espera
que suceda con la temperatura 7(¢) en el corto y el
largo plazos.

b) Resuelva el PVI. Use una herramienta graficadora
para trazar la grafica de 7(¢) en intervalos de tiempo
de diferente duracién. ;Las graficas coinciden con
sus predicciones de la parte a)?

Mezclas

19.

82

Un tanque contiene 200 litros de fluido en el cual se han
disuelto 30 gramos de sal. La salmuera, que contiene
un gramo de sal por litro se bombea hacia el depdsito a
una velocidad de 4 L/min; perfectamente mezclada, la
solucién se bombea hacia fuera a la misma velocidad.
Encuentre el nimero A(f) de gramos de sal presentes en
el tanque en el tiempo 7.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Resuelva el problema 19 asumiendo que se bombea
agua pura al tanque.

Un tanque grande se llena a toda su capacidad con 500 ga-
lones de agua pura. Hacia el tanque se bombea salmuera,
conteniendo 2 libras de sal, a velocidad de 5 galones por
minuto. Perfectamente mezclada, la solucion se bombea
hacia fuera a la misma velocidad. Encuentre la cantidad
A(?) de libras de sal presentes en el tanque en el tiempo .
En el problema 21, ;cudl es la concentracion c(¢) de sal
en el tanque en el tiempo ¢? (En ¢ = 5 minutos? ;Cudl es
la concentracién de sal en el tanque después de un largo
tiempo, es decir cuando  — oco? ;En qué tiempo la con-
centracion de sal en el tanque es igual a la mitad de este
valor limite?

Resuelva el problema 21 bajo el supuesto de que la solu-
cion se bombea hacia fuera a una mayor velocidad de 10
gal/min. ;Cudndo se vacia el tanque?

En el ejemplo 5, determine la cantidad de sal presente en
el tanque en el tiempo ¢ si la concentracion de sal en el
flujo de salida es variable y estd dada por c¢,,,;ue(f) = 2 +
sen(#/4) 1b/gal. Sin graficar realmente, conjeture acerca de
qué apariencia tendria la curva solucién del PVI. Después
use una herramienta graficadora para trazar la grafica de
la solucidn en el intervalo [0, 300]. Repita para el interva-
lo [0, 600] y compare su grafica con la de la figura 2.38a).
Un tanque grande se llena parcialmente con 100 galones
de fluido en los cuales estdn disueltas 10 libras de sal. Al
tanque se bombea salmuera, conteniendo 3 libra de sal
por galdn, a velocidad de 6 gal/min. La solucidn, perfec-
tamente mezclada, se saca a la menor velocidad de 4
gal/min. Encuentre la cantidad de libras de sal presentes
en el tanque despué€s de 30 minutos.

En el ejemplo 5 no se da el tamafio del tanque que contiene
la mezcla salina. Suponga, como en el andlisis del ejem-
plo 5, que la velocidad a la cual se introduce la salmuera
al tanque es de 3 gal/min, pero que la solucién perfecta-
mente mezclada se saca a una tasa de 2 gal/min. Es 16gico
pensar: como la salmuera se estd acumulando en el tan-
que a velocidad de 1 gal/min, cualquier tanque finito debe
saturarse eventualmente. Ahora suponga que el tanque
tiene tapa abierta y una capacidad total de 400 galones.

a) (En qué tiempo se derramard el liquido?

b) (Cudntas libras de sal habrd en el tanque al instante
del derrame?

¢) Suponga que aunque el liquido se estd derramando,
la solucién de salmuera continda entrando a velo-
cidad de 3 galones por minuto y la solucién per-
fectamente mezclada sigue saliendo a una tasa de
2 galones por minuto. Disefie un método para de-
terminar la cantidad de libras de sal presentes en el
tanque en 7 = 150 minutos.

d) Determine cudntas libras de sal hay en el tanque
cuando t — c0. /Su respuesta concuerda con lo que
usted habfa intuido?

e) Use una herramienta de graficacion para trazar la
gréafica A(f) en el intervalo [0, 500).
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Circuitos en serie

27. Una fuerza electromotriz de 30 volts se aplica a un cir-

28.

29.

30.

31.

32.

cuito LR en serie donde la inductancia es de 0.1 henrys y
la resistencia de 50 ohms. Encuentre la corriente i(7) si
i(0) = 0. Determine la corriente cuando t — 0.

Resuelva la ecuacion (7) bajo el supuesto de que E() =
Eysen wt e i(0) = i,.

Una fuerza electromotriz de 100 volts se aplica a un cir-
cuito RC en serie donde la resistencia es de 200 ohms y la
capacitancia de 10 farads. Encuentre la carga g(f) sobre
el capacitor si ¢(0) = 0. Determine la corriente (7).

Una fuerza electromotriz de 200 volts se aplica a un
circuito RC en serie con resistencia de 1000 ohms y ca-
pacitancia de 5 X 107® farads. Encuentre la carga ¢(f)
sobre el capacitor si i(0) = 0.4. Determine la carga y la
corriente en ¢ = 0.005 s. Determine la carga conforme
t— 0.

Una fuerza electromotriz

120, 0=t=20

E(r) =
0, t>20

se aplica a un circuito LR en serie que tiene inductancia
de 20 henrys y resistencia de 2 ohms. Encuentre la co-
rriente i(7) si i(0) = 0.
Suponga que un circuito RC en serie tiene un resistor
variable. Si en el tiempo 7 la resistencia estd dada por

R = k, + kyt, donde k, y k, se conocen como constantes
positivas, entonces (9) se convierte en

dg 1
ki + kyt)— + —qg = E(¢).
(ki + kat) — + 5 q = E()

Si E(t) = Ey y q(0) = q,, donde E; y g, son constantes,
demuestre que

k, 1/Ck,
t) = E,C + - EC)| ——— .
q(1) 0 (90 0 )<k1 T k2t>

Diversos modelos matematicos

33.

Resistencia del aire  En la expresion (14) de la seccién
1.3 vimos que una ecuacién diferencial que describe la
velocidad v de una masa cayendo sujeta a la resistencia
del aire, que es proporcional a la velocidad instantdnea, es

dv
m—=mg — kv,
au = "¢
donde k > 0 es una constante de proporcionalidad. La

direccion positiva es hacia abajo.

a) Resuelva la ecuacién sujeta a la condicién inicial
v(0) = vy

b) Use la solucidn de la parte a) para determinar la velo-
cidad limitante o terminal de la masa. En el problema
39 de los ejercicios 2.1 vimos como determinar la ve-
locidad terminal sin resolver la ecuacién diferencial.

¢) Si la distancia s, medida a partir del punto donde la
masa fue liberada por encima del suelo, se relaciona

34,

35.

36.

37.

con la velocidad v de ds/dt = v, encuentre una ex-
presion explicita para s(¢) si s(0) = 0.
{Qué tan alto? Sin resistencia del aire  Suponga que una
bala de cafién que pesa 16 libras se dispara verticalmente
hacia arriba con velocidad inicial de v, = 300 ft/s. La res-
puesta a la pregunta “;qué tan alto puede llegar la bala?”
depende de si se toma en cuenta la resistencia del aire.

a) Suponga que ignoramos la resistencia del aire. Si la
direccidn positiva es ascendente, entonces el modelo
para el estado de la bala de cafién estard dado por d’s/
df = —g (ecuacién (12) de la seccién 1.3). Dado que
ds/dt=v(t),ladltima ecuacién diferencial es igual a dv/
dt =—g, de donde tomamos que g = 32 ft/s>. Encuentre
la velocidad v(¢) de la bala de caiién en el tiempo .

b) Use el resultado obtenido en la parte a) para deter-
minar la altura s(7) de la bala de cafion medida desde
el nivel del suelo. Encuentre la altura maxima que
alcanzd esta bala.

{Qué tan alto? Resistencia lineal del aire Repita el
problema 34, pero esta vez asuma que la resistencia del
aire es proporcional a la velocidad instantdnea. Es 16gi-
co pensar que la altura méxima alcanzada por la bala de
caion debe ser menor que la de la parte b) del problema
34. Demuestre esto suponiendo que la constante de pro-
porcionalidad es k = 0.0025 [Sugerencia: Modifique un
poco la ED del problema 33.]

Paracaidismo Una paracaidista pesa 125 libras, y su
paracaidas y equipo juntos pesan otras 35 libras. Después
de salir del avién a una altitud de 15000 pies, ella espera
15 segundos y abre su paracaidas. Asuma que en el mo-
delo del problema 33 la constante de proporcionalidad
tiene el valor de k = 0.5 durante la caida libre y k = 10
después de abrirse el paracaidas. ;Cudl es su velocidad
y cudn lejos se ha trasladado la paracaidista 20 segundos
después de abandonar el avién? ;Como se compara su
velocidad a 20 segundos con su velocidad terminal? ;En
cuanto tiempo llegara al suelo? [Sugerencia: Piense en
términos de dos problemas de valor inicial distintos.]

Gota de lluvia evapordandose A medida que una gota
de lluvia cae se evapora, pero mientras eso sucede con-
serva su forma esférica. Si suponemos adicionalmente
que la velocidad de evaporacion de la gota de lluvia es
proporcional a su drea superficial y la resistencia del
aire es insignificante, entonces un modelo de la veloci-
dad v(7) de la gota serd

dv o 3Kp)
dr  (kfp)t + 1y

Aqui p es la densidad del agua, r, es el radio de la gota
de lluvia cuando ¢ = 0, k < O es la constante de propor-
cionalidad y la direccién hacia abajo se toma como posi-
tiva.

a) Resuelva para v(¢) si la gota cae desde el reposo.

b) Lea de nuevo el problema 36 de los ejercicios 1.3
y entonces demuestre que el radio de la gota en el
tiempo ¢ es r(t) = (k/p)t + r.
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38.

39.

40.

41.

c¢) Sirg=0.01ftyr=0.007 ft 10 segundos después
que la gota cae de una nube, determine el tiempo en
que la gota se evapora por completo.
Poblacion fluctuante La ecuaci6n diferencial dP/dt
= (k cos )P, donde k es una constante positiva, es un
modelo matemadtico para una poblacién P(f) que expe-
rimenta fluctuaciones temporales cada afo. Resuelva la
ecuacion sujeta a P(0) = Py. Use una herramienta grafi-
cadora para obtener la grafica de la solucion para dife-
rentes alternativas de P,,.
Modelo poblacional En cierto modelo de la poblacién
cambiante P(f) de una comunidad, se asume que

dP _dB dD

dt dt dt’

donde dB/dt y dD/dt son las tasas de nacimiento y mor-

tandad, respectivamente.

a) Resuelva para P(t) si dB/dt = k,P 'y dD/dt = k,P.

b) Analice los casos ky >k, k; = k, y ky < k.

Memorizacion Cuando el olvido se toma en cuenta, la

tasa de memorizacion de un sujeto estd dada por

dA
dt
donde k; >0, k, > 0, A(?) es la cantidad a ser memorizada

en el tiempo ¢, M es la cantidad total a ser memorizada y

M — A es la cantidad restante a ser memorizada. (Vea los

problemas 25 y 26 en los ejercicios 1.3.)

a) Dado que la ED es auténoma, use el concepto de re-
trato fase de la seccion 2.1 para encontrar el valor li-
mitante de A(f) cuando  — oo. Interprete el resultado.

b) Resuelva para A(?) sujeto a A(0) = 0. Trace la grafica
de A(7) y verifique la prediccién que hizo usted en la
parte a).

Difusion de un medicamento Cierto modelo matema-

tico de la tasa a la que un medicamento se difunde en el

torrente sanguineo esta dado por dx/dt = r — kx, donde r

y k son constantes positivas. La funcién x(¢) describe la

concentracion del medicamento en el torrente sanguineo

en el tiempo .

a) Dado que la ED es auténoma, use el concepto de
retrato fase de la seccién 2.1 para encontrar el valor
limitante de x(#) cuando t — o00.

b) Resuelva la ED sujeta a x(0) = 0. Trace la grafica
de x(7) y verifique la prediccion que hizo usted en
la parte a). ;En qué tiempo la concentracion es la
mitad de este valor limitante?

= kl(M - A) - sz,

Problemas de analisis

42.

84

Enfriamiento y calentamiento Una pequeifia barra de
metal se saca de un horno cuya temperatura es una cons-
tante de 300° F dentro de una habitacién cuya temperatu-
ra es una constante de 70° F. De manera simultanea, una
barra de metal idéntica que estaba en la habitacién se colo-
caen el horno. Asuma que el tiempo ¢ se mide en minutos.
Analice: ;por qué existe un valor futuro del tiempo, lldme-
lo £# > 0, al cual la temperatura de cada barra es idéntica?

44. (aja deslizante

43. Marcapasos del corazon Un marcapasos del corazon,

mostrado en la figura 2.44, estd compuesto de un inte-
rruptor, una bateria, un capacitor y el corazéon como un
resistor. Cuando el interruptor S estd en P, el capacitor se
carga; cuando S estd en Q, el capacitor se descarga, envian-
do un estimulo eléctrico al corazén. En el problema 47 de
los ejercicios 2.3, vimos que durante el tiempo en que el
estimulo eléctrico se aplica al corazdn, el voltaje E que
atraviesa el corazon satisface la ecuacion diferencial lineal
dE 1
dt RC
a) Asumamos que durante el intervalo de tiempo de
longitud ¢, 0 < ¢ < t;, el interruptor S estd en la
posicién P mostrada en la figura 2.44 y el capaci-
tor se estd cargando. Cuando el interruptor cambia
a la posicidon Q en el tiempo ¢, el capacitor se des-
carga, enviando un impulso al corazén durante el
intervalo de tiempo de longitud t,: t; = 1t < t; + t,.
Por lo tanto, en el intervalo inicial de carga y descar-
ga (0 <t<t +1t,el voltaje hacia el corazén en realidad
es modelado por la ecuacién diferencial definida por
segmentos

dE )0, 0=r<pg
dt 1
—E 4 =t<t+t.
RC
Al moverse S entre Py Q, la carga y la descarga
en los intervalos de tiempo de duracion ¢, y t, se
repiten de manera indefinida. Suponga que t;, = 4 s,
t, =2s,E,=12V,y E(0) =0, E4) = 12, E(6)
=0, E(10) = 12, E(12) = 0, y asi sucesivamente.
Resuelva para E(¢) en el intervalo 0 = 1 = 24.
b) Supongamos para el mismo caso que R = C = 1.
Utilice una grafica para dibujar la solucién de IVP
en la parte @) en el intervalo 0 = ¢ = 24.

/ﬁ_//\\"%orazén
Qe

mterrupt;))r /§—| |—

Figura 2.44 Modelo de un
marcapasos para el problema 43

a) Una caja de masa m se desliza hacia
abajo por un plano inclinado y forma un dngulo 60 con la
horizontal como se muestra en la figura 2.45. Encuentre
una ecuacién diferencial para la velocidad v(7) de la caja
en el tiempo ¢ en cada uno de los siguientes tres casos:
i)  Sin friccién deslizante y sin resistencia del aire.
ii) Confriccidondeslizante y sinresistenciadel aire.
iii) Con friccion deslizante y resistencia del aire.
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En los casos ii) y iii), use el hecho de que la fuerza
de friccidn opuesta al movimiento de la caja es uN,
donde u es el coeficiente de friccion deslizante y N es
el componente normal del peso de la caja. En el caso
iii), asuma que la resistencia del aire es proporcional a
la velocidad instantdnea.

b) En la parte a) suponga que: la caja pesa 96 libras, el
angulo de inclinacién del plano es 8 = 30°, el coefi-
ciente de friccién deslizante es u = V/3/4, y que la
fuerza de retardo adicional debida a la resistencia
del aire es numéricamente igual a %v. Resuelva la
ecuacion diferencial en cada uno de los tres casos,
asumiendo que la caja parte del reposo desde el
punto mds alto de 50 pies por encima del suelo.

friccion

movimiento

Figura 2.45 Caja que se-
desliza hacia abajo por un
plano inclinado, problema 44

Tareas para el laboratorio de computo

45. Cajas deslizantes Continuacion a) En el proble-
ma 44, s(t) es la distancia del plano inclinado me-
dida desde su punto mds alto. Use ds/dt = v(t) y la
solucién encontrada para cada uno de los tres casos
citados en la parte b) del problema 44 para calcu-
lar el tiempo que le toma a la caja deslizarse comple-
tamente por el plano inclinado. Una aplicaciéon de un
CAS para buscar raices podria serle de utilidad aqui.

b) En el caso de que hubiera friccion (u # 0) pero no
resistencia del aire, explique por qué la caja no se
deslizaria por el plano partiendo del reposo desde
el punto més alto por encima del suelo cuando el
angulo de inclinacién 6 satisface tan 0 = p.

¢) Lacaja se deslizard hacia abajo sobre el plano cuan-
do 6 = u si se le imprime una velocidad inicial v(0)
= vy > 0. Suponga que u = V3/4y 6 = 23°.
Verifique si tan 6 = u. ;Qué tanto se deslizard la
caja por el plano si vy = 1 ft/s?

d) Mediante los valores de u = V3/4y 6 = 23°,
aproxime la velocidad inicial mds pequeia v, que se
pueda dar a la caja de manera que, desde el punto
mds alto de 50 pies por encima del suelo, se deslice
completamente hacia abajo por el plano inclinado.
Después encuentre el tiempo correspondiente que le
toma deslizarse por el plano.

46. Todo lo que sube... a) Es bien sabido que el mode-

lo donde se ignora la resistencia del aire, parte a) del
problema 34, pronostica que el tiempo #, que le toma a
la bala de candn alcanzar su altura mdxima es similar
al tiempo t,; que le toma caer desde la altura méxima
hasta el suelo. Ademads, la magnitud de la velocidad del
impacto v; serd igual a la velocidad inicial v, de la bala.
Verifique ambos resultados.

b) Después, mediante el modelo del problema 35 que
toma en cuenta la resistencia del aire, compare el
valor de ¢, con respecto a t, y el valor de la magnitud
de v; con respecto a vy. Una aplicacién de un CAS
para buscar raices (o una calculadora de graficas)
podria serle de utilidad.

I 2.8 Modelos no lineales

)

M Introduccion Terminamos nuestro andlisis de las ecuaciones diferenciales tnicas de
primer orden con el examen de algunos modelos matematicos no lineales.

M Dinamica poblacional Si P(7) denota el tamafio de una poblacién en el tiempo ¢, el
modelo para calcular el crecimiento exponencial comienza con el supuesto de que dP/dt
= kP para cierta k > 0. En este modelo, la tasa de crecimiento relativa o especifica, de-

finida por

dP/dt
P

ey

se asume como una constante k. Casos reales de crecimiento exponencial durante largos
periodos son dificiles de encontrar, debido a que los limitados recursos del entorno ejer-
cen en algiin momento restricciones sobre el crecimiento de una poblacién. Por lo tanto,
se puede esperar que (1) disminuya a medida que P aumenta en tamafio.

El supuesto de que la tasa a la cual una poblacién crece (o disminuye) depende sélo
del nimero presente y no de mecanismos dependientes del tiempo tales como los fen6-
menos estacionales (vea el problema 33 en los ejercicios 1.3) se puede expresar como

dP/di P
P =f(P) o i

Pf(P). 2)

2.8 Modelos no lineales
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f(P)

Figura 2.46  Supuesto mas simple
de que f(P) es una linea recta

86

La ecuacion diferencial dada en (2), que por lo general se asume en los modelos de po-
blaciones animales, se denomina hipétesis de dependencia de la densidad.

M Ecuacion logistica Suponga que un entorno es capaz de dar sustento a solamente
un nimero fijo de individuos K presentes en su poblacién. La cantidad K se conoce como
capacidad de soporte del entorno. Por lo tanto, para la funcién f dada en (2) tenemos
f(K) =0y simplemente asumimos que f(0) = r. La figura 2.46 muestra tres funciones f
que satisfacen estas dos condiciones. El supuesto mas simple que podemos hacer es que
f(P) es lineal —es decir, f(P) = ¢;P + c—. Si usamos las condiciones f(0) = ry f(K) =
0, encontraremos a su vez que ¢, = r, ¢; = —r/K, y entonces f asume la forma de f(P) = r
— (r/K)P. La ecuacion (2) se convierte en

i P( 4 P) 3)
—=Plr——"~P|
dt K
Al volver a designar las constantes, la ecuacién no lineal (3) es igual que
dP
— = P(a — /7P). “)
dt

Alrededor del aio 1840, el matemadtico y bidlogo belga P. F. Verhulst se interes6 en
los modelos matemadticos necesarios para predecir las poblaciones humanas de diferen-
tes paises. Una de las ecuaciones de su estudio fue la (4), donde a > 0, b > 0. La ecuacién
(4) se lleg6 a conocer como ecuacion logistica y su solucién se denominé funcién logis-
tica. La gréfica de una funcién logistica se denomina curva logistica.

La ecuacién diferencial lineal dP/dt = kP no ofrece un modelo muy preciso de la po-
blacién cuando ésta es muy grande. Las condiciones de sobrepoblacién, con sus resul-
tantes efectos perjudiciales para el entorno, tales como la contaminacion y las demandas
excesivas y competitivas por el alimento y el combustible, pueden tener un efecto inhibi-
dor sobre el crecimiento poblacional. Como veremos ahora, la solucion de (4) estd acota-
da cuando t — o0. Si escribimos nuevamente (4) como dP/dt = aP — bP?, el término no
lineal ~bP*, b > 0, puede reinterpretarse como un término de “inhibicién” o “competen-
cia”. También, en la mayoria de las aplicaciones, la constante positiva a es mucho mayor
que la constante b.

Las curvas logisticas han demostrado ser muy precisas para pronosticar los patrones
de crecimiento de ciertos tipos de bacterias, protozoarios, pulgas acudticas (Daphnia) y
moscos de la fruta (Drosophila) en un espacio limitado.

B Solucion de la ecuacion logistica Un método apropiado para resolver (4) es me-
diante la separacién de variables. Al descomponer el lado izquierdo de dP/P(a — bP) = dt
en fracciones parciales e integrar se tiene

(i, vl

)dP=dt
P a — bP

1 1
—InlPl — —1Inla — bPl =t + ¢
a a

In 7| = at + ac
a — bP
P j— ar
a—bP Qe
De la ultima ecuacién se deriva
acie” ac,

P(t) = = .
(® 1 + bcie™  bey + e

Si P(0) = Py, Py # alb, encontramos ¢, = Py/(a — bP,) y, por lo tanto, después de susti-
tuir y simplificar, la solucién se convierte en

B aP,
B bP, + (a — bPy)e "

P(t) (5)
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M Graficas de P(t) La forma basica de la grafica de la funcion logistica P(r) puede
obtenerse sin demasiado esfuerzo. Aunque la variable 7 por lo general representa el tiem-
po y rara vez nos interesamos en aplicaciones donde 7 < 0, es muy importante incluir este
intervalo cuando presentamos las diferentes graficas de P. De (5) se deduce que

aP,
Nl

La linea discontinua P = a/2b mostrada en la figura 2.47 corresponde a la ordenada de un
punto de inflexién de la curva logistica. Para mostrar esto, diferenciamos (4) mediante la
regla del producto:

d*P dP dP dp
— = P(—b—> + (a — bP)— = E(a — 2bP)

P(?) =2 cuando 1—s 0o y  P(f)—0 cuando t — —oo0.

dr dt dt
= P(a — bP)(a — 2bP)

-wr(r=5)e-5)

De sus conocimientos de célculo, recuerde que los puntos donde d*P/df* = 0 son posibles
puntos de inflexién, pero evidentemente P =0y P = a/b se pueden descartar. Dado que P
= a/2b es el tnico valor posible para ordenadas donde la concavidad de la gréfica puede
cambiar. Para 0 < P < a/2b se deduce que P" >0, y a/2b < P < a/b implica que P” < 0. Por
lo tanto, cuando leemos de izquierda a derecha, la grafica cambia de céncava hacia arriba
a céncava hacia abajo en el punto que corresponde a P = a/2b. Cuando el valor inicial
satisface 0 < P, < a/2b, la grafica de P(f) asume la forma de una S, como vemos en la
figura 2.47a). Para a/2b < P, < alb, 1a grafica sigue teniendo figura de S, pero el punto de
inflexién ocurre en un valor negativo de ¢, segiin muestra la figura 2.47b).

Ya hemos visto la ecuacién (4) antes de la (5) de la seccidn 1.3 en la forma dx/dt =
kx(n + 1 —x), k> 0. Esta ecuacidn diferencial ofrece un modelo razonable para describir
la propagacion de una epidemia causada inicialmente al introducir un individuo infecta-
do a una poblacién estética. La solucion x(¢) representa el nimero de individuos infec-
tados con la enfermedad en el tiempo .

Ejemplo 1 Crecimiento logistico

Suponga que un estudiante portador de un virus regresa a una comunidad universitaria
aislada cuya poblacién es de 1000 individuos. Si se asume que la tasa a la cual el virus
se propaga es proporcional no sélo al nimero x de estudiantes infectados sino también
al nimero de estudiantes no infectados, determine el nimero de estudiantes infectados
después de 6 dias si se observa ademds que pasados 4 dias x(4) = 50.
M Solucion  Si suponemos que nadie abandona la comunidad durante la enfermedad,
debemos resolver el problema de valor inicial

dx

i kx(1000 — x), x(0) = 1.

Alhacerlasidentificacionesa = 1 000k y b = k, apartir de (5) se derivainmediatamente que

() = 1000k _ 1000 ‘

k + 999ke™ 1000k 1 4+ 9991000k
Ahora, empleando la informacion x(4) = 50, determinamos k a partir de
B 1000
1+ 999¢ 4000k

50

E t 1000k 11 19 0.9906. Por lo tant

ncontramos — =—In—— =-0. . Por lo tanto,
4 999

B 1000
- 1 + 999 —0-99006r"

x(1)

2.8 Modelos no lineales
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v
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Figura 2.47 Curvas logisticas para

condiciones iniciales diferentes
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X x = 1000

T 5 10
a)

t (dias) x (ndmero de infectados)
4 50 (observados)
5 124
6 276
7 507
8 735
9 882

10 953
b)

Figura 2.48 El ndmero de
estudiantes infectados x(t) llega
a 1000 a medida que el tiempo t
aumenta

88

1000

= W = 276 estudiantes.
oS

Por dltimo, x(6)

Los valores adicionales calculados de x(f) se proporcionan en la tabla de la figura 2.48(b).
|

M Modificaciones de la ecuacion logistica Existen muchas variaciones de la ecua-
cion logistica. Por ejemplo, las ecuaciones diferenciales

dP dP
—=Pl@a—bP)—h y —=Pla—bP)+h (6)
dt dt

podrian servir, a su vez, como modelos para la poblacién existente en un criadero de
peces donde el pescado se coseche o reabastezca a la tasa h. Cuando 7 > 0 es una
constante, las ecuaciones diferenciales incluidas en (6) pueden analizarse facilmente de
manera cualitativa o resolverse mediante separacion de variables. Las ecuaciones de (6)
también pueden servir como modelos de poblaciéon humana, ya sea incrementados por
la inmigracién o disminuidos por la emigracion. En (6), la tasa & podria ser una funcién
del tiempo ¢ o ser dependiente de la poblacion; por ejemplo, la cosecha podria realizarse
de manera periddica en el transcurso del tiempo o efectuarse a una tasa proporcional a
la poblacién P en el tiempo . En este ultimo caso, el modelo seria parecido a P’ = P(a
— bP) — cP, ¢ > 0. La poblacién humana de una comunidad puede cambiar a causa de
la inmigracion, de tal manera que la contribucién debida a la inmigracion sea grande
cuando la poblacién P de la comunidad sea pequefia en si misma, pero entonces la con-
tribucién de la inmigracion puede ser pequeiia cuando P es grande; entonces, un modelo
razonable para la poblacién de la comunidad es P’ = P(a — bP) + ce™*, ¢ > 0, k> 0. Otra
ecuacion de la forma dada en (2),

dP

o P(a — bInP), (7)

es una modificacion de la ecuacién logistica conocida como ecuacién diferencial de
Gompertz. Esta ED se usa algunas veces como un modelo en el estudio del crecimiento
o disminucién de una poblacion, en el crecimiento de tumores sdlidos y en diversos tipos
de predicciones actuariales. Vea los problemas 5 a 8 en los ejercicios 2.8.

B Reacciones quimicas Suponga que a gramos del quimico A se combinan con b
gramos del quimico B. Si hay M partes de A y N partes de B formadas en el compuesto y
X(1) es la cantidad de gramos del quimico C formado, entonces la cantidad de gramos de
los quimicos A y B restantes en cualquier tiempo es, respectivamente,

a X y b X.

T M+N CM+N

Mediante la ley de accidn de la masa, la tasa de la reaccion satisface

ax M N
— x|a— X)|\b— X) 8)
dt M+ N M+ N
Si separamos M/(M + N) del primer factor y N/(M + N) del segundo e introducimos una
constante de proporcionalidad & > 0, (8) tendra la forma

1X
= ko~ X)(B ~ X), ©)

donde a = a(M + N)/M y B = b(M + N)/N. Recuerde que en la expresion (6) de la

seccién 1.3 una reaccién quimica regida por la ecuacién diferencial no lineal (9) es una
reaccion de segundo orden.

CAPITULO 2 Ecuaciones diferenciales de primer orden



Ejemplo 2 Reaccion quimica de segundo orden

Cuando se combinan dos quimicos A y B se forma un compuesto C. La reaccidn produ-
cida entre ambos quimicos es tal que para cada gramo de A se utilizan cuatro 4 gramos
de B. Se observa que en 10 minutos se forman 30 gramos del compuesto C. Determine la
cantidad de C en el tiempo T si la velocidad de la reaccion es proporcional a las cantida-
des de A y B restantes y si inicialmente habia 50 gramos de A y 32 gramos de B. ;Cudnto
compuesto C estd presente a los 15 minutos? Interprete la solucién cuando t — oo.

M Solucion Digamos que X(f) denota la cantidad de gramos del compuesto C presente
en el tiempo ¢. Claramente, X(0) = 0 gy X(10) = 30 g.

Si, por ejemplo, estidn presentes 2 gramos del compuesto C, debimos haber usado,
digamos, a gramos de A y b gramos de B de manera que a + b =2y b = 4a. Por lo tanto,
debemos usar a = % = 2(%) g del quimicoAy b = % = 2(%) g del quimico B. En gene-
ral, para X gramos de C debemos usar

X 4
5 gramosde Ay 5 X gramos de B.
Las cantidades de A y B restantes en cualquier momento son entonces

50— X -2y
s Y 57

respectivamente.
Ahora sabemos que la velocidad a la cual se forma el compuesto C satisface

5 (s0- VY- )
d > 5 s

. . ., . . . e . . . 1
Para simplificar la operacion algebraica siguiente, dividimos el primer término entre 5 y
4 L. . . .
el segundo entre 5 y después introducimos la constante de proporcionalidad:

ax
— = k(250 — X)(40 — X).
dt
X
X=40
Mediante separacion de variables y fracciones parciales podemos escribir T T T T ees =
1/210 . 1/210 X kd 1
- = t. 1
250 - X 40 - X
Al integrar se tiene
t t t — 1
10 20 30 40
250 — X 250 — X
ln‘m‘ =210kt + ¢, o m = C26210kt. (10) a)
Cuando ¢ = 0, X = 0, entonces en este punto se deduce que ¢, = %. Aplicando X = 30 H(min) X
gent = 10, encontramos 210k = 15 In 3 = 0.1258. Con esta informacién resolvemos la )
ultima ecuacion dada en (10) para X: 10 30 (medidos)
15 34.78
1 — e 01%¥ 20 37.25
X(r) = 1000 25 — 4g 0128 (an 25 38.54
30 39.22
35 39.59

El comportamiento de X en funcién del tiempo se muestra en la figura 2.49. De la tabla
acompaiiante y de (11) resulta claro que X — 40 cuando r — o0. Esto significa que se b)
forman 40 gramos de compuesto C'y queda

Figura 2.49 X(t) empiezaen Oy

1 4
50—5(40)242gdeA y 32—§(40)=0gdeB. O

2.8 Modelos no lineales

se acerca a 40 conforme t aumenta
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Comentarios

puede evaluarse mediante logaritmos, tangente

u
La integral indefinida j 5 5
a —u

hiperbdlica inversa o cotangente hiperbélica inversa. Por ejemplo, de los dos resul-

tados
du 1 \u
=— 4 < 12
Ja2 — tanh e lul < a (12)
du 1 |a+u
=—1 +c, lul # 13
Jaz 2 nf—- c, lu a (13)

(12) podria ser conveniente para los problemas 15 y 24 de los ejercicios 2.8, mien-
tras que serfa preferible aplicar (13) al problema 25.

EJERCICIOS 2.8

Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-3.

Ecuacion |0g|’5tica Afio Poblacion (en millones)

1. La cantidad N(7) de supermercados que utilizan un sis- 1790 3.929
tema computarizado de cobro en cajas en todo el pais se 1800 5.308
describe mediante el problema de valor inicial 1810 7.240

dN 182 .
N _ N1 = 0.0005N), N(O) = 1. 820 9638
dt 1830 12.866
a) Utilice el concepto de retrato fase estudiado en la 1840 17.069
seccion 2.1 para predecir cudntos supermercados se 1850 23.192
espera que adopten el nuevo procedimiento durante
. . 1860 31.433
un largo periodo. Trace a mano una curva solucién
para el problema de valor inicial dado. 1870 38.558
b) Resuelva el problema de valor inicial y después uti- 1880 50.156
lice una herramienta de graficacién para verificar la 1890 62.948
curva solucién trazada en la parte a). ;Cudntas com- 1900 75.996
pafifas se espera que adopten la nueva tecnologia 1910 91.972
cuando ¢ = 10?

2. En cierta comunidad, la cantidad N(¢) de personas ex- 1920 105.711
puestas a una publicidad en particular esta regida por 1930 122.775
una ecuacién logistica. En un inicio N(0) = 500 y se 1940 131.669
observa que N(1) = 1000. Resuelva para N(7) si se pro- 1950 150.697

nostica que el ntimero limitante de personas que ve el
anuncio es de 50000.

3. Unmodelo de la poblacién P(f) que vive en un suburbio de
una gran ciudad estd dado por el problema de valor inicial
i = P(107" = 107’P), P(0) = 5000, . ] ] ]
dt Modificaciones de la ecuacion logistica
donde ¢ se mide en meses. ;Cudl es el valor limitante de
la poblacién? (En qué momento la poblacion serd igual

a una mitad de este valor limitante?

b) Elabore una tabla en la que se compare la poblacion
del censo real con la pronosticada por el modelo
formulado en la parte a). Compare el error y el por-
centaje de error para cada entrada par.

5. a) Sien un criadero de peces se cosecha una cantidad
constante & por unidad de tiempo, entonces un mo-
delo para la poblacién P(#) del criadero en el tiempo

4. a) Enlatablasiguiente se presentan datos de los censos t estd dado por
poblacionales practicados en Estados Unidos entre
1790 y 1950. Elabore un modelo logistico de po- dap = P(a — bP) — h, P(0) = P
blacién utilizando los datos de 1790, 1850 y 1910. dt ’ o
90 CAPITULO 2 Ecuaciones diferenciales de primer orden



donde a, b, h y P, son constantes positivas. Suponga
que a=5,b=1yh=4.Dado que la ED es aut6-
noma, use el concepto de retrato fase de la seccion
2.1 para trazar las curvas solucidn representativas
correspondientes a los casos Py >4, 1 <Py<4y0<
Py < 1. Determine el comportamiento de largo plazo
de la poblacién para cada caso.

b) Resuelva el PVI dado en la parte a). Verifique los
resultados de su retrato fase de la parte @) mediante
una herramienta de graficacion para trazar la grafica
de P(t) con una condicidn inicial tomada de cada
uno de los tres intervalos dados.

¢) Use la informacion de a) y b) para determinar si la
poblacién del criadero se extinguird en un tiempo
finito. De ser asi, determine ese tiempo.

Examine el modelo de cosecha del problema 5 tanto de

forma cualitativa como analitica en el caso de que a = 5,

b=1yh= 275. Determine si la poblacién se extingue

en un tiempo finito. Si es asi, determine ese tiempo.

Repitael problema6enelcasodequea=5,b=1,h=7.

a) Suponga que a = b = 1 en la ecuacion diferencial
de Gompertz (7). Como la ED es auténoma, use el
concepto del retrato fase de la seccion 2.1 para tra-
zar las curvas solucion representativas correspon-
dientes a los casos Py >ey 0 < Py<e.

b) Supongaquea = 1,b=-1en(7).Useunnuevoretra-
to fase para trazar las curvas solucion representativas
que correspondan a los casos Py>e 'y 0 < Py< e

¢) Encuentre una solucién explicita de (7) sujeta a
P(0) = P,,.

Reacciones quimicas

9.

10.

Dos productos quimicos A y B se combinan para formar
un nuevo producto quimico C. La tasa, o velocidad, de la
reaccion es proporcional al producto de las cantidades ins-
tantdneas de A y B que no se han convertido en el quimico
C. En un principio hay 40 gramos de A y 50 gramos de B,
y para cada gramo de B se usan 2 gramos de A. Se observa
que se forman 10 de gramos de C en 5 minutos. ;Cudnto
se forma en 20 minutos? ;Cudl es la cantidad limitante
de C después de un tiempo largo? ;Qué cantidad de los
quimicos A y B permanece después de un gran tiempo?
Resuelva el problema 9 si en un inicio estdn presentes
100 gramos del quimico A. {En qué tiempo el quimico
C estd a medio formar?

Diversos modelos no lineales

11.

Tanque cilindrico con fugas Un tanque cilindrico al
tope de su capacidad estd goteando agua por un orificio
circular localizado en su parte inferior. Como se vio en
(10) de la seccién 1.3, cuando se ignoran la friccion y la
contraccion del agua en el orificio, la altura /# de agua en

el tanque estd descrita por
dh A,
— = —V2gh,
dt A §
donde A,, y A, son las dreas representativas del agua y
del orificio, respectivamente.

w

a) Resuelva para A(¢) si la altura inicial del agua es H.
Trace a mano la grafica de /() y de su intervalo / de
definicion en términos de los simbolos A,,, A, y H.
Use g = 32 ft/s°.

b) Suponga que el tanque tiene 10 pies de altura, radio
de 2 pies, y que el agujero circular tiene radio de 3
pulgada. Si en un inicio el tanque estd lleno, ;cudnto
tiempo tardard en vaciarse?

12. Tanque cilindrico con fugas. Continuacién Cuando se

toman en cuenta la friccién y la contraccion del agua en
el orificio, el modelo desarrollado en el problema 11 se
convierte en

dh Ay

— = —c—V 2gh,

dt A,
donde 0 < ¢ < 1. ;Cudnto tardard en vaciarse el tanque
del problema 11b) si ¢ = 0.6? Vea el problema 13 en los
ejercicios 1.3.

13. Tanque conico con fuga Un tanque en forma de cono

cilindrico recto y lleno al tope, con el vértice hacia abajo,

estd goteando agua por un orificio circular localizado en

la parte inferior.

a) Suponga que el tanque tiene 20 pies de altura y radio
de 8 pies, y el orificio circular tiene radio de 2 pul-
gadas. En el problema 14 de los ejercicios 1.3 se le
pide demostrar que la ecuacion diferencial represen-
tativa de la altura & del agua que gotea de un tanque es

dh 5

dt 6 h3/2
En este modelo, la friccién y la contraccién del agua
en el orificio se tomaron en cuentaconc=0.6y g es
igual a 32 ft/s*. Vea la figura 1.30. Si el tanque estd
lleno al principio, ;cudnto tardard en vaciarse?

b) Suponga que el tanque tiene un dngulo de 60° en el
vértice, y el orificio circular tiene radio de 2 pulga-
das. Determine la ecuacién general que representa
la altura del agua. Use ¢ = 0.6 y g = 32 ft/s*. Si la
altura del agua es inicialmente de 9 pies, ;cudnto le
llevara al tanque vaciarse?

14. Tanque conico invertido Suponga que el tanque c6-

nico del problema 13a) esta invertido, como ilustra la
figura 2.50, y el agua gotea por un orificio circular, con
radio de 2 pulgadas, localizado en el centro de la base
circular. ;El tiempo que le lleva a este tanque lleno va-
ciarse serd el mismo que para el tanque del problema 13
cuyo vértice estd hacia abajo? Asuma que el coeficiente
de friccién/contraccién es de ¢ = 0.6 y g = 32 ft/s%.

Figura 2.50 Tanque
conico invertido del
problema 14
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15.

18.

92

Resistencia del aire  Una ecuacién diferencial que re-
presenta la velocidad v de una masa m que cae y esta
sujeta a la resistencia del aire, la cual es proporcional al
cuadrado de la velocidad instantanea, es

dv )
m ot mg — kv-,
donde k > 0 es una constante de proporcionalidad. La
direccion positiva es hacia abajo.
a) Resuelva esta ecuacion sujeta a la condicién inicial
v(0) = v,.
b) Use la solucion de la parte a) para determinar la velo-
cidad, limitante o terminal, de la masa. En el problema
39 de los ejercicios 2.1 vimos como determinar la ve-
locidad terminal sin resolver la ecuacion diferencial.
¢) Si la distancia s, medida desde el punto donde la
masa fue soltada por encima del suelo, estd relacio-
nada con la velocidad v mediante ds/dt = v(t), en-
cuentre una expresion explicita para s(7) si s(0) = 0.

. {Qué tan alto? Resistencia no lineal al aire Considere

la bala de cafién de 16 libras disparada verticalmente hacia
arriba y presentada en los problemas 34 y 35 de los ejer-
cicios 2.7, con velocidad inicial v, = 300 ft/s. Determine
la altura médxima que alcanza esta bala cuando se asume
que la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de
la velocidad instantanea. Asuma que la direccién positiva
es ascendente y que k = 0.0003. [Sugerencia: En el pro-
blema 15, modifique ligeramente la ED.]

Esa sensacion de hundimiento ) Determine una
ecuacion diferencial para la velocidad v(f) de una masa
m hundiéndose en el agua, la cual imparte una resisten-
cia que es proporcional al cuadrado de la velocidad ins-
tantdnea y también ejerce una fuerza flotante ascendente
cuya magnitud estd dada por el principio de Arquimedes.
Vea el problema 18 de los ejercicios 1.3. Asuma que la
direccion positiva es hacia abajo.

b) Resuelva la ecuacién diferencial determinada en la

parte a).
¢) Determine la velocidad limitante o terminal de la
masa hundiéndose.

Recolector solar La ecuacion diferencial
dy —x+Vx+y
dx y

describe la forma de una curva plana C que reflejard
todos los haces de luz entrantes al mismo punto y podria
ser un modelo del espejo de un telescopio reflectante,
una antena satélite o un recolector solar. Vea el proble-
ma 29 en los ejercicios 1.3. Hay varias formas de resol-
ver esta ecuacion diferencial.
a) Verifique si la ecuacién diferencial es homogénea
(vea la seccién 2.5). Demuestre que la sustitucién
y = ux resulta en

udu _ dx
Vi+2(1 - Vi+d)

Use un CAS (u otra sustitucion apropiada) para in-
tegrar el lado izquierdo de la ecuacién. Demuestre

19.

20.

Salida:

que la curva C debe ser una parabola con centro en
el origen y simétrica con respecto al eje x.
b) Demuestre que la primera ecuacién diferencial puede
resolverse mediante la sustitucién u = x> + y*.
Tsunami @) Un modelo simple de la forma de un
tsunami, u ola de la marea, esta dada por

o —wva—aw,
donde W(x) > 0 es la altura de la ola expresada en fun-
cién de su posicion relacionada con un punto en alta
mar. Mediante el analisis, encuentre todas las soluciones
constantes de la ecuacion diferencial.

b) Resuelva la ecuacion diferencial dada en la parte a).
Un CAS le podria ser de utilidad para efectuar la inte-
gracion.

¢) Use una herramienta graficadora para obtener las
graficas de todas las soluciones que satisfagan la
condicién inicial W(0) = 2.

Evaporacién Un estanque decorativo de exterior con

la forma de un taque hemisférico va a llenarse con agua

mediante una entrada de agua colocada en su parte in-
ferior. Suponga que el radio R del tanque es de 10 pies,

que el agua es bombeada hacia dentro a una tasa de 7

ft¥/min y que el tanque estd vacio al principio. Vea la

figura 2.51. A medida que el tanque se llena, pierde agua
por evaporacion. Asuma que la tasa de evaporacion es
proporcional al drea A de la superficie del agua y que la

constante de proporcionalidad es k = 0.01.

a) La tasa de cambio dV/dt del volumen de agua en el
tiempo ¢ es una tasa neta; usela para determinar una
ecuacion diferencial de la altura A del agua en el
tiempo ¢. El volumen del agua mostrado en la figura
es V= 7RI - % 7h?, donde R = 10. Exprese el 4drea
de la superficie del agua A = 777* en términos de .

b) Resuelva la ecuacion diferencial determinada en la
parte a). Grafique la solucidn.

¢) Si no hay evaporacién, jcudnto tiempo le tomara
llenarse al tanque?

d) Con evaporacion, ;cudl es la profundidad del agua
en el tiempo encontrado en la parte ¢)? ;Alguna vez
se llenard el tanque? Demuestre su aseveracion.

el agua se evapora R
a una tasa que es proporcional \

al drea A de la superficie
— \/T
<) —
b) Corte transversal del tanque

N

P

Entrada: el agua se bombea hacia

21.

dentro a una tasa de 7 ft3/min

Figura 2.51 Estanque

a) Tanque hemisférico examinado en el problema 20

Tareas para el laboratorio de computo

Recta de regresion Lea la documentacién de su CAS
que trata acerca de las nubes de puntos (o diagramas de
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22.

dispersion) y ajuste lineal de los minimos cuadrados. La
linea recta que se ajusta mejor a un conjunto de puntos
de datos se denomina recta de regresion o recta de mi-
nimos cuadrados. La tarea de usted es construir un mo-
delo logistico para la poblacién de Estados Unidos; en
este modelo tiene que definir la f(P) de la expresion (2)
como la ecuacién de una recta de regresion con base en
los datos poblacionales dados en la tabla del problema
4. Una forma de hacer esto es aproximar el lado derecho

1 dP
P ; de la primera ecuacién dada en (2) usando el co-

ciente de diferencia hacia delante en lugar de dP/dt:

P(t + h) — P(¢
oy = LD
(1) h
a) Elabore una tabla de los valores 7, P(f) y Q(f) usan-
dor=0, 10, 20, ..., 160 y h = 10. Por ejemplo, la
primera linea de la tabla debe contener r = 0, P(0) y
0Q(0). Con P(0) =3.929 y P(10) = 5.308,

0 1 P(10) — P(0)

0(0) P(0) 10
Observe que Q(160) depende de P(170), que es la
poblacién del censo para 1960. Busque este valor.

b) Use un CAS para obtener un diagrama de dispersion
de los datos (P(t), Q(t)) calculados en la parte a).
También use un CAS para encontrar una ecuacion
de la recta de regresion y sobreponer su gréfica al
diagrama de dispersion.

¢) Construya un modelo logistico dP/dt = Pf(P), donde
f(P) sea la ecuacion de la linea de regresioén encon-
trada en la parte b).

d) Resuelva el modelo producido en la parte c¢) me-
diante la condicion inicial P(0) = 3.929.

e) Useun CAS para obtener otro diagrama de dispersion,
esta vez de los pares ordenados (¢, P(t)) de su tabla
elaborada en la parte a). Con el CAS, sobreponga la
gréfica de la solucién d) al diagrama de dispersion.

f) Consiga los datos de los censos poblacionales esta-
dounidenses de 1970, 1980 y 1990. ;Qué poblacion
pronostica para esos afios el modelo logistico de la
parte ¢)? ;Qué anticipa el modelo para la poblacién
estadounidense P(f) cuando t — 00 ?

= 0.035.

Modelo de inmigracion ) En los ejemplos 3 y 4 de
la seccion 2.1, vimos que cualquier solucién P(7) de (4)
posee el comportamiento asintdtico P(f) — a/b cuando
t — oo para Py > a/by para 0 < P, < a/b; en consecuen-
cia, la solucién de equilibrio P = a/b se denomina atra-
yente. Use una aplicacion CAS para buscar raices (o una
calculadora grafica) y aproximar la solucién de equili-
brio del modelo de inmigracion

dP
— =P(1 — P) + 03¢ ",
dt ( ) ¢

b) Useunaherramienta graficadora para trazar la funcién
F(P) = P(1 — P) + 0.3¢”. Explique la forma en que
puede usarse la grafica obtenida para determinar si el
nimero que se encuentra en la parte @) es un atractor.

23.

24,

25.

¢) Use un programa de solucién numérica para compa-
rar las curvas solucidn a los problemas de valor inicial

dp

— =P —P),

i )
para Py =0.2'y Py = 1.2 con las curvas solucion de

los problemas de valor inicial

‘2—1: =P(1 —P)+03e”", P00) =P,
para P, = 0.2 y P, = 1.2. Sobreponga todas las cur-
vas sobre los mismos ejes coordenados, pero, si
fuera posible, utilice un color diferente para trazar
las curvas del segundo problema de valor inicial.
Sobre un periodo largo, ;qué incremento porcentual
en la poblacion pronosticard el modelo de inmigra-
cion comparado con el modelo logistico?

Todo lo que sube... En el problema 16, establezcamos

t, como el tiempo que le lleva a una bala de cafién alcan-

zar su altura maxima y z, como el tiempo que le toma caer

desde esa médxima altura hasta el suelo. Compare el valor
de 7, con el valor de ¢, y 1a magnitud del impacto de la ve-

locidad v; con la velocidad inicial v,. Vea el problema 46

en los ejercicios 2.7. Tal vez le seria ttil una aplicacién

CAS para buscar raices. [Sugerencia: Use el modelo del

problema 15 para cuando la bala de cafién va cayendo.]

Paracaidismo Una paracaidista va equipada con un

cronémetro y un altimetro. Ella abre su paracaidas 25

segundos después que sale del avidn, planeando a una

altitud de 20000 pies, y observa que su altitud es de

14800 pies. Asuma que la resistencia del aire es propor-

cional al cuadrado de la velocidad instantanea, la veloci-

dad inicial de la paracaidista a partir de que abandona el
avién es de cero y g = 32 ft/s”.

a) Encuentre la distancia s(r), medida desde el avidn,
que la paracaidista ha recorrido durante la caida libre
en el tiempo ¢. [Sugerencia: La constante de propor-
cionalidad & en el modelo dado en el problema 15
no esté especificada. Use la expresion de velocidad
terminal v, obtenida en la parte b) del problema 15
para eliminar k del PVI. Después resuelva para v,.]

b) (Qué tan lejos cae la paracaidista y cudl es su velo-
cidad en ¢ = 15 segundos?

Tocar fondo Un helicdptero sobrevuela a 500 pies por

encima de un gran tanque lleno de liquido (no agua). Un

objeto compacto denso que pesa 160 libras se deja caer

(desde el reposo) del helicoptero al liquido. Asuma que la

resistencia del aire es proporcional a la velocidad instanta-

nea v mientras el objeto estd en el aire y que el amortigua-
miento viscoso es proporcional a v después que el objeto
ha entrado al liquido. Para el aire, suponga k = i y para el
liquido k = 0.1. La direccion positiva es hacia abajo. Si el
tanque tiene 75 pies de altura, determine el tiempo y la
velocidad para el impacto cuando el objeto toca el fondo
del tanque. [Sugerencia: Piense en términos de dos proble-
mas de valor inicial distintos. Si emplea (13), tenga cuida-
do en eliminar el signo de valor absoluto. Debe comparar
la velocidad del objeto cuando toca el liquido —la veloci-
dad inicial para el segundo problema— con la velocidad
terminal v, del objeto cayendo a través del liquido.]

P(0) = P,
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2.9 Modelacion con sistemas de ecuaciones
diferenciales de primer orden

M Introduccion En esta seccién vamos a analizar modelos mateméticos basados en
algunos de los temas estudiados en las dos secciones anteriores. Esta seccion serd similar
ala 1.3 en cuanto a que s6lo analizaremos los sistemas de ecuaciones diferenciales de
primer orden como modelos matemadticos, pero no vamos a resolver ninguno de esos
modelos. Hay dos buenas razones por las que no resolveremos sistemas en este punto:
primero, ain no contamos con las herramientas matemadticas necesarias para resolver
sistemas; y segundo, algunos de los sistemas que estudiamos no se pueden resolver de
manera analitica. En el capitulo 10 examinaremos métodos de solucién para sistemas
de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden y para sistemas de ecuaciones dife-
renciales lineales de orden superior en los capitulos 3 y 4.

M Sistemas Hasta ahora todos los modelos mateméticos que hemos considerado han
sido ecuaciones diferenciales individuales. Una ecuacién diferencial individual puede
describir una sola poblacién de un entorno; pero si hay, digamos, dos especies en inter-
accion, y quiza en competencia, viviendo en el mismo entorno (por ejemplo, conejos y
zorros), entonces el modelo para sus poblaciones x(¢) y y(t) podria ser un sistema de dos
ecuaciones diferenciales de primer orden como

dx

- gt x,y)

d (D
y

ar = g&(t, x,y).

Cuando g, y g, son lineales en las variables x y y, es decir,

silt,x,y) =cix+ ey + i)y gt x,y) = cxx +cpy + (1),
se dice que (1) es un sistema lineal; y un sistema de ecuaciones diferenciales que no es
lineal se dice que es no lineal.

M Serie radiactiva En el andlisis del decaimiento radiactivo de las secciones 1.3 y
2.7, asumimos que la tasa de decaimiento era proporcional al nimero A(f) de nicleos
presentes en la sustancia en el tiempo ¢. Cuando una sustancia se desintegra por radiacti-
vidad, por lo general no se transmuta en una sustancia estable y entonces el proceso
concluye; mds bien, la primera sustancia se deteriora para convertirse en otra sustancia
radiactiva, la cual a su vez se deteriora en otra tercera sustancia radiactiva, y asi sucesiva-
mente. Este proceso, denominado serie para el decaimiento radiactivo, continia hasta
que se logra formar un elemento estable. Por ejemplo, la serie de decaimiento del uranio
es U-238 — Th-234 — ... — Pb-206, donde Pb-206 es un is6topo estable del plomo. Las
vidas medias de los diferentes elementos presentes en una serie radiactiva pueden ir
desde miles de millones de afios (4.5 X 10° afios para el U-238) hasta una fraccion de
segundo. Suponga una serie radiactiva descrita de manera esquematica por X —
Y —> Z donde k; = -\, <0y k, = -\, < 0 son las constantes de decaimiento de las
sustancias X y Y, respectivamente, y Z es un elemento estable. Suponga también que x(?),
(1) y z(f) denotan las cantidades restantes de las sustancias X, Yy Z, respectivamente, en
el tiempo . El decaimiento del elemento X se describe mediante

dx

dt
mientras que la tasa a la cual decae el segundo elemento, Y, es la tasa neta,

dy
E = AXx — Ay,

puesto que Y estd ganando atomos del decaimiento de X y al mismo tiempo pierde 4to-
mos debido a su propio decaimiento. Como Z es un elemento estable, simplemente estd
ganando dtomos del decaimiento del elemento Y:

dz

— = Ay
dt o4

= _)\lx,
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En otras palabras, un modelo de la serie para el decaimiento radiactivo para tres elemen-
tos es el sistema lineal de ecuaciones diferenciales de primer orden

dx
— = —Ax
dt
D= Ay @)
dt . 2
dz
- A'?\.-
dt -

B Mezclas Considere los dos tanques mostrados en la figura 2.52. Para fines de este
andlisis, suponga que el tanque A contiene 50 galones de agua en la cual se han disuelto
25 libras de sal, y que el tanque B contiene 50 galones de agua pura. Un liquido se bom-
bea hacia dentro y fuera de los tanques como indica la figura; se asume que el liquido
que se intercambia entre los dos tanques y el liquido bombeado hacia fuera del tanque B
estd mezclado perfectamente. Deseamos construir un modelo matemadtico para describir
la cantidad de libras x;(7) y x,(¢) de sal presente en los tanques A y B, respectivamente,
en el tiempo ¢.

Mediante un andlisis similar al de la pagina 24 en la seccién 1.3 y el ejemplo de la
seccién 2.7, vemos que la tasa neta de cambio de x,(¢) para el tanque A es

velocidad de entrada de la sal velocidad de salida de la sal
AL A
4 N\ N\
dx, . . X . X1
— = (3 gal/min) - (0 Ib/gal) + (1 gal/min) - { — Ib/gal | — (4 gal/min) - | — Ib/gal
dt 50 50
2 1
= _E x, + %xz.
De manera similar, para el tanque B, la tasa neta de cambio de x,() es
& Hh g R B2 2
dr 50 50 50 2571 257

Por lo tanto, obtenemos el sistema lineal

dx, 2 1
—=—-——x t—x
dt 25 50 3)
dx, 2 2
=—xX — =X
dt 25 25

Observe que el sistema anterior estd acompafiado de las condiciones iniciales x,(0) = 25,
Xx,(0) = 0.

B Un modelo depredador-presa Suponga que dos especies diferentes de animales
interactian dentro del mismo entorno o ecosistema, y suponga ademds que la primera
especie se alimenta solo de vegetales y que el tnico alimento de la segunda especie es la
primera especie. En otras palabras, una especie es el depredador y la otra la presa. Por
ejemplo, los lobos cazan al caribui que se alimenta de pasto, los tiburones devoran a los
peces pequefios y el buiho nival persigue a un roedor del artico que es conocido como rata
campestre. Para fines de este andlisis, imaginemos que los depredadores son zorros y las
presas conejos.

Digamos que x(#) y y(¢) denotan, respectivamente, las poblaciones de zorros y conejos
en el tiempo z. Si no hay conejos, entonces podriamos esperar que los zorros, al carecer
de un abasto adecuado de alimentos, disminuyan en niimero de acuerdo con

dx

" = —ax, a > 0. 4)

No obstante, cuando hay conejos en el entorno, parece razonable que el nimero de
encuentros o interacciones entre estas dos especies por unidad de tiempo sea conjunta-
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Agua pura Mezcla
3 gal/min 1 gal/min
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— —
Mezcla Mezcla
4 gal/min 3 gal/min
Figura 2.52 Tanques mezcladores
conectados
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Figura 2.53 La poblacion de
depredadores (negro) y presas
(color) parece ser periddica
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mente proporcional a sus poblaciones x y y, es decir, proporcional al producto xy. Por lo
tanto, cuando los conejos estan presentes hay provision de alimentos, y de este modo se
suman zorros al sistema a una tasa bxy, b > 0. Cuando sumamos esta dltima tasa a (4)
obtenemos un modelo para la poblacién del zorro

dx

— = —ax + bxy. 5

o y ®)
Por otro lado, donde no hay zorros, entonces los conejos podrian, en el supuesto de que
hubiese un abasto ilimitado de comida, aumentar a una tasa proporcional al nimero de
conejos presentes en el tiempo #:

Y d>0 ©)

a '
Pero cuando los zorros estan presentes, el modelo de la poblacién de conejos (6) dismi-
nuye de acuerdo con cxy, ¢ > 0, es decir, baja en funcién de la tasa a la cual los conejos
son comidos durante sus encuentros con los zorros:

— =dy — cxy. (7N

Las ecuaciones (5) y (7) constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales

dx
— = —ax + bxy = x(—a + by)
dt
, 3)
Ry (d - c)
— =dy — cxy = y(d — cx),
dt @ s

donde a, b, ¢ y d son constantes positivas. Este famoso sistema de ecuaciones se conoce
como modelo depredador-presa de Lotka-Volterra.

Salvo por dos soluciones constantes x(¢) = 0, y(¢) = 0y x(t) = d/c, y(t) = a/b, el sistema
no lineal (8) no puede resolverse en términos de funciones elementales. No obstante, pode-
mos analizar tales sistemas de manera cuantitativa y cualitativa. Vea los capitulos 6y 11.

Ejemplo 1 Modelo depredador-presa

Suponga que

dx

X _0.16x + 0.08
dt . 4
D _ 45— 00

= 45y — 0.9y

representa un modelo depredador-presa. Dado que estamos manejando poblaciones, te-
nemos x(¢) = 0, y(f) = 0. La figura 2.53, obtenida con ayuda de un programa de solucién
numérica, muestra las curvas de poblacién tipicas de los depredadores y presas de este
modelo sobrepuestas sobre los mismos ejes de coordenadas. Las condiciones iniciales
usadas fueron x(0) = 4, y(0) = 4. La curva en negro representa la poblacién x(7) del
depredador (zorros) y la curva en color la poblacién y(7) de la presa (conejos). Observe
que el modelo parece pronosticar que ambas poblaciones x(7) y y(f) son periddicas en el
tiempo. Esto es 16gico, pues a medida que el nimero de presas disminuye, llega un mo-
mento en que la poblaciéon depredadora también disminuye debido a la menor existencia
de alimento; pero relacionado con una disminucién en la cantidad de depredadores esta
un incremento en el nimero de presas; esto a su vez da origen a un mayor nimero de
depredadores, lo cual finalmente ocasiona otra disminucién en el nimero de presas. [}

M Modelos de competencia Ahora suponga que dos especies diferentes de animales
ocupan el mismo ecosistema no como depredador y presa, sino como competidores por
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la obtencién de los mismos recursos (como alimentos y espacio para habitar) presentes
en el sistema. En ausencia del otro, asumamos que la tasa a la que la poblacién crece estad
dada por

dx dy 9
— = ax — = ¢y,
r y y )

dt
respectivamente.

Dado que las dos especies compiten, otro supuesto podria ser que cada una de estas
tasas disminuye simplemente debido a la influencia, o existencia, de la otra. Por lo tanto,
un modelo de ambas poblaciones estd dado por el sistema lineal

dx
— =ax — by
dt
(10)
dy
— =cy — dx,

dt

donde a, b, ¢ y d son constantes positivas.

Por otra parte, debemos asumir, como lo hicimos en (5), que cada tasa de crecimiento
incluida en (9) disminuird en funcién de una tasa que sea proporcional al nimero de in-
teracciones entre ambas especies:

dx
= ax — bxy
dt
(11)
dy
— = cy — dxy.
dt

La observacién indica que este sistema no lineal es similar al modelo depredador-presa
de Lotka-Volterra. Por dltimo, serfa mds realista reemplazar las tasas de (9), las cuales
indican que en aislamiento la poblacién de cada especie crece de manera exponencial,
con tasas indicadoras de que cada poblacion crece en forma logistica (es decir, durante
un largo periodo la poblacién estd acotada):

dx dy

2 2
—=ax — bx — = a,y — byy".
d 1 1 y dr 2y 2y (12)
Cuando las nuevas tasas disminuyen en funcién de las tasas que son proporcionales al
nimero de interacciones, obtenemos otro modelo no lineal

dt
dy

— = a4y byy” — coxy = y(a, — by — ¢x),
At

N
=ax — bx* — cxy = x(a; — bix — ¢yy)

13)

donde todos los coeficientes son positivos. El sistema lineal (10) y los sistemas no linea-
les (11) y (13) son, desde luego, modelos de competencia.

B Redes Una red eléctrica con mas de una malla también da origen a ecuaciones di-
ferenciales simultdneas. Como se muestra en la figura 2.54, la corriente i;(¢) se divide en
las direcciones mostradas en el punto B, llamado punto de ramificacion de la red. Por la
primera ley de Kirchhoff podemos escribir

i(1) = ir(t) + i5(0). (14)

Ademads, también podemos aplicar la segunda ley de Kirchhoff a cada malla. Para la
malla A,B;B,A,A,, al sumar las caidas de voltaje de cada parte del circuito se tiene

E(f) = i\R, + L, m + LR, (15)
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Figura 2.54 Red cuyo modelo se

presenta en las ecuaciones (17)
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De manera similar, para el lazo A;B,C,C,B,A,A, encontramos

. diy
E(f)=iR, + L,—. (16)
dt
Si usamos (14) para eliminar i; en (15) y (16), se producen dos ecuaciones lineales de
primer orden para las corrientes i,(t) e i5(7):

[{i7
L, 7 + (R, + Ry)i, + Ri; = E(1)
a
17

3 Zo
2 It 12 113

Dejamos esto como un ejercicio (vea el problema 14 en los ejercicios 2.9) para mos-
trar que el sistema de ecuaciones diferenciales que describen las corrientes i,(f) e i,(f) en
la red que contiene un resistor, un inductor y un capacitor, y estd ilustrada en la figura

Figura 2.55 Red cuyo modelo

est4 dado en el sistema (18) 2.55, es
di
L— + Ri, = E(t)
dt
di, (18)
RCZ2 44, —i =0,
dt

Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-4.

. EJERCICIOS 2.9

serd el sistema de ecuaciones diferenciales si, en lugar
de agua pura, se bombea hacia dentro del tanque A una
solucion salina que contiene 2 libras de sal por galén?

Serie radiactiva

1. No hemos analizado métodos que permitan resolver ecua-
ciones diferenciales de primer orden. No obstante, siste-
mas tales como (2) se pueden resolver sin saber otra cosa
mds que la forma de solucionar una sola ecuacion lineal
de primer orden. Encuentre una solucién para (2) sujeta a
las condiciones iniciales x(0) = x,, y(0) = 0, z(0) = 0.

6. Use la informacién dada en la figura 2.56 para construir
un modelo matemadtico para la cantidad de libras de sal
x1(0), x5(1) y, x5(t) presentes en el tiempo 7 en los tanques
A, By C, respectivamente.

2. Enel problema 1, suponga que el tiempo se mide en dias,

que las constantes de desintegracién son k; = —0.138629 Agua pura Mezcla Mezcla
. 4 gal/min 2 gal/min 1 gal/min
y k, =-0.004951, y que x, = 20. Use una herramienta de

graficacion para obtener las grificas de las soluciones
x(1), y(t) y z(t) en el mismo conjunto de ejes coordena-
dos. Utilice las graficas para aproximar las vidas medias
de las sustancias X y Y.

3. Use las graficas obtenidas en el problema 2 para aproxi-
mar los tiempos en que las cantidades x(7) y y(f) son las
mismas, los tiempos en que las cantidades x(¢) y z(¢) son
las mismas, y los tiempos en que las cantidades y(f) y
z(t) son las mismas. ;Por qué el tiempo determinado
cuando las cantidades y(¢) y z(f) son las mismas parece
ser intuitivamente 16gico?

Mezcla
4 gal/min

Mezcla
5 gal/min

Mezcla
6 gal/min

Figura 2.56 Tanques mezcladores para el problema 6

7. Dos tanques muy grandes, A y B, se llenan parcialmente
con 100 galones de salmuera cada uno. En un inicio, se
disuelven 100 libras de sal en la solucion del tanque A y
otras 50 libras de sal en la solucién del tanque B. El siste-
ma es cerrado y el liquido, perfectamente mezclado, s6lo
se bombea entre los tanques, como indica la figura 2.57.

4. Construya un modelo matemético para una serie radiac-
tiva de cuatro elementos W, X, Y'y Z, donde Z es un ele-
mento estable.

Mezclas

5. Considere dos tanques, A y B, a los que se les bombea

a) Use la informacién dada en la figura para construir
un modelo matematico para la cantidad de libras de
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liquido hacia fuera y hacia dentro a la misma velocidad,
tal como lo describe el sistema de ecuaciones (3). ;Cual

sal x,(¢) y x,(¢) presente en el tiempo ¢ en los tanques
Ay B, respectivamente.
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b) Encuentre una relacion entre las variables x,(1) y  Modelos de competici()n
x,(f) que se mantenga en el tiempo ¢. Explique por

< - ‘- p 10. Considere el modelo de competicion definido por
qué esta relacidn es logica, y usela para encontrar

la cantidad de sal presente en el tanque B en ¢ = 30 dx
minutos. i x(2 — 04x — 0.3y)
dy
Mezcla A _ _
3 gal/min a7 (1= 0.1y = 0.3x),

donde las poblaciones x(¢) y y(#) estin medidas en miles
y t en afios. Use un programa de solucién numérica para
analizar las poblaciones durante un periodo largo en
cada uno de los siguientes casos:

a) x(0)=1.5, y0)=3.5

Mezcla by x(0)=1, ¥0) =1
2 gal/min c) x(0) =2, ¥0) =7
Figura 2.57 Tanques mezcladores para el problema 7. d) x0)=45, y0)=05

11. Considere el modelo de competicién definido por

8. Tres tanques grandes contienen salmuera, como lo dx
muestra la figura 2.58. Use la informacién de esa figura dr (1 = 0.1x = 0.05y)
para construir un modelo matemadtico de la cantidad de dy
libras de sal x,(f), x,(f) y x3(f) presentes en el tiempo ¢ en u = y(1.7 = 0.1y — 0.15x),

los tanques A, B y C, respectivamente. Sin resolver el
sistema, pronostique los valores limitantes de x,(7), x,(f)

donde las poblaciones x(¢) y y(¢) estin medidas en miles
y x3(¢) cuando t — o0.

y t en afos. Use un programa de solucién numérica para
analizar las poblaciones durante un periodo largo en
Agua pura cada uno de los siguientes casos:

4 gal/mi
o a) x0)=1, y0) =1

O - by x0) =4,  y0)=10

o x0)=9, y0)=4

A B ©
200 gal 150 gal 100 gal d) x(0)=55, y0)=35
= = — _ Redes
Mezcla Mezcla Mezcla . . . .
4 gal/min 4 gal/min 4 gal/min 12. Demuestre que un sistema de ecuaciones diferenciales
que describe las corrientes i,(f) e i3(f) en la red eléctrica
Figura 2.58 Tanques mezcladores para el problema 8 de la figura 2.59 es
di di
L=+ L—+ R, = E(Y)
Modelos depredador-presa e di
9. Considere el modelo depredador-presa de Lotka-Volterra - R, @ + R, % + li3 = 0.
definido por dt d C
dx
— = —0.1x + 0.0
o X 2xy

D 02y — 0.025
0 2y .025xy,

donde las poblaciones x() (depredadores) y y(¢) (presas)
se miden en miles. Suponga que x(0) =6y y(0) = 6. Use

un programa de solucién numérica para graficar x(f) y Figura 2.59  Red eléctrica para el problema 12

y(t). Emplee gréificas para aproximar el tiempo ¢ > 0

cuando las dos poblaciones son iguales al principio. Use 13. Determine un sistema de ecuaciones diferenciales de
las graficas para aproximar el periodo de cada pobla- primer orden que describa las corrientes i,(f) e i;(f) en la
cién. red eléctrica de la figura 2.60.
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Figura 2.60 Red eléctrica para el problema 13

14. Demuestre que el sistema lineal dado en (18) descri-

be las corrientes i,(f) e i,() en la red de la figura 2.55.
[Sugerencia: dq/dt = i5.]

Diversos modelos matematicos

15.

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 2

Modelo SIR Una enfermedad contagiosa se propaga
por toda una pequefia comunidad, con poblacién fija de
n personas, mediante el contacto entre individuos infec-
tados y personas susceptibles a la enfermedad. Suponga
que en un principio nadie es susceptible a la enfermedad
y que nadie abandona la comunidad mientras se pro-
paga la epidemia. En el tiempo ¢, digamos que s(%), i(?)
y r(t) denotan, a su vez, la cantidad de personas de la
comunidad (medida en cientos) que son susceptibles a
la enfermedad pero ain no se han infectado, la cantidad
de personas infectadas conlaenfermedad, y lacantidad de
personas ya recuperadas de la enfermedad. Explique por
qué el sistema de ecuaciones diferenciales

16.

ds

E = _klsi

di . :
a = —kyi + kysi
dr .

E = k2l,

donde k, (la tasa de infeccion) y k, (1a tasa de recupera-
cion) son constantes positivas, es un modelo matemético
razonable, comunmente llamado modelo SIR (susceptible,
infectado, recuperado), para la propagacion de la epidemia
entre la comunidad. Mencione algunas condiciones inicia-
les convincentes asociadas con este sistema de ecuaciones.

a) En el problema 15, explique por qué es suficiente
analizar s6lo

ds .
E = —k;si

i
é = —kyi + kysi.

b) Suponga que k; = 0.2, k, = 0.7 y n = 10. Elija los
diferentes valores de i(0) = iy, 0 < i, < 10. Use un
programa de solucién numérica para determinar qué
pronostica el modelo acerca de la epidemia en los
dos casos sy > ko/k; y 5o = ky/k,. En el caso de una
epidemia, estime el nimero de personas que final-
mente resultaran infectadas.

Las respuestas a los problemas impares
seleccionados comienzan en la pagina RESP-4.

En los problemas 1 y 2, llene los espacios en blanco.

1.

LaED y' —ky = A, donde k y A son constantes, es aut6-
noma. El punto critico___de laecuacibnesun
(atractor o repulsor) para k >0y un _____ (atractor o
repulsor) para k < 0.

d
El problema de valor inicial x d_y — 4y = 0,y(0) = k,
X

tiene infinidad de soluciones para k =
solucién para k =

y ninguna

En los problemas 3 y 4, construya una ecuacién diferencial
auténoma de primer orden dy/dx = f(x) cuyo retrato fase con-
cuerde con la figura dada.

3.

Figura 2.61 Retrato fase
para el problema 3
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y . y

Figura 2.62 Retrato fase
para el problema 4

5,

El ndmero 0 es un punto critico de la ecuacion diferen-
cial auténoma dx/dt = X", donde n es un entero positivo.
(Para qué valores de n el 0 es asintéticamente estable,
semiestable e inestable? Repita el procedimiento para la
ecuacion dx/dt = —x".

Considere la ecuacion diferencial

dP

——— f(P), donde f(P)= —0.5P®— 1.7P + 3.4.
La funcién f(P) tiene un cero real, como indica la figura
2.63. Sin intentar resolver la ecuacién diferencial, esti-
me el valor de lim, _,., P(?).

Figura 2.63 Grafica para el
problema 6

CAPITULO 2 Ecuaciones diferenciales de primer orden



7.

La figura 2.64 es una porcién del campo de direccio-
nes de una ecuacion diferencial dy/dx = f(x, y). Trace a
mano dos curvas solucién distintas, una que sea tangente
al elemento lineal mostrado en negro y la otra tangente
al elemento lineal mostrado a color.

En los problemas 9 a 16, resuelva las ecuaciones diferenciales

dadas.
9.

10.

11.

12.

13.

14.
15.
16.

Figura 2.64 Campo de
direcciones para el problema 7

Clasifique cada ecuacién diferencial en cuanto a si es sepa-
rable, exacta, lineal, homogénea o de Bernoulli. Quiza al-
gunas ecuaciones sean de mas de un tipo. No las resuelva.

dy x—y dy 1
a) — = by —=
dx X dx y—x
dy dy 1
+1) ==y +10 d) —=—
o (x )dx Y 9 dx  x(x —y)
dy _y+y dy
— = — = 5y +y*
¢ dx x>+ x H dx yory
dy
g ydx = (y — xy%) dy h) xd—x=ye"’ —x
D xyy + ¥y =2x ) 2xyy 4y =24

k) ydx + xdy =0

2
D <x2 + 7}1) dx = (3 — Inx?) dy

dy x
— =4
m) dx Yy

Y ldiy_i_ er3+)rz

—+1 =0
X ") X% dx

(y* + 1) dx = ysec*xdy
y(Inx — Iny) dx = (xlnx — xlny — y) dy
(6x + l)yzj—i} +37 +2y° =0
dx 4y* + 6xy
dy 3P+
do

t—
dt

Cx+y+ 1y =1
(* + 4) = (2x — 8xy) dx
(212cosfsenf + rcosh) do +

(47 + sen @ — 2rcos?0)dr =0

+ Q = 'Int

CAPITULO 2 Ejercicios de repaso

En los ejercicios 17 y 18, resuelva el problema de valor inicial y
diga cudl es el intervalo / mds grande en el que la solucién esta
definida.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

T

d
senxﬁ + (cosx)y = 0, y(?) =

a ¥(0) = 1

-2

+2(t+ 1)y* =0,
i ( )y

8

Sin resolver, explique por qué el problema de valor
inicial

a)
@b _
dx - \/_’ )’(xo)

no tiene solucién para y, < 0.

= Yo»

b) Resuelva el problema de valor inicial dado en la
parte a) para y, > 0 y encuentre el intervalo / mds

grande en el cual estd definida la solucion.

Encuentre una solucién implicita del problema de
valor inicial

a)

&y _y-x

- - -\V2.

Encuentre una solucién explicita del problema dado
en la parte a) y proporcione el intervalo / mds gran-
de enel cual estd definidala solucién. Tal vez le sea de
utilidad una herramienta graficadora.

. (1) =

b)

Las gréficas de algunos miembros de una familia de so-
luciones para una ecuacién diferencial de primer orden
dyldx = f(x, y) se muestran en la figura 2.65. La grafica
de una solucién implicita G(x, y) = 0 que atraviesa los
puntos (1, —1) y (-1, 3) se muestra en negro. Con lapices
de color, trace las curvas solucion de las soluciones y =
y1(x) y ¥ = y»(x) definidas por la solucién implicita y,(1)
= -1y y,(-1) = 3. Estime el intervalo I en el que esta
definida cada solucidn.

Figura 2.65 Grafica
para el problema 21

Use el método de Euler con el tamafio del paso i = 0.1
para aproximar y(1.2) donde y(x) es una solucién del
problema de valor inicial y' = 1 + xVy, y(1) =9.

En marzo de 1976, la poblacién mundial alcanzé los 4 000
millones de personas. Una popular revista de noticias an-
ticipé que, con una tasa de crecimiento anual promedio
del 1.8%, 1a poblacién mundial serfa de 8 000 millones en
45 afos. ;Como se compara este valor con el pronostica-
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24.

25.

26.

27.

28.
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do por el modelo segtin el cual la tasa de incremento es
proporcional a la poblacién en cualquier tiempo #?

Al interior de una habitacién cuyo volumen es de 8000
pies cuibicos se bombea aire que contiene 0.06% de
diéxido de carbono. Se introduce a la habitacién un
flujo de aire a una velocidad de 2000 pies*/min y se
extrae el aire circulante a la misma velocidad. Si hay
una concentracion inicial de 0.2% de diéxido de car-
bono, determine la cantidad posterior presente en la
habitacién en cualquier momento. ;Cudl es la concen-
tracién de estado de equilibrio del diéxido de carbono?

Resuelva la ecuacion diferencial
by_ oy
dx A/ S2 _ yZ
de la tractriz. Vea el problema 28 en los ejercicios 1.3.

Asuma que el punto inicial en el eje y es (0, 10) y la lon-
gitud de la cuerda mide x = 10 pies.

Suponga que una cé€lula estd suspendida en una solucién
que contiene un soluto de concentracién constante C,.
Suponga ademds que la célula tiene un volumen constan-
te V'y el area de su membrana permeable es la constante
A. Mediante 1a ley de Fick, la tasa de cambio de su masa
m es directamente proporcional al area A y la diferencia
C, — C(1), donde C() es la concentracion del soluto en el
interior de la célula en cualquier tiempo ¢. Encuentre C(7)
sim=V-C(t)y C(0) = C,. Vea la figura 2.66.

moléculas de soluto . .
difundiéndose a través F1gura 2.66 Célula para

__ dela membrana celular | problema 26

Suponga que a medida que un cuerpo se enfria, la tem-
peratura de su medio circundante aumenta debido a que
absorbe completamente el calor perdido por el cuerpo.

Sean 7(¢) y T,,(¢) las temperaturas del cuerpo y del medio

en el tiempo ¢, respectivamente. Si las temperaturas ini-

ciales son T para el cuerpo y T, para el medio, entonces
puede mostrarse que en este caso la ley de Newton para
el enfriamiento es d7/dt = k(T - T,), k <0, donde T,, =

T, + B(T, = T), B > 0 es una constante.

a) La ED anterior es auténoma. Use el concepto de re-
trato fase visto en la seccion 2.1 para determinar el
valor limitante de la temperatura 7(f) cuando r — oo.
(Cuadl es el valor limitante de 7,,(f) cuando t — oco?

b) Verifique sus respuestas a la parte a) resolviendo
realmente la ecuacién diferencial.

¢) Plantee una interpretacion fisica de sus respuestas a
la parte a).

De acuerdo con la ley de Stefan para la radiacién, la

temperatura absoluta de un cuerpo enfridndose en un

medio a temperatura constante 7,, estd dada por

dr

— = KT - T,),

= kT )
donde k& es una constante. La ley de Stefan puede usarse
en un rango de temperatura mayor que el de la ley de

Newton para el enfriamiento.
a) Resuelva la ecuacion diferencial.

b) Muestre que cuando 7 — T,, es pequefia en compara-
cion con 7, la ley de Newton para el enfriamiento
se aproxima a la ley de Stefan. [Sugerencia: Piense
en serie binomial del lado derecho de la ED.]

29. Un circuito LR en serie tiene un inductor variable con la

inductancia definida por

1
1——t 0=:<10
10

Encuentre la corriente i(¢) si la resistencia es de 0.2 ohms,
el voltaje aplicado es E(f) = 4 e i(0) = 0. Grafique i(?).

30. Un problema cldsico en el cdlculo de variaciones es
encontrar la forma de una curva 6 tal como la de una
cuenta, bajo la influencia de la gravedad, que se desli-
zard desde el punto A(0, 0) hasta el punto B(x;, y;) en
el tiempo minimo. Vea la figura 2.67. Se puede mostrar
que una ecuacidn diferencial no lineal para la forma y(x)
de la trayectoria es y[1 + (y")*] = k, donde k es una cons-
tante. Primero resuelva para dx en términos de y y dy, y
después use la sustitucién y = k sen’§ para obtener una
forma paramétrica de la solucién. La curva 6 resulta ser
un cicloide.

A(0, 0) N
cuenta
4
mg B(xy, y)
y

Figura 2.67 Cuenta deslizadndose, problema 30

La clepsidra, o reloj de agua, era un dispositivo usado por
los antiguos egipcios, griegos, romanos y chinos para medir
el paso del tiempo mediante la observacion del cambio en la
altura de agua que se permitia fluir por un pequefio orificio
localizado en la parte inferior de un recipiente o tanque. En los
problemas 31 a 34, use la ecuacion diferencial (vea los proble-
mas 11 a 14 de los ejercicios 2.8),

dh A,

ot

dt A
como un modelo para la altura 4 del agua contenida en un tan-
que en el tiempo 7. Asuma que en cada uno de esos problemas
h(0) = 2 pies corresponde al agua de la parte superior del tan-
que, el orificio del fondo es circular con radio de % pulgadas,
g=321t/s*y c=0.6.

2gh

w
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31.

32.

Suponga que un tanque estd hecho de vidrio y tiene la
forma de un cilindro de 1 pie de radio. Encuentre la altu-
ra h(t) del agua.

Para el tanque del problema 31, ;qué tan arriba de su
fondo debe hacerse una marca en uno de sus lados,
como se muestra en la figura 2.68, que corresponda al
paso de 1 hora? Continde y determine dénde colocar
las marcas correspondientes al transcurso de 2 horas,
3 horas,..., 12 horas. Explique por qué estas marcas no
estan espaciadas de manera uniforme.

Figura 2.68 Clepsidra para el problema 32

33.

Suponga que el tanque de vidrio tiene la forma de un
cono con cortes transversales circulares como lo muestra
la figura 2.69. ;Puede este reloj de agua medir 12 inter-
valos de tiempo de duracién igual a una hora? Explique
mediante los cdlculos matematicos correctos.

Figura 2.69 Clepsidra del problema 33

34,

35.

Suponga que r = f(h) define la forma de un reloj de agua
para el cual las marcas de tiempo estdn espaciadas de
manera uniforme. Use la ecuacién diferencial anterior
para encontrar f(h) y trace una grafica tipica de & en fun-
cién de r. Asuma que el drea transversal A, del orificio
es constante. (Sugerencia: En esta situacion, dh/dt = —a,
donde a > 0 es una constante.)

Un modelo de las poblaciones de dos especies animales
que interaccionan entre si es

dx

i kx(a — x)
dy

— = kyxy.

dt 2XY

Resuelva para x y y en funcién de ¢.

36. En un inicio, hay dos tanques grandes, A y B, cada uno
con 100 galones de salmuera. El liquido perfectamente
mezclado se bombea entre los tanques como ilustra la
figura 2.70. Use la informacién dada en la figura para
construir un modelo matematico de la cantidad de libras
de sal x,(#) y x,(¢) contenidas en el tiempo ¢ en los tan-
ques A y B, respectivamente.

2 Ib/gal Mezcla
7 gal/min 5 gal/min

Mezcla Mezcla Mezcla
3 gal/min 1 gal/min 4 gal/min

Figura 2.70 Tanques mezcladores para el problema 36

Cuando todas las curvas de una familia G(x, y, ¢;) = 0 interse-
can ortogonalmente a todas las curvas de otra familia H(x, y,
¢,) =0, se dice que las familias son trayectorias ortogonales
entre si. Vea la figura 2.71. Si dy/dx = f(x, y) es la ecuacién di-
ferencial de una familia, entonces la ecuacion diferencial para
las trayectorias ortogonales de esta familia es dy/dx = —1/f(x, y).
En los problemas 37 y 38, encuentre la ecuacién diferencial de
la familia dada, asi como la trayectoria ortogonal de esta fami-
lia. Use una herramienta graficadora para trazar ambas familias
en el mismo conjunto de ejes coordenados.

H(x,y,cp) =0

Figura 2.71 Trayectorias ortogonales

37. y=—x—1+ ¢

38. y=
Y X+ ¢
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CAPITULO

Ecuaciones diferenciales
de orden superior

I Estructura del capitulo

3.1 Teoria preliminar: ecuaciones lineales
3.1.1  Problemas de valor inicial y de valores en la frontera
3.1.2 Ecuaciones homogéneas
3.1.3 Ecuaciones no homogéneas
3.2 Reduccion de orden
3.3 Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes
3.4 Coeficientes indeterminados
3.5 Variacion de parametros
3.6 Ecuacion de Cauchy-Euler
3.7 Ecuaciones no lineales
3.8 Modelos lineales: problemas de valor inicial
3.8.1 Sistemas resorte-masa: movimiento libre no amortiguado
3.8.2 Sistemas resorte-masa: movimiento libre amortiguado
3.8.3 Sistemas resorte-masa: movimiento forzado
3.8.4 Circuito en serie analogo
3.9 Modelos lineales: problemas de valores en la frontera
3.10 Modelos no lineales
3.11 Resolucidén de sistemas de ecuaciones lineales
Ejercicios de repaso del capitulo 3

J

Ahora nos ocuparemos de las ecuaciones diferenciales (ED) de segundo
orden y de orden superior. En las primeras seis secciones de este capitulo
examinaremos una parte de la teoria basica de las ED lineales y los mé-
todos para resolver ciertos tipos de ecuaciones lineales. Después, en la
seccion 3.7, estudiaremos las dificultades que rodean a las ED no lineales
de orden superior y algunos métodos que producen soluciones analiticas
para tales ecuaciones. El capitulo finaliza con modelos matematicos li-
neales y no lineales de orden superior (secciones 3.8 a 3.10) y con el pri-
mero de varios métodos que se consideraran en la resolucion de sistemas
de ecuaciones diferenciales lineales (seccién 3.11).
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3.1 Teoria preliminar: ecuaciones lineales )

M Introduccion Ahora estudiaremos las ecuaciones diferenciales de segundo orden o
de orden superior. En esta seccion examinaremos una parte de la teoria en que se basan las
ecuaciones diferenciales lineales. Despu€s, en las cinco secciones siguientes, aprendere-
mos como resolver ecuaciones diferenciales lineales de orden superior.

m Problemas de valor inicial y de valores
en la frontera

M Problema de valor inicial En la seccién 1.2 definimos un problema de valor inicial
para una ecuacion diferencial de n-ésimo orden. Para una ecuacién diferencial lineal, un
problema de valor inicial de n-ésimo orden es

d'y daly dy

Resolver: a, (x) =+ a,_(x) === + -+ + a;(x) = + ay(x)y = g(x)
dx" dx" dx

Sujeto a: y(xo) = Yo ¥'(%0) = ¥ .\"(’”71‘)(3"0) = Yu-1- (D

Recuerde que para un problema como éste buscamos una funcién definida en algin
intervalo I que contenga una x, que satisfaga la ecuacion diferencial y las n condiciones
iniciales especificadas en xq: y(xg) = o, ¥'(X) = Y1» -+ .» ¥~ P(xp) = v,_ ;. Ya hemos
visto que en el caso de un problema de valor inicial de segundo orden, una curva solu-
cion deberd atravesar el punto (x,, y,) y tener una pendiente y, en ese punto.

B Existencia y unicidad En la seccién 1.2 enunciamos un teorema que establecié las
condiciones bajo las cuales la existencia y unicidad de una solucién a un problema de valor
inicial de primer orden estaban garantizadas. El teorema siguiente ofrece las condiciones
suficientes para la existencia de una solucion unica del problema presentado en (1).

Existencia de una solucion dnica

Digamos que a,(x), a,_ (%), . . . , a;(x), ayp(x) y g(x) son continuas en un intervalo 7, y
que a,(x) # 0 para toda x presente en este intervalo. Si x = x, estd en cualquier punto
de este intervalo, entonces en el intervalo existird una solucion y(x) para el problema de
valor inicial (PVI) (1) y serd unica.

Ejemplo 1 Solucion Gnica de un PVI
El problema de valor inicial

3y"+5" -y +7y=0, y1)=0, y(1)=0, y(1)=0
posee la solucioén trivial y = 0. Dado que la ecuacién de tercer orden es lineal con coefi-
cientes constantes, se deduce que todas las condiciones del teorema 3.1 se cumplen. Por
lo tanto, y = 0 serd la #inica solucién en cualquier intervalo que contenga x = 1. a

Ejemplo 2 Solucion Gnica de un PVI

2x

Verificar que la funcién y = 3¢* + ¢ > — 3x es una solucién del problema de valor inicial
y' =4y = 12x, y(0) = 4, y'(0) = 1. Ahora, la ecuacién diferencial es lineal, tanto los
coeficientes como g(x) = 12x son continuos, y a,(x) = 1 # 0 en cualquier intervalo I que
contenga a x = 0. Con base en el teorema 3.1 concluimos que la funcién dada es la dnica
solucion en /. a

En el teorema 3.1, ambos requerimientos de que ai(x), i = 0, 1, 2, ..., n sea continua

y a,(x) # 0 para toda x en / son importantes. Especificamente, si a,(x) = 0 para alguna x
presente en el intervalo, entonces la solucién de un problema de valor inicial lineal quiza

3.1 Teoria preliminar: ecuaciones lineales
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Figura 3.1 Las curvas coloreadas son

soluciones de la ED

%

(b, y1)
@0 N

e 1 ——>]

las soluciones de un PVF

Figura 3.2 Un PVF puede tener

muchas soluciones
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no sea unica o ni siquiera exista. Por ejemplo, usted debera verificar que la funcién y =
cx? + x + 3 sea una solucién del problema de valor inicial

xzy”— 2xy'+2y=6, y0)=3, y'(0) =1

en el intervalo (—00, c0) para cualquier eleccidn del pardmetro c. En otras palabras, no
existe una solucién unica para el problema. Aunque la mayoria de las condiciones del
teorema 3.1 se satisfacen, las dificultades evidentes son que a,(x) = x* es cero en x = 0
y que las condiciones iniciales también se imponen en x = 0.

M Problema de valores en la frontera Otro tipo de problema consiste en resolver una
ecuacion diferencial de segundo orden o mayor en la cual la variable dependiente y, o sus
derivadas, esté especificada en puntos diferentes. Un problema como

d*y dy

Resolver:  a,(x) — + a,(x) — + ay(x)y = g(x)
dx* dx

Sujeto a:  y(a) = y,, v(b) =y

se denomina problema de valores en la frontera (PVF). Los valores prescritos y(a) =
Yo Y ¥(b) = y, se conocen como condiciones de frontera. Una solucién del problema
anterior es una funcién que satisface la ecuacion diferencial en algun intervalo 7, el cual
contiene a y b, y cuya grafica atraviesa los puntos (a, y,) y (b, y;). Vea la figura 3.1.
Para una ecuacion diferencial de segundo orden, otros pares de condiciones de fron-
tera podrian ser
y'(@)=yo. y(b)=y
y@ =y, y'(b) =y
y'(@) =y y'(b)=y.
donde y, y y, denotan constantes arbitrarias. Estos tres pares de condiciones son sélo
casos especiales de las condiciones de frontera generales
a;y(@) +B1y'(a) =y,
oy y(b) + B, y'(b) = .
El siguiente ejemplo muestra que incluso cuando se cumplen las condiciones del teo-

rema 3.1, un problema de valores en la frontera puede tener varias soluciones (tal como
sugiere la figura 3.1), una solucién tnica, o ninguna solucién en absoluto.

Ejemplo 3 Un PVF puede tener una, ninguna o varias soluciones

En el ejemplo 4 de la seccién 1.1 vimos que la familia de soluciones de dos pardmetros
de la ecuacién diferencial x” + 16x = O es

X = ¢, cos 4t + ¢, sen 4t. 2)

a) Suponga que ahora deseamos determinar la solucién de la ecuaciéon que satisfa-
ga ademds las condiciones de frontera x(0) = 0, x(7/2) = 0. Observe que la primera
condicién 0 = ¢, cos 0 + ¢, sen 0 implica que ¢; = 0, de manera que x = ¢, sen 4¢. Pero
cuando ¢ = /2, 0 = ¢, sen 27 se satisface por cualquier eleccién de ¢, dado que sen
27 = 0. Por lo tanto, el problema de valores en la frontera

X"+ 16x =0, x(0) =0, x<§> =0 3)

tiene un nimero infinito de soluciones. La figura 3.2 muestra las graficas de algunos de
los miembros de la familia de un pardmetro x = ¢, sen 4¢ que atraviesan los dos puntos
0,0)y (m/2,0).

b) Si el problema de valores en la frontera dado en (3) cambia a

Y+16x=0, x0)=0, x <%> —0, (4)

CAPITULO 3 Ecuaciones diferenciales de orden superior



entonces x(0) = 0 atinrequiere de ¢; = 0 en la solucién (2). Pero aplicando x(7/8) = 0ax =
¢, sen 4t requiere que 0 = ¢, sen(7/2) = ¢, - 1. Por lo tanto, x = 0 es una solucién para
este nuevo problema de valores en la frontera. De hecho, puede demostrarse que x = 0 es
la zinica solucién de (4). ¢) Por dltimo, si cambiamos el problema a

X +16x=0, x0)=0, x<727>:1, (5)

encontramos una vez mds que ¢; = 0 desde x(0) = 0, pero aplicar x(7/2) = 1 ax = ¢,
sen 4t lleva a la contradiccion 1 = ¢, sen 27 = ¢, - 0 = 0. Por lo tanto, el problema de
valores en la frontera (5) no tiene solucion. a

m Ecuaciones homogéneas

Se dice que una ecuacién diferencial lineal de n-ésimo orden de la forma
d"y d 'y dy
a,(x)— + a,_(x) Tt a(x) — + a(x)y =0 (6)
dax" dx" dx ’

es homogénea, mientras que una ecuacion del tipo

d"y daly dy

a,(x)— + a, (x) T day(x) =+ ag(x)y = g(x) (7)
dx" dx" dx

con g(x) no idéntica a cero, es no homogénea. Por ejemplo, 2y” + 3y’ — 5y = 0 es una ecua-
cién diferencial homogénea lineal de segundo orden, en tanto que x*y"” + 6y’ + 10y = ¢*
es una ecuacién diferencial lineal no homogénea de tercer orden. En este contexto, la pala-
bra homogénea no se refiere a los coeficientes que son funciones homogéneas como en la
seccion 2.5; en cambio, si tiene exactamente el mismo significado que en la seccién 2.3.

Veremos que para poder resolver una ecuacion lineal no homogénea (7), primero de-
bemos ser capaces de resolver la ecuacién homogénea asociada (6).

Para evitar repeticiones innecesarias a lo largo del texto, tendremos que recordar, de
manera automadtica, los siguientes supuestos importantes cuando se enuncien definicio-
nes y teoremas acerca de las ecuaciones lineales (6) y (7). En un intervalo comiin 7,

¢ los coeficientes a,(x),i = 0, 1, 2, ..., n, son continuos;
* el miembro g(x) del lado derecho es continuo, y

* a,(x) # 0 para toda x en el intervalo.

M Operadores diferenciales En calculo, la diferenciacién se denota muchas veces
mediante la letra maytscula D, es decir, dy/dx = Dy. El simbolo D se denomina operador
diferencial debido a que transforma una funcién diferenciable en otra funcién. Por ejem-
plo, D(cos 4x) = —4 sen 4x y D(5x> — 6x*) = 15x* — 12x. Las derivadas de orden superior se
pueden expresar en términos de D en forma natural:

d{d &2 7
a(dﬁ) - dT; = D(Dy) = D’y y en general d—x)n] = D"y,

donde y representa una funcidén bastante diferenciable. Las expresiones polinomiales
que involucran a D, como D + 3, D*+3D -4 y 50°D% — 6xX2D? + 4xD + 9, también son
operadores diferenciales. En general, definimos un operador diferencial de n-ésimo
orden como

L=a,)D"+a, (x)D" '+ +a,(x)D + ayx). (8)

Como una consecuencia de dos propiedades bdsicas de diferenciacion, D(cf(x)) = ¢
Df(x), ¢ es una constante, y D{f(x) + g(x)} = Df(x) + Dg(x), el operador diferencial L
posee una propiedad de linealidad, es decir, cuando L opera sobre una combinacién li-
neal de dos funciones diferenciables es como si la combinacion lineal de L operara sobre
funciones individuales. En simbolos, esto significa que

L{af (x) + Bg(x)} = aL(f(x)) + BL(g(x)), €))
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TEOREMA 3.2 Principio de superposicion: )

donde « y 3 son constantes. Debido a (9), decimos que el operador diferencial de
n-€simo orden L es un operador lineal.

M Ecuaciones diferenciales Toda ecuacion diferencial puede expresarse en términos
de la notacién D. Por ejemplo, es posible escribir la ecuacion diferencial y” + 5y + 6y = 5x
—3 como D*y + 5Dy + 6y = 5x—3 0 (D> + 5D + 6)y = 5x — 3. Mediante (8), las ecuaciones
diferenciales de n-ésimo orden (6) y (7) se pueden escribir de manera compacta como

Ly)y=0 'y Ly =g,
respectivamente.

B Principio de superposicion En el teorema siguiente vemos que la suma, o super-
posicién, de dos o mds soluciones de una ecuacién diferencial lineal homogénea también
es una solucion.

ecuaciones homogéneas

Digamos que y;, v, . . . , ¥x son soluciones de la ecuacién diferencial homogénea
(6) de n-€simo orden en un intervalo /. Entonces la combinacién lineal

Yy = i(X) + (%) + - - -+ g y(X),

donde las ¢;, i = 1, 2, . . ., k son constantes arbitrarias, es también una solucién en
el intervalo.

%

Demostracion Probemos el caso en que k = 2. Digamos que L es el operador diferencial
definido en (8), y y,(x) y y,(x) son soluciones de la ecuacion homogénea L(y) = 0. Si defi-
nimos y = ¢;y,(x) + ¢,y,(x), por linealidad de L, tenemos entonces

L(y) = L{ciyi(x) + coyp(0)} = ¢ L(y) + ¢ol(y) = ¢; - 0+ ¢, - 0= 0. a
Corolarios para el teorema 3.2

A) Un miiltiplo constante y = ¢,y,(x) de una solucién y,(x) de una ecuacién dife-
rencial lineal homogénea también es una solucion.

B) Una ecuacién diferencial lineal homogénea siempre posee la solucidn trivial
y=0.

Ejemplo 4 Superposicion: ecuacion diferencial homogénea

Ambas funciones y; = x* y y, = ¥ In x son soluciones de la ecuacién lineal homogénea
3.

x°y" —2xy" + 4y = 0 en el intervalo (0, 00). Por el principio de superposicion, la combi-
nacion lineal

y=cx>+cx’ Inx

es también una solucién de la ecuacion en el intervalo. a

La funcién y = ¢’ es una solucién de y” — 9y’ + 14y = 0. Como la ecuacién diferen-
cial es lineal y homogénea, el miltiplo constante y = ce™ serd también una solucién.
Para los diferentes valores de ¢ vemos que y = 9¢’,y = 0, y = —\/5¢™*, ..., son todas
soluciones de la ecuacion.

M Dependencia lineal e independencia lineal Los siguientes dos conceptos son
basicos en el estudio de las ecuaciones diferenciales lineales.

CAPITULO 3 Ecuaciones diferenciales de orden superior



DEFINICION 3.1 Dependencia lineal h

e independencia lineal

Sedice que un conjunto de funcionesf;(x),£(x),. . . ,f,(x) eslinealmente dependiente
enun intervalo / si existen constantes ¢, ¢, ¢, . . . , ¢,,, diferentes de cero, de modo que

i)+ e fs()+... +c,f,(x) =0 y

para toda x en el intervalo. Si el conjunto de funciones no es linealmente depen-
diente en el intervalo, se dice que es linealmente independiente. fi=x

En otras palabras, un conjunto de funciones es linealmente independiente en un inter-
valo si las tinicas constantes para las que

afi) + () +--- +c,f,(x) =0

para toda x en el intervalo sonc¢;, = ¢, =+ =¢, = 0. @)
Es facil entender estas definiciones en el caso de dos funciones fi(x) y f>(x). Si las fun-
ciones son linealmente dependientes en un intervalo, entonces existen constantes ¢, y ¢, y
distintas de cero de manera que toda x en el intervalo ¢, f,(x) + ¢,f>(x) = 0. Por lo tanto,
si asumimos que ¢; # 0, se deduce que f,(x) = (—c,/c))f>(x); es decir, si dos funciones son 4
linealmente dependientes, entonces una funcion es simplemente un miiltiplo constante 2
de la otra. A la inversa, si fj(x) = ¢, f>(x) para alguna constante c,, entonces (—1) - f(x) X
+ ¢, f>(x) = 0 para toda x en algun intervalo. Por lo tanto, las funciones son linealmente
dependientes, ya que al menos una de las constantes (es decir, ¢; = —1) no es cero. En
conclusion, en un intervalo, dos funciones son linealmente independientes cuando nin-
guna de ellas es un miiltiplo constante de la otra. Por ejemplo, las funciones f(x) = sen
2x y fo(x) = sen x cos x son linealmente dependientes en (—0o, c0) debido a que f(x) es
un miltiplo constante de f5(x). Recuerde que a partir de la férmula del dngulo doble para  Figura 3.3  El conjunto compuesto
el seno, sen 2x = 2 sen x cos x. Por otra parte, las funciones fi(x) = x y f5(x) = x| son por f, y f> es linealmente
linealmente independientes en (-0, ©0). La observacion de la figura 3.3 lo convencerd de  independiente en (—00, o0)
que en el intervalo ninguna funcién es multiplo constante de la otra.
Del andlisis anterior se desprende que la relacion f,(x)/f;(x) no es una constante en
un intervalo donde f(x) y f>(x) son linealmente independientes. Este pequefio detalle se
aplicard en la siguiente seccion.

b)

Ejemplo 5 Funciones linealmente dependientes
Las funciones f,(x) = cos>x, f,(x) = sen’x, f3(x) = sec’x, f,(x) = tanx son linealmente
dependientes en el intervalo (—m/2, /2) dado que

c; cos*x + ¢, sen’x + ¢; sec’x + ¢, tan®x = 0,

cuandoc, = ¢, = 1, ¢c; = -1, ¢, = 1. Aqui usamos cos’x + sen’x = 1 y I + tan’x = sec’x.

N

Un conjunto de funciones f;(x), /,(x), ..., f,(x) es linealmente dependiente en un in-
tervalo si al menos una funcién puede expresarse como una combinacién lineal de las
funciones restantes.

Ejemplo 6 Funciones linealmente dependientes

Las funciones f(x) = Vx +5, fHx) = Vx + 5x, L) =x-1,fix) = x* son linealmente
dependientes en el intervalo (0, c0) dado que f, puede escribirse como una combinacion
lineal de f}, f5 y f4. Observe que

L) =1-fix)+5 - 10+ 0 fy(x)
para toda x en el intervalo (0, 00). a

M Soluciones de ecuaciones diferenciales Nos interesan principalmente las funcio-
nes linealmente independientes o, de manera mds concreta, las soluciones linealmente
independientes de una ecuacién diferencial lineal. Aunque siempre podriamos apelar di-
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rectamente a la definicién 3.1, resulta que la cuestion de si las n soluciones yy, v, ..., ¥,
de una ecuacion diferencial lineal homogénea de n-€simo orden (6) son linealmente in-
dependientes puede resolverse de manera un tanto mecdnica si usamos un determinante.

DEFINICION 3.2 Wronskiano h

Suponga que cada una de las funciones f;(x), f>(x), ..., f,(x) posee al menos n — 1
derivadas. El determinante

fi I
f.{ f?’ f;zl

(-0 -1 L. o)
TR 7

donde las primas denotan derivadas, se denomina wronskiano de las funciones.

W(fl""’fn) =

J

o . . . N\
Criterio para soluciones linealmente

independientes

Digamos que y;, y», ..., y, sonn soluciones de la ecuacién diferencial lineal homogénea
(6) de n-ésimo orden en un intervalo /. Entonces el conjunto de soluciones es lineal-
mente independiente en / si, y solo si, W(y;, y,, ..., y,) # 0 para toda x en el intervalo.

J

Del teorema 3.3 se deduce que cuando y,, y,, ..., y, son n soluciones de (6) en un
intervalo /, el wronskiano W( y,, y,, ..., y,) es idéntico a cero o nunca es cero en el
mismo.

Un conjunto de n soluciones linealmente independiente de una ecuacion diferencial
lineal homogénea de n-ésimo orden recibe un nombre especial.

Conjunto fundamental de soluciones

Cualquier conjunto y;, y,, ..., y, de n soluciones linealmente independiente de la
ecuacion diferencial lineal homogénea (6) de n-ésimo orden en un intervalo / se
dice que es un conjunto fundamental de soluciones en el intervalo.

La pregunta bésica de si existe un conjunto fundamental de soluciones para una
ecuacion lineal se responde en el teorema siguiente.

TEOREMA 3.4 Existencia de un conjunto fundamental

Existe un conjunto fundamental de soluciones para la ecuacion diferencial lineal
homogénea (6) de n-€simo orden en un intervalo /.

Semejante al hecho de que cualquier vector en tres dimensiones puede expresarse
como una combinacion lineal de los vectores linealmente independientes i, j, k, cualquier
solucién de una ecuacidn diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden en un intervalo
I puede expresarse como una combinacion de n soluciones linealmente independientes
en /. En otras palabras, las n soluciones linealmente independientes y;, v, ..., ¥, son los
elementos fundamentales constitutivos de la solucién general de la ecuacion.
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TEOREMA 3.5 Solucion general: ecuaciones h

homogéneas

Digamos que yy, y,, - . . , ¥, €s un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién
diferencial lineal homogénea (6) de n-ésimo orden en un intervalo /. Entonces, en el
intervalo, la solucion general de la ecuacion es

Yy = yi(x) + () + -+ 6,5,

donde ¢;, i = 1, 2, ..., n son constantes arbitrarias.

J

El teorema 3.5 afirma que si Y(x) es alguna solucién de (6) en el intervalo, entonces
siempre se pueden encontrar constantes C;, C,, ..., C, de modo que

Y(x) = Ciyi(x) + Coya(x) + -+ + Cy,(x).
Demostraremos el caso que se presenta cuando n = 2.

Demostracion Digamos que Y es una solucién y y, y y, son soluciones linealmente
independientes de a,y” + a;y’ + a,y = 0 en un intervalo /. Suponga que x = ¢ es un punto
en [ para el cual W(y,(), y,(f)) # 0. Suponga también que Y(r) = k; y Y'(¢) = k,. Si ahora
examinamos las ecuaciones

Ciyi(0) + Coa(1) = ky
Ciyi(®) + Coya(0) = ko,

se deduce que podemos determinar C; y C, de manera univoca, siempre que el determi-
nante de los coeficientes satisfaga

i@ w1
yi() ¥ (1)
Pero este determinante sélo es el wronskiano evaluado en x = ¢, y, por suposicién, W # 0.
Si definimos G(x) = C,y,(x) + C,y,(x), observamos que G(x) satisface la ecuacion dife-

rencial, dado que es una superposicién de dos soluciones conocidas; G(x) satisface las
condiciones iniciales

GO =Ciy+Coypm =k y  G'®)=Cyi0)+ Coyst) = ky;

# 0.

Y(x) satisface la misma ecuacidn lineal y las mismas condiciones iniciales. Dado que la
solucidn de este problema de valor inicial es Unica (teorema 3.1), tenemos Y(x) = G(x) o
Y(x) = Cyyi1(x) + Coy(0). |

Ejemplo 7 Solucion general de una ED homogénea

Ambas funciones y, = ¢™y y, = ¢ son soluciones de la ecuacién lineal homogénea
Y1 )2

y" =9y = 0 en el intervalo (-00, ©0). Por inspeccion, las soluciones son linealmente inde-

pendientes en el eje x. Este hecho se puede corroborar al observar que el wronskiano

eBx 673'(

W(€3x, e*3x) — 3e3x _3e73x

=—6+0

para toda x. Concluimos que y; y y, forman un conjunto fundamental de soluciones y, en
consecuencia, y = c;e”" + ¢,e " es la solucion general de la ecuacion en el intervalo. [

Ejemplo 8 Solucion obtenida a partir de una solucién general

La funcién y = 4 senh 3x — 5¢** es una solucién de la ecuacién diferencial del ejemplo 7.
(Verifiquelo.) En vista del teorema 3.5, debemos poder obtener esta solucion a partir de
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la solucién general y = c,e* + ¢, . Observe que si elegimos ¢; = 2y ¢, = —7, entonces
y = 2¢* — 7¢7** puede volver a escribirse como

3x . —3x
y =2e¥ — 27 — 5¢73 = 4(—6 2e ) — Se73%,

La tltima expresién se reconoce como y = 4 senh 3x — 5¢™*, o

N
TEOREMA 3.6 Solucion general: ecuaciones

Ejemplo9  Solucién general de una ED homogénea

Las funciones y, = ¢', y, = ¢”"y y; = ¢ satisfacen la ecuacién de tercer orden y” — 6 y" +
11y" — 6y = 0. Dado que

ex er e3x
W(e', e*, &™) = |e*  2e* 3™ =2 #0
& 4™ 9eF

para todo valor real de x, las funciones y,, y, y y; forman un conjunto fundamental de
soluciones en (-00, 00). Concluimos que y = c,¢' + c,e™ + c;e™ es la solucién general
de la ecuacion diferencial en el intervalo. a

m Ecuaciones no homogéneas

Toda funcién y, libre de pardmetros arbitrarios y que satisfaga (7) es una solucién par-
ticular o integral particular de la ecuacién. Por ejemplo, resulta una tarea sencilla
mostrar que la funcidn constante y, = 3 es una solucidn particular de la ecuacion no
homogénea y" + 9y = 27.

Abhora, si y;, ¥, ..., Y, son soluciones de (6) en un intervalo /'y y, es cualquier solu-
cién particular de (7) en 7, entonces la combinacion lineal

Y = eyi(X) + ) + 0+ ax) + (10)

es también solucion de la ecuacién no homogénea (7). Si usted lo piensa, esto tiene sen-
tido, ya que la combinacidn lineal ¢, y,(x) + ¢,y,(x) + - + ¢, yi(x) se transforma en O por
el operador L = a,D" + a, D"~ ' +--- + a,D + a,, mientras que ¥, se transforma en g(x).
Si usamos k = n soluciones linealmente independientes de la ecuacion (6) de n-ésimo
orden, entonces la expresion en (10) se transforma en la solucién general de (7).

no homogéneas

Digamos que y, es alguna solucién particular de la ecuacién diferencial lineal no
homogénea (7) de n-€simo orden en un intervalo /, y establecemos que y;, y,, ...,
v, es un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién diferencial homogénea
(6) asociada en I. Entonces la solucién general de la ecuacién en el intervalo es

Y = i®) + 6ya0) + 0+ 6,0 +

donde ¢;,i = 1,2, ..., n son constantes arbitrarias.

J

Demostracion Establezcamos L como el operador diferencial definido en (8), y Y(x) y
¥,(x) como soluciones particulares de la ecuacién no homogénea L(y) = g(x). Si defini-
mos u(x) = ¥(x) — y,(x), entonces, por linealidad de L, tenemos

L(u) = L{Y(x) - y,(0)} = L(Y(x)) - L(y,(x)) = g(x) — g(x) = 0.

Esto demuestra que u(x) es una solucién de la ecuacion homogénea L(y) = 0. En conse-
cuencia, por el teorema 3.5, u(x) = c;y;(x) + c,¥,(x) + -+ + ¢, y,(x), y asi

Y(x) = y,(x) = 1 31(X) + ¢ 02(0) + -+ +¢,,(%)
o Y(x) = c131(0) + Ca(X) + -+ 4 €,3u(X) + Y, (0). Q
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M Funcion complementaria Vemos en el teorema 3.6 que la solucién general de una
ecuacion lineal no homogénea consiste en la suma de dos funciones:

Y = i) + (X)) + 1+ 6,7,(0) + y,(x0) = yx) + y,(x).

La combinacion lineal y (x) = ¢;y,(x) + c,y,(x) + --- + ¢,y,(x), que representa la solu-
cion general de (6), se denomina funcién complementaria de la ecuacion (7). En otras
palabras, para resolver una ecuacién diferencial lineal no homogénea primero resolve-
mos la ecuacién homogénea asociada y después encontramos cualquier solucién parti-
cular de la ecuaciéon no homogénea. La solucién general de la ecuacién no homogénea
€s entonces

y = funcion complementaria + cualquier solucion particular.

Ejemplo 10  Solucion general de una ED no homogénea

Mediante sustitucion, la funcién y, = — 13 — 3x muestra facilmente que es una solucién
particular de la ecuacién no homogénea
y"—6y"+ 11y — 6y = 3x. (11)

Con el fin de escribir la solucién general de (11), primero debemos poder resolver la
ecuacién homogénea asociada

y'—6y"+ 11y —6y = 0.

Pero en el ejemplo 9 vimos que en el intervalo (—co, 00), la solucién general de esta ulti-
ma ecuacién fue y. = ¢,e" + c,e™ + c;¢>. Por lo tanto, en el intervalo, la solucién general
de (11) es
. 11 1
y=yc+yp=cle"+czez“‘+c3e3x - — — —x. a
12 2
M Otro principio de superposicion El dltimo teorema de este analisis nos sera de
utilidad en la seccién 3.4, cuando consideremos un método para encontrar soluciones par-
ticulares de ecuaciones no homogéneas.

TEOREMA 3.7 Principio de superposicion: b

ecuaciones no homogéneas

Digamos que y,, ¥p,, - - - » Y 800 k soluciones particulares de la ecuacion diferen-
cial lineal no homogénea (7) de n-€simo orden en un intervalo / que corresponde,
a su vez, a k distintas funciones g, g, . - . , & Es decir, suponga que y, denota una
solucién particular de la ecuacion diferencial correspondiente

a,Y" + a, 1 Y" V4 a0y + agx)y = gix), (12)
dondei =1, 2,..., k. Entonces
Yp = Vp, () + ¥, (0 + -+ Y, (%) (13)
es una solucidn particular de
a, (Y™ + @, )y 4+ 4 a0y’ + agx)y

= g1(x) + g(x) + -+ + g (x). (14)

/

Demostracion  Comprobemos para el caso de k = 2. Digamos que L es el operador dife-

rencial definido en (8), y que y, (x) y y, (x) son soluciones particulares de las ecuaciones
1 2 . . .

no homogéneas L(y) = g;(x) y L(y) = g»(x) respectivamente. Si definimos y, = ypl(x) +

ypz(x), deseamos probar que y, es una solucién particular de L(y) = g,(x) + g,(x). El resul-

tado nuevamente se deduce a partir de la linealidad del operador L:

L(y,) = L{y, (0) +y, ()} = L(y, () + L(y, (x)) = g(x) + g(x). Q
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Ejemplo 11 Superposicion: ecuacion diferencial no homogénea

Verificar que

Yp, = —4x*  es una solucion particular de Y -3y’ +4y = —16x° + 24x - 8,
2

Vo, =€ es una solucién particular de  y” — 3y’ + 4y = 2¢%,
Vpy = Xe* es una solucidn particular de ~ y" —3y" + 4y = 2xe* — €.
Del teorema 3.7 se deduce que la superposicion de Yo Yo, Y Ypyo

— — 2 2x
Y=V, Y, ¥V = —Ax" + ™ + xé',

es una solucion de

V' =3y +4y = —16x% + 24x — 8 + 2% + 2xe* — ¢".

g’ 810 &) &) Q
Esta oracion es una

{ generalizacion del Si las y, son soluciones particulares de (12) para i = 1, 2, ..., k entonces la combi-

teorema 3.7. nacién lineal

yp = clypI + c2yp2 +o ckypk!

donde las ¢; son constantes, es también una solucién particular de (14) cuando el miem-
bro del lado derecho de la ecuacion es la combinacién lineal

€181(X) + €282(X) + -+ + gi(X).

Antes de comenzar realmente a resolver ecuaciones diferenciales lineales homogé-
neas y no homogéneas, necesitamos aprender un poco mds de teoria, la cual presentare-

mos en la siguiente seccion.
Comentarios

Este comentario es continuacion del breve andlisis sobre sistemas dindmicos pre-
sentado al final de la seccién 1.3.

Se dice que un sistema dindmico cuya regla o modelo matematico sea una ecua-
cién diferencial lineal de n-ésimo orden

a,(Oy" + a, ()y" " + - + a0y +ay(D)y = g(1)

es un sistema lineal. El conjunto de n funciones dependientes del tiempo y(7), y'(¢),

.., Y~ Y() son las variables de estado del sistema. Recuerde, sus valores en cier-
to tiempo ¢ proporcionan el estado del sistema. La funcion g se llama funcién de
entrada, funcién forzadora o funciéon de excitacion. Se dice que una solucion y(r)
de la ecuacion diferencial es la salida o respuesta del sistema. En las condiciones
previstas por el teorema 3.1, la salida o respuesta y(¢) esta determinada en forma
Unica por la entrada y el estado del sistema prescritos en el tiempo t,, es decir, por
las condiciones iniciales y(fy), ¥'(fy), . .., ¥~ ().

Con el fin de que un sistema dindmico sea un sistema lineal, es necesario que
se mantenga el principio de superposicion (teorema 3.7) en el sistema; es decir, la
respuesta del sistema ante una superposicion de entradas es una superposicion de
salidas. Ya hemos examinado algunos sistemas lineales simples en la seccién 2.7
(ecuaciones lineales de primer orden); en la seccién 3.8 presentamos sistemas linea-
les donde los modelos matematicos son ecuaciones diferenciales de segundo orden.
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EJERCICIOS 3.1

EXED Problemas de valor inicial
y de valores en la frontera

En los problemas 1 a 4, la familia de funciones dada es la solu-
cién general de la ecuacion diferencial en el intervalo indicado.
Encuentre un miembro de la familia que sea una solucién al
problema de valor inicial.
1. y=c¢ e + e, (-00,00);y" =y =0,90) =0,y'(0) = 1
2.y = €™ + e, (00, 00); ¥ =3y —4y =0, y(0) = 1,

y'(0) =2
3. y=cx+cxinx (0,00); X —xy' +y=0,y(1) =3,
y'(1) =-1

"

4. y = ¢, + ¢, cos X + c3 sen x, (—00, 00); y
y(m) =0,y'(m) =2,)"(m) = -1

5. Dado que y = ¢, + c,x” es una familia de soluciones de
dos parametros para xy” —y" = 0 en el intervalo (—00, c0),
demuestre que no se pueden encontrar las constantes ¢; y
¢, de manera que un miembro de la familia satisfaga las
condiciones iniciales y(0) = 0, y'(0) = 1. Explique por
qué esto no viola el teorema 3.1.

+y =0,

6. En el problema 5, encuentre dos miembros de la familia
de soluciones que satisfaga las condiciones iniciales y(0)
=0,y'(0) = 0.

7. Dado que x(f) = ¢, cos wt + ¢, sen wt es la solucién ge-
neral de x” + w*x = 0 en el intervalo (—co, 00), demuestre
que una solucién satisfactoria de las condiciones inicia-
les, x(0) = x,, x'(0) = x,, estd dada por

X1
x(t) = x, cos wt + — sen wt.
)

8. Utilice la solucién general de x” + w*x = 0 dada en el
problema 7 para demostrar que una solucién satisfac-
toria de las condiciones iniciales x(7y) = x,, x'(t;) = xi,
es la solucion dada en el problema 7 desplazada por una
cantidad #,:

X
x(t) = xycos w(t—ty) + > sen w (f — ty).

En los problemas 9 y 10, encuentre un intervalo centrado en
x = 0 para el cual el problema de valor inicial tenga una solucién
Unica.
9. (x=2n"+3y=x,y0)=0,y(0) =1

10. y"+ (tanx)y = €5, y(0) = 1,y'(0) = 0

11. @) Use la familia de funciones del problema 1 para en-
contrar una solucion de y” — y = 0 que satisfaga las
condiciones de frontera y(0) = 0, y(1) = 1.

b) Laecuacion diferencial de la parte a) tiene la solucion
general alternativay = c3 coshx+ ¢, senhxen (—00, 00).
Utilice esta familia para encontrar una solucién que
satisfaga las condiciones de frontera de la parte a).

¢) Demuestre que las soluciones encontradas en las par-
tes a) y b) son equivalentes.

3.1 Teoria preliminar: ecuaciones lineales

Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-4.

12. Use la familia de soluciones del problema 5 para encon-
trar una solucién de xy” — y" = 0 que satisfaga las condi-
ciones de frontera y(0) = 1, y'(1) = 6.

En los problemas 13 y 14, la familia de dos parametros dada es
una solucién de la ecuacion diferencial indicada en el intervalo
(-00, 00). Determine si es posible encontrar un miembro de la
familia que satisfaga las condiciones de frontera.

13. y=cefcosx+cesenx; y' =2y +2y =0
a) y(0)=1,y(m) =0 by y(0)=1,y(m =-1
T
o y0) =1Ly (5> =1 & y0)=0,ym=0
14, y=c x> +cx* +3; X2y —5xy" +8y =24
a) y-1)=0,y1)=4 by y0)=1,y1)=2
o y0)=3y1)=0 d) y1)=3,y2)=15

EXFY Ecuaciones homogéneas

En los problemas 15 a 22, determine si el conjunto de funciones
dado es linealmente dependiente o linealmente independiente en
el intervalo (-0, ©0).

15. fily) = x, ) =2, fx) = dx =322
16. fl(-x) = Oa f‘z(-x) =X, f3(.x) =¢

17. fi(x) =5, H(x) = cos’x,  fi(x) = sen’x
18. fi(x) =cos2x,  folx) =1, f3(x) = cos*x
19. fl(—x) =X f2(-x) =x-1, f3(.X) =x+3
20. fi(x) =2 +x, fo(x) =2+ lxl

21. fix) =1 +x, f(x) = x, f(x) =7

22. fi(x) = ¢, Hlx) = e, f5(x) = senh x

En los problemas 23 a 30, verifique si las funciones dadas for-
man un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion dife-
rencial en el intervalo indicado. Integre la solucién general.

23. ¥ —y —12y = 0; ¢, ¥, (—00, 0)

24. y" -4y = 0; cosh 2x, senh 2x, (00, 00)

25. y"=2y" +5y = 0; e* cos 2x, e” sen 2x, (-0, 00)

26. 4y —4y' +y =0; e, xe*?, (—00, 00)

27. X3 —6xy' + 12y = 0; x°, x*, (0, 00)

28. X3 +xy' +y = 0; cos(In x), sen(In x), (0, c0)

29. XY+ 6x%y" +4xy’ —4y = 0; x, x>, x 2 In x, (0, 00)

30. y¥Y +y"=0; 1,x, cos x, sen x, (—00, 00)

ERED Ecuaciones no homogéneas

En los problemas 31 a 34, verifique si la familia de funciones de
dos pardmetros dada es la solucién general de la ecuacién dife-
rencial no homogénea en el intervalo indicado.

31. y'=Ty" + 10y = 24e™;
y = c1e¥ + 0, + 6e”, (—00, 00)

32. y'+y = secux;
Yy = ¢; COS X + ¢, sen x + x sen x + (cos x) In(cos x),
(—7/2, 7/2)
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33.

34,

35.

36.

Y =4y +4y = 2e* +4x - 12;
y = ¢ + cxe™ + x2e¥ +x = 2, (=00, 00)

2% +5xy’ +y = x> —x;

_ 12 a, 1o 1

=X + X +—x"——x, (0,00
y 1 2 T 6 ( )

a) Verifique si Yp, = 3ePy Yp, = x> + 3x son, respecti-
vamente, las soluciones particulares de
y' =6y’ + 5y = —9¢*
y Y —6y +5y=5x"+3x-16.
b) Use la parte a) para encontrar soluciones particula-

39.

a) Verifique si y, = x’ y y, = Ixl* son soluciones lineal-
mente independientes de la ecuacién diferencial x2y”
—4xy" + 6y = 0 en el intervalo (-0, 00).

b) Demuestre que W(y,, y,) = 0 para todo niimero real
x. (Este resultado viola el teorema 3.3? Explique su
respuesta.

¢) Verifique si ¥, = x>y ¥, = x? son también solucio-
nes linealmente independientes de la ecuacidn dife-
rencial dada en la parte @) en el intervalo (—00, 00).

d) Encuentre una solucion de la ecuacion diferencial
que satisfaga y(0) = 0, y'(0) = 0.

res de e) Por el principio de superposicion, el teorema 3.2,
y'=6y' +5y = 5x* +3x — 16 - 9™ ambas combinaciones lineales y = ¢,y, + ¢,), ¥
y y' =6y + 5y = —10x% — 6x + 32 + . Y = ¢,Y, + ¢,Y, son soluciones de la ecuacién di-
a) Mediante inspeccién, encuentre la solucion particu- ferencial. Analice si una, ambas o ninguna de las
lar de combinaciones lineales es solucién general de la
y' +2y = 10. ecuacion diferencial en el intervalo (-0, 00).

b) Por inspeccion, encuentre una solucién particular de 40. (El conjunto de funciones fi(x) = e**2, f,(x) = e* Jes
V' 42y = —4x. linealmente dependiente o linealmente independiente en

¢) Encuentre una solucién particular de y” + 2y = — 4x el intervalo (=00, ©0)? Analice la situacion.
+ 10. 41. Suponga que y,, Vs, ..., Y Son k soluciones linealmente

d) Encuentre una solucién particular de y” + 2y = 8x + 5.

Problemas de analisis

37. Digamos que n = 1, 2, 3, ... Analice cémo las obser-

38.
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vaciones D"x"~! = 0 y D"x" = n! pueden usarse para
encontrar las soluciones generales de las ecuaciones dife-
renciales dadas.

A ¥'=0  BHy=0 =0

d =2 y'=6 ) y=24

Suponga que y; = €'y y, = ¢~ son dos soluciones de una
ecuacion diferencial lineal homogénea. Explique por qué
y3 = cosh x y y, = senh x son también soluciones de la
ecuacion.

42.

independientes en (—00, 00) de una ecuacién diferencial
lineal homogénea de n-ésimo orden con coeficientes
constantes. Del teorema 3.2 se deduce que y,,; = O es
también una solucién de la ecuacién diferencial. (El
conjunto de soluciones y;, ¥, ..., Y, Vi1 €S linealmente
dependiente o linealmente independiente en (—00, 00)?
Analice la situacion.

Suponga que yi, ¥,, ..., ¥ son k soluciones no triviales
de una ecuacion diferencial lineal homogénea de n-ésimo
orden con coeficientes constantes y k = n + 1. jEl con-
junto de soluciones y,, y,, ..., ¥ es linealmente depen-
diente o linealmente independiente en (—co, 00)? Analice
esta situacion.

3.2 Reduccion de orden )

M Introduccion En la seccion 3.1 vimos que la solucién general de una ecuacion dife-
rencial lineal homogénea de segundo orden

a(0)y" + a;(0)y" + ag(x)y = 0 ey

era una combinacién lineal y = ¢y, + ¢,¥,, donde y, y y, son soluciones que constituyen
un conjunto linealmente independiente en algtin intervalo 1. A partir de la siguiente seccion
examinamos un método para determinar estas soluciones cuando los coeficientes de la ED
de (1) son constantes. Este método, que es un sencillo ejercicio de dlgebra, se descompone
en algunos casos y s6lo produce una solucion dnica y; de la ED. Resulta que podemos
construir una segunda solucién y, de una ecuacion homogénea (1) (aunque los coeficientes
de (1) sean variables) siempre y cuando conozcamos una solucion no trivial de y, de la ED.
La idea bésica descrita en esta seccién es que la ecuacién lineal de segundo orden (1) se
puede reducir a una ED de primer orden mediante una sustitucién que involucre la solu-
cién conocida y,. Una segunda solucién, y, de (1), aparece después que esta ED de primer
orden se resuelve.

M Reduccion de orden  Suponga que y(x) denota una solucién conocida de la ecuacion
(1). Buscamos una segunda solucion y,(x) de (1) de manera que y, y y, sean linealmente in-
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dependientes en algin intervalo /. Recuerde que si y, y y, son linealmente independientes,
entonces su cociente y,/y; no es constante en ; es decir, y,/y; = u(x) o y,(x) = u(x)y;(x).
La idea es encontrar u(x) mediante la sustitucion de y,(x) = u(x)y,;(x) en la ecuacién dife-
rencial dada. Este método se denomina reduccion de orden ya que debemos resolver una
ecuacion de primer orden para encontrar u.

El primer ejemplo ilustra la técnica bdsica.

Ejemplo 1 Bisqueda de una segunda solucion

Dado que y, = e* es una solucién de y” — y = 0 en el intervalo (00, 00), use la reduccién
de orden para encontrar una segunda solucién y,.

B Solucion  Siy = u(x)y,(x) = u(x)e*, entonces las primeras dos derivadas de y se ob-
tienen a partir de la regla del producto:

vy =ue*+e'u’, Y =ue*+2eu' +e'u’,
Por sustitucion de y y y” en la ED original, ésta se simplifica a
Y'—y=e*u +2u")=0.
Dado que ¢* # 0, la dltima ecuacidén requiere de u” + 2u’ = 0. Si efectuamos la susti-
tuciéon w = u', esta ecuacion lineal de segundo orden en u se convierte en w' + 2w = 0, la
cual es una ecuacién lineal de primer orden en w. Si usamos el factor de integracién >,

podemos escribir d/dx [e*w] = 0. Después de integrar obtenemos w = c;e > ou’ = c,e>.
. . 1 _ s
Si de nuevo integramos se produce u = —5 ¢,e > + ¢,. Asi

c
y = ux)e* = _E] e+ e’ )

Si tomamos ¢, = 0y ¢; = -2 obtenemos la segunda solucién deseada, y, = ¢ . Debido
a que W(e*, e™) # 0 para toda x, las soluciones son linealmente independientes en
(_OO’ OO) D

Como hemos demostrado que y; = e¢*y y, = ¢~ son soluciones linealmente indepen-
dientes de una ecuacidn lineal de segundo orden, la expresion de (2) es en realidad la
solucién general de y" —y = 0 en (-0, 00).

M Caso general Suponga que dividimos entre a,(x) con el fin de escribir la ecuacién
(1) en la formulacion estandar

Y+ P(x)y" + O(x)y = 0, ©)

donde P(x) y Q(x) son continuas en algun intervalo /. Supongamos ademds que y,(x) es
una solucién conocida de (3) en 7, y y,(x) # O para toda x en el intervalo. Si definimos
y = u(x)y,(x), se deduce que

y =uy +yu', Y =uy! +2yu’ +yu”
Y'+ Py + Qy = uly{ + Pyj + Oyl + yu” + 2y{ + Pypu' = 0.
%_J
cero
Esto implica que debemos tener
yu'+Q2y{ +Pypu’' =0 o yw' + 2y +Py)w =0, “4)

donde tenemos que establecer w = u’. Observe que la dltima ecuacién de (4) es tanto
lineal como separable. Si separamos las variables e integramos, obtenemos

dw 1
—+2yfldx+de=0
w Y1

Injwyi| = —Jde +c o wyl=ce ¥

3.2 Reduccion de orden
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Resolvemos la dltima ecuacién para w, usamos w = u’, e integramos de nuevo:

o [Pdx
u=c >—dx + c,.
Vi

Si elegimos ¢; = 1y ¢, = 0, a partir de y = u(x)y,(x) encontramos que una segunda so-
lucién de la ecuacién (3) es

e*fP(,\)t/\'
Y2 = .V](X)J 5 dx. (5)
yi(x)

Es un buen repaso verificar si la funcién y,(x) definida en (5) satisface la ecuacién (3), y
siy, y ¥, son linealmente independientes en cualquier intervalo donde y,(x) no es cero.

Ejemplo 2 Una segunda solucion mediante la formula (5)

La funcién y, = x, es solucién de x*y” — 3xy’ + 4y = 0. Encontrar la solucién general en
el intervalo (0, c0).

M Solucion A partir de la forma esténdar de la ecuacion,

//_i/_i_i _0
y xy XZ)’— s

o3Jdv/x
con base en (5) encontramos que ~ y, = xZJ T dx = =
X
dx
=x|—=x"nx

X
En el intervalo (0, 00), la solucién general estd dada por y = ¢,y + ¢,y»; es decir, y = ¢,
+ o) In x. |

Comentarios

Hemos derivado e ilustrado como usar (5) debido a que esta férmula aparece
nuevamente en la siguiente seccién y en la seccién 5.2. Usamos (5) sélo para
ahorrar tiempo al obtener un resultado deseado. Su profesor le dird si debe memo-
rizar (5) o conocer primero los principios fundamentales de la reduccién de orden.

. EJERCICIOS 3.2 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-5.
En los problemas 1 a 16, la funcién indicada como y,(x) es una 12. 4x%" +y = 0; Wi = a2 I s
s?luci(’)n de la ecuacion dada. U’se la reduccién de orden o la 13. Xy —xy' +2y = 0; v, = x sen(In x)
férmula (5), tal como se presentd, para encontrar una segunda ) , 3
solucién y,(x). 14. x*y" = 3xy' + 5y = 0; y; = x* cos(In x)

2N\, ’ — - —

1.y —4y' +4y = 0; y, = e 15. (1—2x—”x)y -|:2(1+x)y -2y=0; y=x+1

2. y//+2yl+y:0; ylzxe—x 16. (l—xz)y +2xy =0; y1:1

3. )"+ 16y = 0; Y| = cos 4x En los problemas 17 a 20, la funcién indicada y,(x) es una so-
4. y"+9y =0; yi = sen 3x lucién de la ecuacién homogénea asociada. Use el método de
5. y'—y=0; y, = cosh x reduccién de orden para encontrar una segunda solucién y,(x)

" -0 _ 5x de la ecuaciéon homogénea y una solucién particular de la ecua-
6. y'—25y =0; y=e . p
. , _ o cién no homogénea dada.

7 9"-12y"+4y=0; y =e

8. 6y +y -y=0; v =e" 17. /=4y =2, y =™

9. X' —Txy' +16y=0; y, =x* 18. y'+y' = 1; n=1
10. X%y +2xy =6y =0; y = 19. y' =3y +2y =56y, = e*
1. " +y =0; yi=Inx 20. y' -4y +3y=x; y =e"
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Problemas de analisis

solucion y,(x) en la forma de una serie infinita. Calcule

un intervalo de definicidn para y,(x).

21. a) Proporcione una demostracién convincente de que
la ecuacién de segundo orden ay” + by’ + cy = 0,

siendo a, b y c constantes, siempre posee al menos  Tareas para el laboratorio de cémputo

X

una solucién de la forma y; = €™, m, es una cons-

23. a) Verifique si y;(x) = €' es una solucion de

tante.

b) Explique por qué la ecuacién diferencial dada en la xy" = (x+10)y" + 10y = 0.
parte a) debe tener entonces una segunda solucion, b) Use (5) para encontrar una segunda solucion y,(x).
ya sea de la forma y, = €™, 0 como y, = xe™", m, Con ayuda de un sistema algebraico computacional
¥y m, son constantes. realice la integracién requerida.

¢) Examine de nuevo los problemas 1 a 8. ;Puede ex-
plicar por qué en las partes a) y b) anteriores las
expresiones no se contradicen con las respuestas a
los problemas 3 a 5?

¢) Explique, mediante el corolario A) del teorema 3.2,
por qué la segunda solucién puede escribirse de ma-
nera compacta como

. . . 10
22. Verifique si y,(x) = xesuna soluciénde xy" —xy' +y = 0. 1
que si y;(x) Vi—xy'+y na =S

Use la reduccion de orden para encontrar una segunda

3.3  Ecuaciones lineales homogéneas
con coeficientes constantes

M Introduccion Hemos visto que la ED lineal de primer orden y’ + ay = 0, donde a
es una constante, posee la solucion exponencial y = c¢;¢™ en el intervalo (o0, 00). Por lo
tanto, es natural preguntarse si existen soluciones exponenciales para ecuaciones diferen-
ciales lineales homogéneas de orden superior

ay" +a, "+ +ay +agy =0, (D)

donde los coeficientes a;, i = 0, 1, ..., n son constantes reales y a, # 0. Lo sorprendente
es que todas las soluciones de estas ecuaciones de orden superior son funciones expo-
nenciales o estan construidas a partir de funciones exponenciales.

B Ecuacion auxiliar Comencemos por considerar el caso especial de una ecuacién de
segundo orden

ay"+by +cy=0. ()

Si intentamos encontrar una solucioén de la forma y = €™, entonces, después de sustituir
y' = me™yy" = m’e™, la ecuacién (2) se convierte en

am?e™ + bme™ +ce™ =0 o ¢ (am*+bm+c) = 0.

Como €™ nunca es cero para valores reales de x, evidentemente la tinica forma que tiene
esta funcién exponencial de satisfacer la ecuacion diferencial (2) es elegir m como una
raiz de la ecuacién cuadratica

am® +bm + ¢ = 0. 3)

Esta tdltima ecuacion se denomina ecuacion auxiliar de la ecuacién diferencial (2). Dado
que las dos raices de (3) son m; = (-b + V' b* — 4ac)2ay m, = (-b -\ b* — 4ac)2a

habr4 tres formas de la solucién general de (1) correspondientes a los tres casos:

 m, y m, son reales y distintas (b* — 4ac > 0),
 m, y myson reales e iguales (b> —4ac = 0),y

 m, y m, son niimeros complejos conjugados (b* — 4ac < 0).
Analizaremos a continuacion cada uno de estos casos.

Caso I: Raices reales distintas  Bajo el supuesto de que la ecuacion auxiliar
(3) tiene dos raices reales distintas m; y m,, encontramos dos solucio-

3.3 Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes

—X.
n=0 I’l'
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nes, y; = "y y, = €"". Vemos que estas funciones son linealmente
independientes en (-0, ©0) y, por lo tanto, forman un conjunto funda-
mental. Se deduce que en este intervalo la solucion general de (2) es

+ ¢y o, 4)

y=rc e

Caso II:  Raices reales repetidas Cuando m, = m,, necesariamente ob-
tenemos sélo una solucién exponencial, y, = ¢". De la ecuacién
cuadrdtica encontramos que m; = —b/2a pues la unica forma de ob-
tener m, = m, es con b> — 4ac = 0. Del andlisis efectuado en la sec-
cién 3.2 deducimos que una segunda solucién de la ecuacion es

eZm X

e2m1x
Y, = e’"'xj dx = e’””‘fdx = xe". 5)

En (5) hemos aplicado el hecho de que —b/a = 2m,. Entonces la solu-
cion general es

Y= cre™t + cpxe™t. (6)

Caso III:  Raices conjugadas complejas Si m; y m, son complejas, entonces
podemos escribir m; = a + i3y m, = a — i3, donde a y 3> 0 son rea-
les e i* = —1. Formalmente, no hay diferencia entre este caso y el I,
por lo que

y = Cle(a +iB)x + Cze(a—iﬁ)x.

No obstante, en la practica preferimos trabajar con funciones reales y
no con exponenciales complejos. Para este fin usamos la férmula de
Euler:

e” = cos 0 +isen0,
donde 6 es cualquier nimero real.* De esta férmula se deduce que
eP =cosBx+isenBx y P =cospBx—isenpfx, (7)

donde hemos usado cos (—Bx) = cos Bx y sen(—x) = —sen Bx.
Observe que al sumar primero y restar después las dos ecuaciones
incluidas en (7) obtenemos, respectivamente,

P r e =2cosBx y P —e P =2jsenfBx.

Dado que y = C;e®*#®> 4 C,e!® = es una solucién de (2) para cual-
quier eleccion de las constantes C; y C,, las elecciones C;, = C, = 1y
C, =1, C, = -1 dan, a su vez, dos soluciones:

y, = e(a +iB)x + e(a —iB)x y y, = e(a +iBx _ e(a - iB)x.
Pero y; = e (eP* 4+ ey = 2¢™ cos Bx
y y, = (e — ePY) = 2ie™ sen Bux.

Por lo tanto, con base en el corolario A) del teorema 3.2, los ultimos dos resultados
muestran que e** cos Bx y e** sen Bx son soluciones reales de (2). Ademads, estas solucio-

*Una deduccién formal de la férmula de Euler se puede obtener a partir de la serie de Maclaurin

&= Em [X'/n! al sustituir x = i6, usar ?=-1,i* =—i,...,ydespués separar las series en sus partes real e
n= .

imaginaria. Una vez establecida asf la viabilidad, podemos adoptar cos 6 + i sen § como la definicion de ™.
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nes forman un conjunto fundamental en (-0, 00). En consecuencia, la solucién general
es

y = c,e* cos Bx + c,e*" sen Bx = e**(c, cos Bx + ¢, sen Bx). ®)

Ejemplo 1  Ecuaciones diferenciales de seqgundo orden

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales

a)2y"-5y"-3y=0 b)Yy —10y +25y =0 o)y +4y'+7y=0

B Solucién Proporcionamos las ecuaciones auxiliares, las raices y las soluciones gene-
rales correspondientes.

a) 2m*-5m-3=Qm+Dm-3), m = —%, my, = 3.

De (4), y = ¢, + c,e™.

by m*—10m+25=@m-5)% m =m,=>5.

De (6), y = ¢, + coxe™.

) m+4m+7=0, m=-=2+V3i, m=-2-V3i

De (8)cona =-2,B = V3,y= e, cos V3x +c, sen V3x). a

Ejemplo 2 Un problema de valor inicial
Resolver el problema de valor inicial 4y” + 4y’ + 17y = 0, y(0) = -1, y'(0) = 2.

M Solucion  Por la férmula cuadritica encontramos que las raices de la ecuacion auxiliar

4m* +4m + 17 = 0sonm; = —3 + 2i y m, = —% — 2i. Por lo tanto, a partir de (8) tenemos
y = (¢, cos 2x + ¢, sen 2x). Al aplicar la condicién y(0) = —1, vemos de ¢(c, cos 0 + ¢,
sen 0) = —1 que ¢; = —1. Si diferenciamos y = ¢™*(—cos 2x + ¢, sen 2x) y después usamos

x/2

y'(0) = 2, obtenemos 2c¢, + % =20c, = %. Entonces la solucion del PVIes y = ¢ ““(—cos
2x + 7 sen 2x). En la figura 3.4 vemos que la solucién es oscilatoria pero y — 0 cuando x —
o0, y ly| = oo cuando x — —c0. a
M Dos ecuaciones importantes Las dos ecuaciones diferenciales

',\.H + ka — 0 y yr/ o kly — O,

siendo k un nimero real, son importantes en matemadticas aplicadas. Para y” + k2y =0,la
ecuacion auxiliar m> + k* = 0 tiene raices imaginarias m, = ki y m, = —ki. Cona = 0y
B = k de (8), la solucién general de la ED es

y = ¢, cos kx + ¢, sen kx. )

Por otra parte, la ecuacién auxiliar m> — k> = 0 para y" — k*y = 0 tiene raices reales dis-
tintas m; = k'y m, = —k y, por lo tanto, en virtud de (4) la solucién general de la ED es

y = ¢ + ™, (10)

Observe que si elegimos ¢; = ¢, =3y ¢; =1, ¢, = —2 en (10), obtenemos las soluciones
particulares y = 3(¢* + ¢*) = cosh kx y y = 2(" — ¢) = senh kx. Dado que cosh kx y
senh kx son linealmente independientes en cualquier intervalo del eje x, una forma alter-
nativa para la solucién general de y" — k*y = O es

y = ¢, cosh kx + ¢, senh kx. (11
Vea los problemas 41, 42 y 53 en los ejercicios 3.3.

M Ecuaciones de orden superior En general, para resolver una ecuacién diferencial
de orden superior

ay” +a, Y V4 +ay +ay +ayy=0, (12)

3.3 Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes

Figura 3.4 Grafica de la solucion
del problema de valor inicial en el

ejemplo 2
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donde las a;, i = 0, 1, ..., n son constantes reales, debemos solucionar una ecuacién
polinomial de n-ésimo grado

am' +a, m" '+ - +am*+am+ay = 0. (13)
Si todas las raices de (13) son reales y distintas, entonces la solucion general de (12) es
.\} — (‘1 (?17!‘,\ + (.ZLJ,HI:Y + oo + (‘” ()IHN\'.

Elaborar un resumen para los andlogos de los casos II y III resulta un tanto dificil de-
bido a que las raices de una ecuacién auxiliar de un grado mayor al segundo se pueden
presentar en muchas combinaciones. Por ejemplo, una ecuacién de quinto grado puede
tener cinco raices reales diferentes, o tres raices reales distintas y dos raices complejas, o
una raiz real y cuatro raices complejas, o cinco raices reales pero iguales, o cinco raices
reales pero con dos de ellas iguales, y asi sucesivamente. Cuando m, es una raiz de multi-
plicidad k de una ecuacién auxiliar de n-ésimo grado (es decir, k raices son iguales a m,),
es posible demostrar que las soluciones independientemente lineales son

emlx’ xem,x’ XZemlx’ e xk*lemlx

y la solucién general debe contener la combinacidn lineal

2 mx :
+opte™ 4+ 4o e

71X 71X

Cre™ + coxe
Por ultimo, se debe recordar que cuando los coeficientes son raices reales y complejas
de una ecuacidn auxiliar, siempre aparecen en pares conjugados. Asi, por ejemplo, una
ecuacion polinomial cibica puede tener a lo sumo dos raices complejas.

Ejemplo 3 Ecuacion diferencial de tercer orden
Resolver y” + 3y" —4y = 0.

B Solucién Por inspeccién de mi® + 3m* — 4 = 0, debe resultar evidente que una raiz es
m; = 1y, por lo tanto, m — 1 es un factor de m* + 3m> — 4. Al dividir encontramos

m*+3m>—4 = (m—-D(m?+4m+4) = (m - D(m + 2)*,
asi que las demas raices son m, = ms; = —-2. En consecuencia, la solucién general es

y = ciet + e + cyxe ]

Ejemplo 4 Ecuacion diferencial de cuarto orden

d*y d*y
Resolver —+ 22—+ y = 0.
dx dx

Solucién La ecuaci6n auxiliar m* + 2m*> + 1 = (m” + 1)*> = 0 tiene raices m; = my =iy
m, = my, = —i. Por lo tanto, con base en el caso II, la solucién es

y = Cie” + Cye™ + Cyxe™ + Cyxe™.

En virtud de la férmula de Euler, la agrupacion C,e™ + C,e™ se puede volver a escribir
€cOmo ¢, €os X + ¢, sen x después de reasignar las constantes. De manera similar, x(Cse™ +
C,e™) puede expresarse como x(c3 cos x + ¢, sen x). Por lo tanto, la solucién general es

Y = €] COS X + €5 SEN X + C3X COS X + C,X Sen X. a

El ejemplo 4 ilustra un caso especial donde la ecuacién auxiliar tiene raices complejas
repetidas. En general, si m; = a + i3, 8 > 0, es una raiz compleja de multiplicidad k de
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una ecuacion auxiliar con coeficientes reales, entonces su conjugado m, = a —if3 es tam-
bién una raiz de multiplicidad k. A partir de las soluciones 2k complejas determinadas

e(ul + iB))(’ xe(a + iﬁ)x’ XZe(a + iB)x’ o xk - le(ut +iB)x

e iB)x’ xe@- iB)x, el iB)x’ e yh-lpla—iBx

concluimos, con ayuda de la férmula de Euler, que la solucion general de la ecuacion
diferencial correspondiente debe contener entonces una combinacion lineal de las solu-
ciones reales linealmente independientes 2k

e**cos Bx,  xe* cos Bx, x2e™ cos Bx, e, X le™ cos Bx
e sen Bx, xe“senBx, x*esenBx, ..., x*"'e**senpfx.

En el ejemplo 4, identificamos k =2, =0y 3 = 1.

Por supuesto, al resolver ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes, el as-
pecto mas dificil es encontrar raices de las ecuaciones auxiliares de grado mayor al
segundo. Por ejemplo, para resolver 3y” + 5y" + 10y’ — 4y = 0 debemos resolver 3n:*
+ 5m? + 10m — 4 = 0. Algo que podemos intentar es comprobar la ecuacién auxiliar en
cuanto a raices racionales. Recuerde, si m; = p/q es una raiz racional (expresada en los
menores términos) de una ecuacién auxiliar a,m" + --- + a;m + a; = 0 con coeficientes
enteros, entonces p es un factor de a, y g es un factor de a,,. Para nuestra ecuacion auxi-
liar cibica especifica, todos los factores de ay = -4 y a, = 3 son p: £1, £2, x4y ¢
*1, =3, asi que las posibles raices racionales son p/g: =1, =2, *4, i%, i%, i%. Por lo
tanto, cada uno de estos nimeros se puede comprobar, digamos, mediante division sinté-
tica. De esta forma descubrimos tanto la raiz m, = 35 como la factorizacién

3m® + 5m? + 10m—4 = (m — 3) 3m® + 6m + 12).

La férmula cuadritica produce entonces las raices restantes m, = —1 + V/3iy m; = —1
—V/3i. En consecuencia, la solucién general de 3y” + 5y" + 10y’ —4y = 0es y = c,e +

e'(c, cos V3 x + ¢y sen V3x).

M Uso de la computadora Encontrar raices o aproximaciones de raices de ecuaciones
polinomiales es un problema rutinario cuando se trabaja con una calculadora o un pro-
grama de cémputo adecuados. Los sistemas algebraicos computacionales Mathematica
y Maple pueden resolver ecuaciones polinomiales (en una variable) de grado menor que
el quinto en términos de férmulas algebraicas. Para la ecuacién auxiliar examinada en el
parrafo anterior, los comandos

Solve[3mA3 +5mA2 + 10 m -4 = = 0, m] (en Mathematica)
solve(3*mA3 + 5*mA2 + 10*m — 4, m); (en Maple)

producen de manera inmediata sus representaciones de las raices %, -1+V3i,-1-V3i
Para ecuaciones auxiliares de grado mayor, podra ser necesario recurrir a comandos nu-
méricos como NSolve y FindRoot en Mathematica. Debido a su capacidad para resolver
ecuaciones polinomiales, no sorprende que algunos sistemas algebraicos de cémputo
puedan también dar soluciones explicitas de ecuaciones diferenciales lineales homogé-
neas con coeficientes constantes. Por ejemplo, las entradas

DSolve [y"[x] + 2 y'[x] + 2 y[x] = = 0, y[x], x] (en Mathematica)
dsolve(diff(y(x),x$2) + 2*diff(y(x),x) + 2*y(x) = 0, y(x)); (en Maple)

producen, respectivamente,

C[2] Cos [x] — C[1]Sen[x]
EX

y y(x) = _C1 exp(—x) sen(x) — _C2 exp(-x) cos(x)

y[x] —> (14)

Traducido, esto significa que y = c,e™ cos x + ¢;¢™ sen x es una solucién de y” + 2y’ +
2y = 0.

3.3 Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes
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En el texto cldsico Ecuaciones diferenciales de Ralph Palmer Agnew* (usado por el
autor cuando era estudiante) se encuentra el siguiente enunciado:

No es razonable esperar que los estudiantes inscritos en este curso tengan la habi-
lidad computacional ni el equipo necesario para resolver de manera eficiente ecua-
ciones como

d'y dy d’y dy
4317 —= + 2179 — + 1.416 = + 1.295— + 3.169y = 0. (15)
dx dx dx dx

Aunque es debatible si las habilidades computacionales han mejorado en los afios trans-
curridos, donde no hay duda es en que la tecnologia si ha progresado. Si tenemos acceso
a un sistema algebraico de cémputo, la ecuacién (15) podria considerarse razonable.
Después de la simplificacién y de algunas reasignaciones del resultado, Mathematica
produce la solucion general (aproximada)

y = ¢, 752 ¢05(0.618605x) + coe 7857 5en(0.618605x)
+ 0370878 £05(0.75908 1x) + c4e” 70478 5en(0.75908 1x).

En la transicién, advertimos que en Mathematica y Maple 1os comandos DSolve y
dsolve, al igual que muchos aspectos de cualquier sistema asistido por computadora
(CAS, por sus siglas en inglés), tienen sus limitaciones.

Por tltimo, si estamos frente a un problema de valor inicial que consista en, digamos,
una ecuacion diferencial de cuarto orden, entonces, para ajustar la solucion general de la
ED a las cuatro condiciones iniciales debemos resolver un sistema de cuatro ecuaciones
lineales con cuatro incégnitas (c;, ¢,, ¢3 Y ¢4 en la solucién general). Podemos ahorrar
mucho tiempo al resolver el sistema con ayuda de un CAS. Vea los problemas 35, 36, 61
y 62 en los ejercicios 3.3.

*McGraw-Hill, Nueva York, 1960.

En caso de que se lo esté preguntando, el método de esta seccién también funciona
para ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de primer orden ay' + by = 0
con coeficientes constantes. Por ejemplo, para resolver, digamos, 2y’ + 7y = 0, sus-
tituimos y = ¢™ en la ED para obtener la ecuacion auxiliar 2m + 7 = 0. Usando

m = —2 la solucién general de la ED es entonces y = ¢,¢ 2.
. EJERCICIOS 3.3 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-5.

En los problemas 1 a 14, encuentre la solucién general de la 18. y"+3y"—4y' =12y =0
ecuacion diferencial de segundo orden dada. Fu  Lu

1. 4yrl+y/:0 2. ylr_36y:0 19. E"‘d—tz_zuz

3.y =y —6y=0 4. y'-3y"+2y=0 Px dx

5 y'+8y' +16y =10 6. y'—10y" +25y =0 20. ?_?_4*:0

7. 12y —5y' —2y = T

y'=5y"=2y=0 8. y'+4y'-y=0 21, V" 43y 43y 4y =0

9. V'+9y =0 10. 3y"+y=0 e 12v' — By = 0

1. y'-4y"+5y =0 12 2)"+2y'+y=0 22. y(4)_ yor ey —oy =

13. 3y +2y +y =0 14. 2y~ 3y +4y =0 23. yP+y"+y'=0

. 24, Yy -2y +y =
En los problemas 15 a 28, encuentre la solucién general de la ¥ Vi+y =0

e . . d* &
ecuacion diferencial de orden superior dada. 25. 16 _X + 24 _)2’ +9y=0
]5- y”/ _ 4yl! _ Sy/ — 0 dx x
n _ — d4 d2
16. y"—y=0 26_%—7%—18y=0
17 y"=5y"+3y"+9y =0 dx dx
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d’u d*u d*u d*u  du
27. —+5——-2—-10—5+—+5u=0
dar dart ar dr dr "
dx d*x d*x d%x
28. 2—5—7—4+ 12—3+8—2:0
ds ds ds ds

En los ejercicios 29 a 36, resuelva el problema de valor inicial
dado.

29. y"+16y =0, y0)=2,y'(0)=-2

0. 4y =0 <3>—0'G$—2
D R Y\3
d’y  dy
31, 22 42 5p=0. y(1)=0.y(1) =2
e i y(1) y'(1)

32. 4y"—4y' =3y =0, y(0)=1,y'(0)=5

33. y'+y ' +2y =0, y(0) =y (0)=0

34, y'-2y'+y =0, y(0)=5,y'(0) =10

35. y"+12y"+36y" =0, y(0) =0,y'(0) = 1, y"(0) = -7
36. Y +2y" =5y =6y =0, y(0) =y'(0) =0,y"(0) =1

En los ejercicios 37 a 40, resuelva el problema de valores en la
frontera dado.

37. Y'=10y" +25y =0, y(0) =1,y(1) =0
38. y"+4y =20, y(0)=0,y(m) =0

39, ¥4y =0, ¥'(0) =0, y(%) =0

40. ¥y'-2y"+2y =0, y(0) =1, y(m) =1
En los ejercicios 41 y 42, resuelva el problema dado usando pri-

mero la forma de la solucién general dada en (10); luego hagalo
mediante la forma dada en (11).

41. y"=-3y=0, y0)=1,y'(0) =5
42. y'—y =20, y(0)=1,y'(1) =0.
En los problemas 43 a 48, cada figura representa la grafica de

una solucion particular para una de las siguientes ecuaciones
diferenciales:

a) y'-3y'-4y=0
) YV'+2y'+y=0

b) Y'+4y=0
d y'+y=0
f) Y =3y+2y=0

Haga coincidir una curva solucién con una de las ecuaciones
diferenciales. Explique su razonamiento.

e) YV'+2y'+2y=0

43, 44.

Figura 3.5 Gréfica para el
problema 43

Figura 3.6 Grafica para el
problema 44
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45. 46.

Qv@_x .

Figura 3.7 Gréfica para el
problema 45

Figura 3.8 Gréfica para el
problema 46

47. 48. y

/ I\ 7

Figura 3.9
problema 47

Grafica para el Figura 3.10 Grafica para el

problema 48

Problemas de analisis

49. Las raices de una ecuacion auxiliar cubica son m; = 4
y my, = my = -5. ;Cudl es la ecuacién diferencial lineal
homogénea correspondiente? Analice: ;su respuesta es
unica?

50. Dos raices de una ecuacion auxiliar ctibica con coeficien-
tes reales son m, = — y m, = 3 + i. {Cudl es la ecuacién
diferencial lineal homogénea correspondiente?

"

51. Encuentre la solucion general de y” + 6y” +y' —34y =0
sabiendo que y; = ¢~ es una solucién.

52. Para resolver y¥ + y = 0 debemos encontrar las raices
de m* + 1 = 0. Este es un problema trivial cuando se usa
un CAS, pero puede hacerse a mano si se trabaja con nu-
meros complejos. Observe que m* + 1 = (m? + 1)* = 2m?°.
(En qué ayuda esto? Resuelva la ecuacién diferencial.

T
53. Verifique si y = senh x — 2 cos (x + 6) es una solu-

cién particular de y* — y = 0. Haga coincidir esta so-
lucién particular con la solucién general de la ecuacién
diferencial.

54. Considere el problema de valores en la frontera y” + Ay
=0, y(0) = 0, y(7/2) = 0. Analice: ;es posible determi-
nar los valores de A de manera que el problema posea
a) soluciones triviales?, b) soluciones no triviales?

55. En célculo, en el estudio de las técnicas de integracion
podian evaluarse ciertas integrales indefinidas, de la
forma [ ™ f(x) dx, al aplicar la integracién por par-
tes dos veces, recuperar la integral original del lado de-
recho, resolver para la integral original, y obtener un
multiplo constante k [ e™ f(x) dx del lado izquierdo.
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Entonces, el valor de la integral se encuentra al dividir
entre k. Analice: ;jpara qué clase de funciones f trabaja
el procedimiento descrito? Su solucién debe llevar a
una ecuacion diferencial. Examine cuidadosamente esta
ecuacion y resuelva para f.

Modelo matematico

56. Cadena deslizante Vuelva a leer el analisis de la ca-
dena deslizante presentado en la seccion 1.3 e ilustrado
en la figura 1.24 de la pagina 27.

a) Use la forma de la solucién dada en la expresién
(11) de esta seccidn para encontrar la solucién gene-
ral de la ecuacion (16) presentada en la seccion 1.3,

a2 7=
a L

b) Encuentre una solucion particular que satisfaga las
condiciones iniciales expresadas en el andlisis de
las paginas 26 y 27.

¢) Suponga que la longitud total de la cadena es L =
20 pies, y x, = 1. Encuentre a qué velocidad la ca-
dena deslizante abandona la polea que la detiene.

Tareas para el laboratorio de computo

En los problemas 57 a 60 use una computadora, ya sea como
ayuda para resolver la ecuacién auxiliar o como un medio de
obtener directamente la solucion general de la ecuacidén dife-
rencial dada. Si usa un CAS para obtener la solucién general,
simplifique el resultado y, si fuera necesario, escriba la solucién
en términos de funciones reales.

57. y"-6y"+2y'+y=0

58. 6.11y" +8.59y" +7.93y" +0.778y = 0

59. 3.15y"% - 5.34y" + 6.33y' =2.03y = 0

60. YV +2y" -y +2y=0
En los problemas 61 y 62, use un CAS para resolver la ecuacion
auxiliar. Forme la solucion general de la ecuacién diferencial.
Después use un CAS para resolver el sistema de ecuaciones para

los coeficientes ¢; i = 1, 2, 3, 4 que resultan cuando las condicio-
nes iniciales se aplican a la solucién general.

61. 2yP 4+ 3y" —16y" + 15y' —4y = 0,

¥(0) = -2,y'(0) = 6,y"(0) = 3,y"(0) = 3
62. yY—3y" +3y"—y =0,

¥(0) =y"(0) = 0,y"(0) = y"(0) = 1

1

Coeficientes indeterminados )

M Introduccion Para resolver una ecuacién diferencial lineal no homogénea

a,y" +a, YV + +ayy +ayy = g (1)

debemos hacer dos cosas: i) encontrar la funcién complementaria y,; ii) encontrar cual-
quier solucién particular y, de la ecuacién no homogénea. Después, como se analiz6 en
la seccién 3.1, la solucién general de (1) en un intervalo /es y = y, + ,,.

La funcién complementaria y, es la solucién general de la ED homogénea asociada

de (1), es decir,

ay”+a, Y V4 +a,y +a,y=0.

En la seccién previa vimos como resolver esta clase de ecuaciones cuando los coeficien-
tes eran constantes. Por lo tanto, nuestro objetivo en esta seccion es examinar un método
para obtener soluciones particulares.

B Método de coeficientes indeterminados La primera de las dos formas que de-
bemos considerar para obtener una solucién particular y, tiene el nombre de método de
coeficientes indeterminados. En este método, la idea bésica es una conjetura (en realidad
un supuesto razonable) acerca de la forma de y,; esta conjetura es motivada por los tipos
de funciones que componen la funcién de entrada g(x). El método general esta limitado a
ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas como (1), donde

¢ los coeficientes a;, i =

0, 1,..., n son constantes, y

* donde g(x) es una constante, una funcién polinomial, una funcién exponencial e**, las

@ Una constante k es

{ una funcién polinomial.
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funciones coseno o seno sen 3x o cos Bx, o sumas y productos finitos de estas funciones.

En términos estrictos, g(x) = k (una constante) es una funcién polinomial. Dado que una
funcién constante probablemente no sea la primera cosa que nos viene a la mente cuando
pensamos en funciones polinomiales, con el fin de enfatizar, continuaremos usando la
redundancia “funciones constantes, funciones polinomiales, ...”.
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Las siguientes funciones son algunos ejemplos de los tipos de entradas g(x) apropia-
dos para este andlisis:

g) =10, gx)=x*-5x, gkx)=15x—6+8¢™
g(x) = sen3x—5xcos2x, g(x) = xe senx+ Bx* = De™.
Es decir, g(x) es una combinacion lineal de funciones del tipo
P(x) = axX"+a, X" '+ - +ax + a, Px)e™, P(x)e™ sen Bxy P(x)e™ cos Bx

donde 7 es un entero no negativo y @ y 3 son nimeros reales. El método de coeficientes
indeterminados no es aplicable a ecuaciones de la forma (1) cuando

1
g)y=Inx, gk = e gl¥) =tanx, g(x) =senlx,

y asi sucesivamente. Las ecuaciones diferenciales donde la entrada g(x) es una funcién
de este tltimo tipo se considerardn en la seccién 3.5.

El conjunto de funciones constituido por constantes, polinomios, exponenciales ¢,
senos y cosenos tiene la extraordinaria propiedad de que las derivadas de sus sumas y
productos son de nuevo sumas y productos de constantes, polinomios, exponenciales e*,
senos y cosenos. Dado que la combinacion lineal de las derivadas a,y" + a, _,yy" ™"
+ -+ +ayy, + apy, debe ser idéntica a g(x), parece razonable asumir que y, tiene la
misma forma que g(x).

Los siguientes dos ejemplos ilustran el método basico.

Ejemplo 1 Solucion general mediante coeficientes indeterminados
Resolver y" + 4y’ — 2y = 2x* — 3x + 6. 2)

Solucion Paso 1. Primero resolvemos la ecuacién homogénea asociada y” + 4y’
— 2y = 0. De la férmula cuadratica encontramos que las raices de la ecuacién auxiliar
m?+4m—-2=0 sonm; =-2-V6ym=-2+ V6. Por lo tanto, la funcién comple-
mentaria es

= Clef(2+\/6)x + 028(72+\/6)x.

Paso 2. Ahora, como la funcién g(x) es un polinomio cuadrético, asumamos una solu-
cion particular que también esté en la forma de un polinomio cuadratico:

y, = Ax* + Bx + C.

Buscamos determinar coeficientes especificos A, B'y C para los cuales y, sea una solu-
cién de (2). Al sustituir y, y las derivadas y, = 2Ax + By y, = 2A en la ecuacién dife-
rencial (2) obtenemos

Vi +4y, -2y, = 2A + 8Ax + 4B - 2Ax* - 2Bx - 2C
2x2-3x +6.

Como se supone que la dltima ecuacién es una identidad, los coeficientes de potencias
iguales de x deben ser iguales:

igual

|

A | @+ [84-2B| x+[24+4B-2C| =202 _3x 6.

Es decir,
2A =2, 8A-2B=-3, 2A+4B-2C=6.
Si resolvemos este sistema de ecuaciones obtenemos los valores A = -1, B = —% y
= —9. Por lo tanto, una solucién particular es
_ 2
y, = =X — Ex -0,

3.4 Coeficientes indeterminados
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Paso 3. La solucién general de la ecuacién dada es
—@2+Vo)x 5

y=y.ty =ce + cze(f“\/‘j’)" - X - Ex -9, |

Ejemplo 2 Solucion particular mediante coeficientes indeterminados

Encontrar una solucidn particular de y" —y" + y = 2 sen 3x.

Solucion Un primer supuesto natural para encontrar una solucién particular seria A sen
3x. Pero como las sucesivas diferenciaciones de sen 3x producen sen 3x junto con cos
3x, en lugar de ello nos vemos impulsados a asumir una solucién particular que incluya
ambos términos:

y, = A cos 3x + B sen 3x.

Al diferenciar y, y sustituir los resultados en la ecuacion diferencial se tiene, despu€s de
reagrupar,

Yy—=Y,+¥, = (-8A —3B) cos 3x + (3A — 8B) sen 3x = 2 sen 3x

igual

—8A —3B| cos 3x+ |3A — 8B |sen 3x =0 cos 3x + 2 sen 3x.

Del resultante sistema de ecuaciones,

-8A-3B=0, 3A-8B=2,

obtenemos A = & y B = —1%. Una solucién particular de la ecuacién es
6 16
= ——cos3x — ——sen3x. a
773 73

Como ya mencionamos, la forma que asumimos para la solucién particular y, es una
suposicion razonable; no es falsa. Esta suposicion debe considerar no sélo el tipo de fun-
ciones constitutivas de g(x) sino también, como veremos en el ejemplo 4, las funciones
que componen la funcién complementaria y,.

@ Como usar el teorema

3.7 en la solucidn del
Lejemplo 3.
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Ejemplo 3 Formacion de y, por superposicion
Resolver y" — 2y’ — 3y = 4x — 5 + 6xe™. 3)

Solucion Paso 1. Primero, la solucién de la ecuaciéon homogénea asociada y” — 2y’ — 3y
= 0 se encuentra que es y, = c;e > + c,e>.

Paso 2. Después, la presencia de 4x — 5 en g(x) sugiere que la solucion particular incluye
un polinomio lineal. Ademds, dado que la derivada del producto xe** genera 2xe** y e*,
también asumimos que la solucién particular incluye tanto xe™ como . En otras pala-
bras, g es la suma de dos tipos basicos de funciones:

g(x) = g,(x) + g2(x) = polinomial + exponenciales.

Asimismo, el principio de superposicion para ecuaciones no homogéneas (teorema 3.7)
sugiere que buscamos una solucién particular

Yp = Yo+ Yoy
dondey, =Ax+Byy, = Cxe* + Ee*. Al sustituir

y, = Ax + B + Cxe™ + Ee™
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en la ecuacion (3) dada y reagrupar términos parecidos se tiene
Yp—2y,-3y,=-3Ax-2A-3B - 3Cxe™ + (2C - 3E)e™ = 4x -5 + 6xe®.  (4)
A partir de esta identidad obtenemos las cuatro ecuaciones
3A=4, 2A-3B=-5, -3C=6, 2C-3E=0.

La dltima ecuacién incluida en este sistema resulta de la interpretacion de que el coefi-

ciente de ¢* en el miembro izquierdo de (4) es cero. Al resolver, encontramos A = —%,
B= % C=-2yE= —%. En consecuencia,
4 + 23 e 4,
= ——x+—— 2xe* — —e.
T T3t 3
Paso 3. La solucién general de la ecuacién es
4 23 4
=ce ¥+t ——x+——|2x+ =¥ \
y 1 2 3 9 ( 3) 1

Con base en el principio de superposicion (teorema 3.7), también podemos abordar el
ejemplo 3 desde el punto de vista de resolver dos problemas mds simples. Usted deberd
verificar que sustituir

Y, =Ax+B en V' =2y -3y =4x-5
y Vp, = Cxe™ + Ee** en Y —2y" =3y = 6xe™
produce, a su vez, y, = “tx+3y Yp, = —(2x + 1) €*. Una soluci6n particular de (3) es

entonces y, = y, + Y.
El siguiente ejemplo muestra que algunas veces el supuesto “evidente” para la forma
de y, no es el correcto.

Ejemplo 4 Una falla en el método

Encontrar una solucién particular de y” — 5y’ + 4y = 8¢".

Soluciéon La diferenciacién de ¢* no produce nuevas funciones. De este modo, si
procedemos como lo hicimos en los ejemplos anteriores, podemos suponer de manera
razonable una solucién particular de la forma y, = Ae". Pero sustituir esta expresion en
la ecuacion diferencial produce la expresion contradictoria O = 8¢', y por lo tanto resulta
evidente que formulamos los supuestos equivocados para y,.

Aqui la dificultad salta a la vista cuando examinamos la funcién complementaria
V. = c¢1€" + ™. Observe que nuestro supuesto Ae® ya estd presente en y,. Esto significa
que ¢ es una solucién de la ecuacion diferencial homogénea asociada, y cuando en la
ecuacion diferencial se sustituye un multiplo constante Ae* necesariamente produce cero.

Entonces, ;cudl seria la forma de y,? Inspirados en el caso II de la seccion 3.3, vea-
mos si podemos encontrar una solucién particular de la forma

y, = Axe’.

Al sustituir y, = Axe' + Ae'y y, = Axe" + 2A¢" en la ecuacién diferencial y simplificar
se tiene

Yy =5y, +4y, = 3Ae" = 8"

A partir de esta tltima igualdad vemos que el valor de A estd determinado ahora por A =
8 . sz . -2 8
—3. En consecuencia, una solucién particular de la ecuacion dada es y, = —3 xe'. a

La diferencia entre los procedimientos usados en los ejemplos 1 a 3 y en el ejemplo 4 su-
giere que consideremos dos casos. El primer caso refleja la situacion de los ejemplos 1 a 3.

Caso I: En la solucion particular asumida, ninguna funcién es una solucién de la
ecuacion diferencial homogénea asociada.

3.4 Coeficientes indeterminados
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En la tabla 3.1 ilustramos algunos ejemplos especificos de g(x) en (1) junto con la
forma correspondiente de la solucién particular. Por supuesto, estamos dando por hecho
que en la solucion particular asumida y, ninguna funcién es duplicada por una funcién en
la funcién complementaria y,.

Tabla 3.1 Soluciones particulares de prueba

g(x) Forma de y,

1. 1 (cualquier constante) A

2. 5x+7 Ax+B

3. 3x%-2 Ax* +Bx + C

4, ¥-x+1 AX +Bx* +Cx + E

5. sen4x A cos 4x + B sen 4x

6. cos 4x A cos 4x + B sen 4x

7. & Ae™

8. (9x—2)e™ (Ax + B)e™

9. x> (Ax* + Bx + C)e>*
10. ¢* sen 4x Ae* cos 4x + Be™ sen 4x
11. 5x% sen 4x (Ax* + Bx + C) cos 4x + (Ex* + Fx + G) sen 4x
12. xe* cos 4x (Ax + B)e™ cos 4x + (Cx + E)e™ sen 4x

Ejemplo 5 Formas de soluciones particulares: caso I

Determinar la forma de una solucién particular de
a) ¥' -8y’ + 25y = 5y’ —Te™ b) y" + 4y = xcos x.

Solucion @) Podemos escribir g(x) = (5x° — 7)e™. Si usamos la entrada 9 de la tabla 3.1
como un modelo, asumimos una solucién particular de la forma

¥, = (AX’ + BX* + Cx + E)e™.

Observe que no existe duplicidad entre los términos incluidos en y, y los t€rminos de la
funcién complementaria y, = ¢*(c; cos 3x + ¢, sen 3x).

b) La funcién g(x) = x cos x es similar a la entrada 11 de la tabla 3.1, salvo, por supuesto,
que utilizamos un polinomio lineal en lugar de uno cuadratico y cos x y sen x en lugar de
cos 4xy sen 4x en la forma de y,:

Y, = (Ax + B) cos x + (Cx + E) sen x.

Observe que otra vez no hay duplicidad de términos entre y, y y. = ¢; cos 2x + ¢, sen 2x.
a

Si g(x) consiste en una suma de, digamos, m términos del tipo presentado en la tabla,
entonces (como en el ejemplo 3) el supuesto de una solucion particular y, consta de la
suma de las formas experimentales y, , y,, ..., Y, correspondiente a estos términos:

Yo =V T, Ty,
La expresion anterior se puede escribir de otra forma.

Regla de la forma para el caso I:  La forma de y, es una combinacion lineal de
todas las funciones independientes que se generan por diferenciaciones repetidas de
gXx).
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Ejemplo 6 Formacion de y, por superposicion: caso I

Determinar la forma de una solucién particular de

y" =9y + 14y = 3x% - 5 sen 2x + Txe®™.

Solucion

En lo relativo a 3x> asumimos Yy, = Ax*+Bx + C.

En lo relativo a -5 sen 2x asumimos ¥p, = E cos 2x + F sen 2x.
En lo relativo a 7xe® asumimos Yy, = (Gx + H)e™

El supuesto para la solucién particular es entonces
Yp = Yo, T ¥p, + ¥, = AX*+ Bx + C + E cos 2x + F sen 2x + (Gx + H)e™.

En este supuesto, ningtin término duplica un término de y, = c;e™ + c,e™. a

Caso II: Una funcién presente en la solucién particular asumida también es una
solucién de la ecuacion diferencial homogénea asociada.

El siguiente ejemplo es similar al ejemplo 4.

Ejemplo 7 Solucion particular: caso II

Encontrar una solucién particular de y" — 2y’ + y = €'

Solucion La funcién complementaria es y, = ¢,¢" + c,xe’. Como en el ejemplo 4, el
supuesto y, = Ae* fallard dado que a partir de y, resulta evidente que ¢ es una solucién de
la ecuacién homogénea asociada y” — 2y" + y = 0. Ademds, no podremos encontrar una
solucién particular de la forma y, = Axe" pues el t€rmino xe* también estd duplicado en
y.. Después intentamos con

v, = Ax’e".

Al sustituir en las ecuaciones diferenciales dadas se tiene 24¢* = "y asi A = 3. Por
esto, una solucién particular es y, = %x2e‘". a

Suponga de nuevo que g(x) consta de m términos del tipo dado en la tabla 3.1, y
asuma también que el supuesto acostumbrado para una solucion particular es

yp = y[’] + y[’z Tt y[’m’

donde y,,i=1,2,..., mson las formas de solucion particular de prueba que correspon-
den a esos términos. Bajo las circunstancias descritas en el caso II, podemos redactar la
siguiente regla general.

Regla de multiplicacién para el caso II:  Si cualquier y,; contiene términos que
duplican términos en y,, entonces dicha y,; debe multiplicarse por x", donde n es el
entero positivo mds pequerio posible que elimina tal duplicidad.

Ejemplo 8 Un problema de valor inicial
Resolver el problema de valor inicial y” + y = 4x + 10 sen x, y(7) = 0, y'(m) = 2.

Solucion La solucién de la ecuacién homogénea asociada y” + y = 0 es y. = ¢,
cos X + ¢, sen x. Dado que g(x) = 4x + 10 sen x es la suma de un polinomio lineal y una
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funcidén seno, nuestro supuesto normal para y,, a partir de los valores 2 y 5 de la tabla
3.1, serfala sumade y, =Ax+ By y, = Ccosx + E sen x:

¥, =Ax+ B+ Ccos x + E sen x. ®))

Pero existe una evidente duplicidad de los términos cos x y sen x en esta forma supuesta
y dos términos en la funcién complementaria. Esta duplicidad puede eliminarse al multi-
plicar simplemente y, por x. En lugar de (5), ahora usamos

Y, =Ax+ B+ Cxcosx + Exsenx.

Si diferenciamos esta expresion y sustituimos los resultados en la ecuacién diferencial
se tiene

Yp+y,=Ax+ B-2Csenx+2Ecosx = 4x+ 10 sen x, (6)

y, porlotanto,A =4, B =0,-2C = 10, 2E = 0. Las soluciones del sistema son inmediatas:
A=4,B=0,C=-5yE = 0.En consecuencia, a partir de (6) obtenemos y, = 4x — 5x
cos x. La solucién general de la ecuacion dada es

Y =Y.+, = € COSX + ¢y sen x + 4x — 5x cos Xx.

Ahora aplicamos a la solucién general de la ecuacion las condiciones iniciales estableci-
das. Primero, y(7) = ¢, cos 7 + ¢, sen 7 + 4 — 57 cos 7 = 0 produce ¢, = 97 dado que
cos m = —1y sen 7 = (. Luego, de la derivada

y' =-9msenx + ¢, cos x+ 4+ 5xsenx—5cos x
y y'(m) = -9msen 7+ c,cos m+ 4+ Smwsen m—5cos =2

encontramos que ¢, = 7. La solucién al problema de valor inicial es entonces

y = 97 cos x + 7 sen x + 4x — 5x cos x. a

Ejemplo 9 Uso de la regla de multiplicacion
Resolver y" — 6y’ + 9y = 6x* + 2 — 12>

Solucién La funcién complementaria es y. = c¢,e™ + c,xe™. Y por lo tanto, con base en
los valores 3 y 7 de la tabla 3.1, el supuesto acostumbrado para encontrar una solucién
particular seria

¥, = AxX* + Bx + C + Ee™".
—
.“/7‘ ,\‘/L

La inspeccion de estas funciones muestra que el término de y, estd duplicado en y,.
Si multiplicamos y, por x, observamos que el término xe* sigue siendo parte de y,. Pero
al multiplicar y, por x> eliminamos todas las duplicidades. Por lo tanto, la forma opera-
tiva de una solucion particular es

Yy = Ax* + Bx + C + Ex*e™.

Diferenciamos esta tltima forma, sustituimos en la ecuacién diferencial y agrupamos
términos semejantes para obtener

Vo= 6y, +9y, = 9Ax” + (=12A + 9B)x + 2A — 6B + 9C + 2Ee** = 6x7 + 2 — 12¢™,
De esta identidad se deduce que A = %, B= %, C= % y E = —6. Por lo tanto, la solucién

general y = y. +y,€s

2 2
y = ¢, + cxe® + gxz + 6)6 + 37 6x%e™. ]
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Ejemplo 10  Ecuacion diferencial de tercer orden: caso I

"

Resolver y” + y" = ¢* cos x.

Solucién A partir de la ecuacién caracteristica m® + m* = 0 encontramos m; = m, =0y
my = —1. Porlo tanto, la funcién complementaria de la ecuacidones y, = ¢; + c,x + ¢3¢ Con
g(x) = €'cos x, vemos en la entrada 10 de la tabla 3.1 que debemos asumir

v, = Ae" cos x + Be' sen x.

Como no hay funciones en y, que dupliquen funciones en la solucion complementaria,
procedemos de la forma acostumbrada. De

Yy +y, = (2A +4B)e" cos x + (—4A — 2B)e" sen x = " cos x

obtenemos —2A +4B = 1,—-4A—-2B = (. Este sistemadaA = 117) y B =1, de manera que una

solucién particular es y, =— 11*06" cos x + +¢ sen x. La solucién general de la ecuacion es
1 1
y=yc+yp=cl+czx+c3e’x—ﬁe‘cosx+gexsenx. o

Ejemplo 11 Ecuacion diferencial de cuarto orden: caso II

Determinar la forma de una solucién particular para y* +y” = 1 — x%™.

Solucion Al comparar y, = ¢; + c,x + c;3x° + c,™ con nuestro supuesto normal para una
solucidn particular

y=A+ Bx*¢™ + Cxe™ + Ee™,
S j
.\‘/;‘ .\‘[h

vemos que las duplicidades entre y. y v, se eliminan cuando y, se multiplica por Xy
¥,, se multiplica por x. Por lo tanto, el supuesto correcto para una solucién particular es

Yy = AX® + BX*e™ + Cx’¢™ + Exe™. a

i) En los problemas 27 a 36 de los ejercicios 3.4 se le pide resolver problemas
de valor inicial y en los problemas 37 a 40 problemas de valor en la frontera. Tal
como se indica en el ejemplo 8, asegtirese de aplicar las condiciones iniciales o las
condiciones de frontera a la solucién general y = y. + y,. Los estudiantes cometen
muchas veces el error de aplicar estas condiciones sélo a la funcién complementaria
v, dado que es la parte de la solucién que contiene las constantes.

ii) Con base en la regla de la forma para el caso I de la pagina 130 de esta seccion,
usted puede ver por qué el método de coeficientes indeterminados no es adecuado
para las ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas cuando la funcién de
entrada g(x) es un poco diferente de los cuatro tipos bdsicos presentados en color
en la pagina 127. Si P(x) es un polinomio, la continua diferenciacion de P(x)e**
sen Bx generard un conjunto independiente que contiene s6lo un nimero finito de
funciones todas del mismo tipo, es decir, polinomios multiplicados por ¢** sen Bx
0 e** cos [Bx. Por otro lado, las diferenciaciones repetidas de funciones de entrada
como g(x) = 1n x o g(x) = tan"'x generan un conjunto independiente que contiene
un ndmero infinito de funciones:

1
derivadas de In x: -,
X X

1 —2x —2 + 6x?
1+ x> 1+ xz)z’ (1r+ x2)3’m

derivadas de tan™'x:
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En los problemas 1 a 26, resuelva la ecuacion diferencial dada
mediante coeficientes indeterminados.

1. Y"+3y +2y=6
2. 4" +9y =15
3.y =10y + 25y =30x+3
4. ' +y -6y =2x

L, 2
5. Zy +y +y=x"-2x
6. y' =8y + 20y = 100x* — 26x¢"
7. " + 3y = —48x%™
8. 4y"—4y" — 3y = cos 2x
9. yV'—y =3
10 ' +2y =2x+5-¢ >

" ’ 1 /2
11. y'—y +Zy=3+e"

12. y'— 16y = 2%

13. y" + 4y = 3 sen 2x

14. y' —4y = (x*—3) sen 2x

15. y"+y = 2xsenx

16. y' =5y =28 —4x* —x+6

17. y"=2y" + 5y = ¢" cos 2x

18. y'—2y' + 2y = ¢*(cos x — 3 sen x)
19. V" +2y" +y = sen x + 3 cos 2x
20. y' +2y' =24y = 16 — (x + 2)e*
21. y"-6y" =3 —cosx

22. y" —2y"— 4y’ + 8y = 6xe*

23, Y"'=3y"+ 3y —y = x-4¢

24. Y —y' -4y +dy =5-¢"+ >
25. Y42y +y=(x-1)

26. Y —y" = dx + 2xe™

En los ejercicios 27 a 36, resuelva el problema de valor inicial
dado.

Y T 1 (7
27. y +4y=—2,y§ =§,y g =2

28. 2y" + 3y’ —2y = 14x* —4x - 11,
¥(0)=0,y"(0) =0
29. 5" +y" = -6x,y(0) =0, y'(0) =-10
30. Y+ 4y +4y =B +x)e>, y0)=2,y'0)=5
31. Y + 4y + 5y =35, y(0) =-3,y'(0) =1
32. y"—y=coshx, y(0)=2,y'(0)=12
Ix ,
33. — +wx=Fysenowt, x(0)=0,x"(0)=0
ar
d*x

34. 5 +0x = Fycos yt, #(0) = 0,4'(0) = 0

134

. EJERCICIOS 3.4 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-5.

1 5
35. Y —2y" +y' =2 -24¢ + 40>, y(0) = 5 y'(0) = 5

9
"(0) = — =
YO =-3
36. " + 8y = 2x — 5 + 8¢, y(0) = -5, y'(0) = 3,
y'(0)=-4

En los ejercicios 37 a 40, resuelva el problema de valores en la
frontera dado.

37 Y +y=x+1, y0)=5,y(1)=0

38. yV'-2y' +2y=2x-2, y(0) =0, y(m) =

39. y" 43y =6x, y(0) =0,y(1)+y'(1) =0

40. y"+3y =6x, y(0)+y'(0)=0,y(1) =0
En los ejercicios 41 y 42, resuelva el problema de valor ini-
cial dado en el que la funcién de entrada g(x) es discontinua.
[Sugerencia: Resuelva cada problema en dos intervalos y des-

pués encuentre una solucion de manera que y y y’ sean conti-
nuas en x = /2 (problema 41) y en x = 7 (problema 42).]

41. y" +4y = g(x), y(0) = 1,y'(0) = 2, donde

senx, 0 =x=

D o

0, x> —

42. y"=2y" + 10y = g(x), ¥(0) = 0, y'(0) = 0, donde

() {20, O==x=mw
x:
g 0, x>

Problemas de analisis

43. Considere la ecuacién diferencial ay” + by’ + cy = €,
donde a, b, ¢ y k son constantes. La ecuacion auxiliar de
la ecuacion homogénea asociada es

am®>+bm+c = 0.

a) Sikno es una raiz de la ecuacién auxiliar, demues-
tre que podemos encontrar una solucién particular
de la forma y, = Ae", donde A = 1/(ak” + bk + ¢).

b) Si k es una raiz de la ecuacién auxiliar de multiplici-
dad uno, demuestre que podemos encontrar una so-
lucién particular de la forma y, = Axe®, donde A =
1/(2ak + b). Explique como sabemos que k # —b/(2a).

¢) Si k es una raiz de la ecuacién auxiliar de multipli-
cidad dos, demuestre que podemos encontrar una
solucién particular de la forma y = Ax?¢", donde A
= 1/Q2a).

44. Analice como se puede usar el método de esta seccién
para encontrar una solucién particular de y” + y = sen x
cos 2x. Ponga en practica su idea.
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45. Sin resolver, determine la correspondencia entre cada c)
curva solucion de y” + y = f(x) que se muestre en las

figuras con una de las siguientes funciones: y
o fl) =1, i) flx)=e",
i) f(x) = ¢, iv)  f(x) = sen 2x,
v)  f(x) =€ senx, vi) f(x) = senx.
Exponga brevemente su razonamiento. *
a)
y

Figura 3.13  Curva solucién

AWANN /\ !

Figura 3.11  Curva solucién X

b)
Figura 3.14 Curva solucién

Tareas para el laboratorio de computo

En los problemas 46 y 47, encuentre una solucién particular de
la ecuacion diferencial dada. Use un CAS como ayuda para lle-
var a cabo las diferenciaciones, simplificaciones y el dlgebra.

x 46. y' —4y' + 8y = (2x* — 3x)e* cos 2x +
N (10x% —x — 1)e* sen 2x

47. y(4) +2y"+y=2cosx—3xsenx

Figura 3.12 Curva solucién

3.5  Variacion de parametros )

M Introduccion El método de variacién de parametros, usado en la seccién 2.3 para
encontrar una solucién particular de una ecuacion diferencial lineal de primer orden, es
aplicable también a ecuaciones de orden superior. La variacion de pardmetros tiene una
ventaja clara sobre el método de la seccion previa en cuanto a que siempre produce una
solucidn particular de y, a condicion de que la ecuacién homogénea asociada se pueda
resolver. Ademads, el método presentado en esta seccion, a diferencia de los coeficientes
indeterminados, no esta limitado a casos donde la funcion de entrada es una combina-
cién de los cuatro tipos de funciones enunciados en la pagina 127, ni se circunscribe a
ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes.

M Algunos supuestos Para adaptar el método de variacion de pardmetros a una ecua-
cion diferencial lineal de segundo orden

()" + a\(x)y" + ay(x)y = g(x), (1)
empezamos como lo hicimos en la seccidn 3.2: escribimos (1) en la forma estandar
Y+ Py" + Q)y = f(x) ()

al dividir entre el coeficiente a,(x). La ecuacién (2) es el andlogo de segundo orden de
la ecuacion lineal de primer orden dy/dx + P(x)y = f(x). En (2), asumiremos que P(x),
Q(x) y f(x) son continuos en algun intervalo comtn /. Como ya vimos en la seccién 3.3,
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familiarizado con la
regla de Cramer, vea la
seccion 8.7.
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no hay dificultad en obtener la funcién complementaria y. de (2) cuando los coeficientes
son constantes.

B Método de variacion de parametros Con base en la sustitucién y, = u,(x)y,(x) que
usamos en la seccién 2.3 para encontrar una solucién particular y, de dy/dx + P(x)y =
f(x), para la ED lineal de segundo orden (2) buscamos una solucién de la forma

.\'/7 - lll(,)f))'l(.’f) + L’z(x))'z(x)’ (3)

donde y, y y, constituyen un conjunto fundamental de soluciones en / de la forma homo-
génea asociada a partir de (1). Al utilizar la regla del producto para derivar y, dos veces,
obtenemos

[ ! ’ ’ !
Yp = WYy £yt uxy; + Youp

Yp = WY1+ YiUy + YU+ Y]+ UpYs + Yoty + Yolly + Uz,
Si sustituimos (3) y las derivadas anteriores en (2) y agrupamos los términos se produce

cero cero
w Y]+ Pyi + O]+ wp[ Y + Py) + Oy,]

Y, + Py, + Qx)y,

" ! ! " 1.’ ! !

+ Ui+ uryi + yous + uzy; + Plyug + yous)
! ! !’
+ yiuy + YUy

d ! d ! ’ ! [ ! !
= — [yuui] + — [yous] + Plyuy + yuy| + yiuj + yjus
dx dx

= % [y + yous) + Plyiui + yaus] + yiug + youy = f(x). “4)
Como buscamos determinar dos funciones desconocidas u, y u,, la razén dicta que nece-
sitamos dos ecuaciones. Obtenemos estas ecuaciones al formular el supuesto adicional
de que las funciones u, y u, satisfacen a y,uj + y,u; = 0. Este supuesto no aparece asi
como asi: se debe a los primeros dos términos de (4) dado que, si demandamos que y,u;
+ y,uj = 0, entonces (4) se reduce a yju + ysus = f(x). Ahora tenemos nuestras dos
ecuaciones deseadas, aunque sean dos ecuaciones para determinar las derivadas u; y u5.
Por la regla de Cramer, la solucién del sistema

iy + yus =0
yiug + ysu; = f(x)

puede expresarse en términos de los determinantes:

, W yof(x) , W yif(x)
uy = —— = = y U, = = &)
w w w w
i »n 0 Y2 Y1 0
donde W=\, . W, = 1, =\, . (6)
Yy oy : )y 2 v f®

Las funciones u; y u, se encuentran integrando los resultados en (5). El determinante
W se reconoce como el wronskiano de y, y y,. Por independencia lineal de y, y y, en [,
sabemos que W(y,(x), y,(x)) # O para toda x en el intervalo.

M Resumen del método Por lo general, no es buena idea memorizar las férmulas
sino entender el procedimiento. No obstante, el procedimiento anterior es demasiado
largo y complicado de usar cada vez que deseamos resolver una ecuacidn diferencial.
En este caso, resulta mds eficiente aplicar simplemente las férmulas de (5). Por lo tanto,
para resolver a,y" + a,y" + agy = g(x), primero encontramos la funcién complementaria
Y. = Y1 + ¢y, y después calculamos el wronskiano W(y,(x), y,(x)). Cuando dividimos
entre a,, ponemos la ecuacién en la forma estandar y” + Py’ + Qy = f(x) para determinar
f(x). Encontramos u; y u, mediante la integracion de uj= W /W'y u, = W,/W, donde W,
y W, estén definidos como en (6). Una solucién particular es y, = u;y; + u,y,. La solu-
cién general de la ecuacion es entonces y = y. + y,,.
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Ejemplo 1 Solucién general por variacion de parametros
Resolver y' — 4y’ + 4y = (x + 1)e*.

Solucion De la ecuacién auxiliar m?> — 4m + 4 = (m — 2)> = 0 tenemos y, = c,e* +
c,xe*. Con las igualdades y, = ¢*'y y, = xe*, calculamos el wronskiano:

2x 2x

e xe

Wi er erx — — €4X.
( > ) zer zer)c + eZX

Dado que la ecuacién diferencial dada ya estd en la forma (2) (es decir, el coeficiente de
y" es 1), identificamos f(x) = (x + 1)e*. De (6) obtenemos

0 xe* e* 0
W, = = —(x+ Dxe®*™, W, = = (x + 1)e*
1 (x + l)elx 2xe2x+ er ( ) 2 262): (x_|_ 1)e2x ( )
y, por lo tanto, de (5)
, (x + 1)xe* L (et 1)em
u1=—T=—x2—x, u2=T=X+1.
Se deduce que u; = —1x° - % y u, = 22 + x. En consecuencia,
1 1
=|—=-= > <—x + x)xez" = —x’e¥ + —x%e*
Y ( 6 2
2x o, Lo b oos
y Y=Y+ y, = ce” +cpxe +gx*e +5xe . O

Ejemplo 2 Solucion general por variacion de parametros
Resolver 4y" + 36y = csc 3x.

Solucion  Primero escribimos la ecuacion en su forma estandar (2) dividiéndola entre 4:

1
"+ 9y =— 3x.
y 'y 4csc X.

Dado que las raices de la ecuacién auxiliar m* +9 = 0 son m; = 3i y m, = —3i, la fun-
cion complementaria es y, = ¢; cos 3x + ¢, sen 3x. Mediante y;, = cos 3x,y, = sen 3x y
fx) = % csc 3x, obtenemos

3 3
W(cos 3x,sen3x = cos3x  sen3x

—3sen3x 3cos3x -

Y sen 3x 1 W cos 3x 0 _ 1 cos3x
" |tese3x 3cos3x 47 |—3sen3x icsc3x 4 sen3x’
Al integrar
., W 1 , W, 1 cos3x
u, = —= ——— u ===
w12 Y T W T 12 sendx
se obtiene u; = —5x y up = 3]? In | sen 3x |. Por lo tanto, una solucién particular es

1
YV, = Ex cos 3x + % (sen 3x) In Isen 3 xl.

La solucion general de la ecuacion es

1 1
Y =Y. +Y, = c; €08 3x + ¢, sen 3x — ) X cos 3x + EY; (sen 3x) Inlsen 3xI. (7) O
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La ecuacion (7) representa la solucion general de la ecuacidn diferencial en, digamos,
el intervalo (0, 77/6).

M Constantes de integracion Cuando se calculan las integrales indefinidas de u| y
u5, no necesitamos introducir ninguna constante. Esto es debido a que

Y=Y Y, = iy + ey + (uy +a)y; + (uy + b))y,
= (cp+ady; + (o + by, + gy, + upy,

= Cy+ Gy + uyyy + ury,.

Ejemplo 3 Solucion general por variacion de parametros

Resol —y=—.
esolver )’ —y = —

Solucién La ecuacién auxiliar m* — 1 = 0 produce m, = -1y m, = 1. Por lo tanto,
Y. = 1€ + e Ahora W(e', e™) = 2y

e “(1/x 1 (%!
L UL, :_Je_dt’
-2 2]t
, e*(1/x) 1 (%
Wa= "5 = 7dt.

y, por lo tanto,
P B 1 _ (%
y=yc+yp=cle"+c2e"+5e* Tdt—EeX —dt. Q

Xo Xo

En el ejemplo 3 podemos integrar en cualquier intervalo x, = ¢ = x que no contenga
al origen.

M Ecuaciones de orden superior El método que acabamos de examinar para las
ecuaciones diferenciales no homogéneas de segundo orden se puede generalizar para
las ecuaciones lineales de n-ésimo orden escritas en la forma estandar

y(n) + Pnil(x)y(nfl) + oo+ Py + Py(x)y = f(x). (8)

Siy. = cy,+ ¢y, + -+ +c,y,es la funcién complementaria para (8), entonces una so-
lucidn particular es

Vo = (01 (x) + up(X)y2(x) + - -+ + 1, (x)y,(x),
donde u;, k = 1, 2, ..., n, estdn determinadas por las n ecuaciones
yiui+yuy+ -+ yu, =0
i+ yauy+ o+ yu, =0
: : )
8 e 3 = £,
En este sistema las primeras n — 1 ecuaciones, como y,u; + y,u; = 0 en (4), son supues-

tos hechos para simplificar la ecuacion resultante después de que y, = u;(x)y,(x) +--- +
u,(x)y,(x) se sustituye en (8). En este caso, la regla de Cramer da

w=—  k=1,2,....n

Wi
W
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donde W es el wronskiano de yy, v, ..., y, Y W, es el determinante obtenido al reempla-
zar la k-ésima columna del wronskiano por la columna constituida por el lado derecho de
(9), es decir, la columna (0, 0, ..., f(x)). Cuando n = 2 obtenemos (5). Cuando n = 3, la
solucién particular es y, = u;y; + u,y, + usys, donde yy, y, y y; constituyen un conjunto
linealmente independiente de soluciones de la ED homogénea asociada, y u;, u,, uz se
determinan a partir de

R )
1 W’ 2 W’ 3 W’
0 » » yi 0y iy 0 Yi Y2 »3
Wi=10 y ys|, Wa=|yf 0 yi|, Ws=1|y/ y2 0| y W=y y |
f(x) vy i yi' f(x) vy iy f(%) AZHR CA

Vea los problemas 25 y 26 en los ejercicios 3.5.

Comentarios

En los siguientes problemas no dude en simplificar la forma de y,. Segun la forma
en que se encuentren las antiderivadas u'; y u',, quizd no obtenga la misma y, que
la dada en la seccion de respuestas. Por ejemplo, en el problema 3 de los ejercicios
3.5, tanto y, = Isenx—3xcosxy Y = 1sen x — 3x cos x son respuestas vélidas. En
cualquier caso, la solucion general y = y. +y, se simplificaen y = ¢, cos x + ¢, sen
X — %x cos x. (Por qué?

EJERCICIOS 3.5 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-5.

En los problemas 1 a 18, resuelva cada ecuacién diferencial En los problemas 19 a 22, resuelva cada ecuacién diferencial
por variacion de pardmetros. por variacién de pardmetros sujetos a las condiciones iniciales

y(0) =1,y(0) = 0.

1. y"+y=secx 2. y'+y=tanx
19. 4y" -y = xe?
3.y +y=senx 4, y" +y = secftan 6
5 s 20. 2" +y —y=x+1

5. y"+y=cosx 6. y' +y =secx 1. y”+2y'—8y=2e‘2x—e"‘

7. y'—y =coshx 8. y"—y = senh 2x 22. V' — 4y’ + 4y = (12x2 - 6x)e™
9 V' _dy = ﬁ 10. V' — 9y = 9x En los problemas 23 y 24, las funciones indicadas son solu-

Y Y X g Y e ciones linealmente independientes de la ecuacion diferencial

| homogénea asociada en (0, c0). Encuentre la solucién general

1.y +3y +2y = de la ecuacién no homogénea dada.
1+
23 Y +xy + (2= )y =2y, = x 2 cosx,

e
1+
13. y"+3y' +2y=sene* 14. y' -2y +y = ¢ arctan ¢

12. y'=-2y"+y = v, = x "% senx
24. x*y" +xy’ +y = sec(Inx); y, = cos(In x), y, = sen(In x)

En los problemas 25 y 26, resuelva la ecuacion diferencial de

15. Y +2y +y=¢'lnt 16, 2y’ +2y +y=4Vx tercer orden por variacién de pardmetros.
17. 3y"—6y" + 6y = ¢ secx 25. y" +y' =tanx
18. 4y —4y' +y= V1 — & 26. y" + 4y’ = sec 2x
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Problemas de analisis

En los problemas 27 y 28, analice cdmo se pueden combinar
los métodos de coeficientes indeterminados y variacion de pa-
rdmetros para resolver la ecuacion diferencial dada. Desarrolle

sus ideas.

29. En los problemas 1, 7, 9 y 18, ;cudles son los interva-
los de definicidn de las soluciones generales? Analice
por qué el intervalo de definicidn de la solucién general

dado en el problema 24 no es (0, 00).

30. Encuentre la solucién general de x*y" + x*y' — 4x%y = 1

dado que y, = x> es una solucién de la ecuacién homo-

27. 3y" -6y’ + 30y = 15 senx + ¢" tan 3x génea asociada.

28. V' -2y +y=4x" -3 +x7¢

El hecho de que el

coeficiente principal
seaceroenx =0
podria ocasionar un
problema.
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I 3.6  Ecuacion de Cauchy-Euler ]

M Introduccion La relativa facilidad con que fuimos capaces de encontrar solucio-
nes explicitas de ecuaciones diferenciales lineales de orden superior con coeficientes
constantes en las secciones anteriores, en general no se puede aplicar a ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes variables. En el capitulo 5 veremos que cuando
una ecuacion diferencial lineal tiene coeficientes variables, generalmente lo mejor que
podemos esperar es encontrar una solucion en forma de serie infinita. No obstante, el
tipo de ecuacién diferencial considerada en esta seccion es una excepcion a esta regla; es
una ecuacion con coeficientes variables cuya solucién general puede expresarse siempre
en términos de las potencias de x, senos, cosenos y funciones logaritmicas y exponencia-
les. Ademas, su método de solucién es muy similar al que se usa en las ecuaciones con
coeficientes constantes.

M Ecuacion de Cauchy-Euler Cualquier ecuacién diferencial lineal de la forma

L d'y Lo d ly dy
ax'—-+ a,_x —T + o+ ax—— + ay = g(x),
dx dx dx
donde los coeficientes a,, a, _, ..., a, son constantes, se conoce como ecuacion de

Cauchy-Euler, ecuacion de Euler-Cauchy, ecuacion de Euler o ecuacion equidi-
mensional. La caracteristica observable de este tipo de ecuacién es que el grado k = n,
n—1,..., 1,0 de los coeficientes monomiales x* coincide con el orden k de diferencia-
cién dryldx*: A A

mismo mismo

d”y drzf ly
n—1
a,,x”dxn + a,_x' PR

Como en la seccion 4.3, iniciamos nuestro analisis con un examen detallado de las for-
mas de las soluciones generales de la ecuaciéon homogénea de segundo orden

+ ..

N
,dy
ax’

dy
>+ bx— + cy = 0.
dx” dx ’

La solucién de ecuaciones de orden superior se realiza de manera andloga. También, pode-
mos resolver la ecuacién no homogénea ax?y” + bxy’ + ¢y = g(x) por variacién de pardme-
tros, una vez determinada la funcién complementaria y.(x).

El coeficiente de d*y/dx* es cero en x = 0. Por lo tanto, con el fin de garantizar que los
resultados fundamentales del teorema 3.1 sean aplicables a la ecuacién de Cauchy-Euler,
limitamos nuestra atencién a encontrar la solucién general en el intervalo (0, c0). Las so-
luciones en el intervalo (—oo, 0) se pueden obtener por sustitucién de + = —x en la ecuacién
diferencial. Vea los problemas 37 y 38 en los ejercicios 3.6.

M Método de solucion Intentamos una solucién de la forma y = x™, donde se va a deter-
minar m. Parecido a lo que sucedié cuando sustituimos ¢"™ en una ecuacion lineal con coefi-
cientes constantes, después de sustituir x” cada t€rmino de una ecuacién de Cauchy-Euler
se convierte en un polinomio en m multiplicado por x” dado que
4 Yy k m—k
ax W =ax'mm—-1)(m-=2)--- (m-k+ 1)x
by
=aqmm-1)(m-2)--- (m—k+1)x".
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Por ejemplo, al sustituir y = x™ la ecuacién de segundo orden se convierte en

. &y dy

ax“b E + bxdf +cy = am(m— Dx" + bmx" + cx™ = (am(m — 1) + bm + ¢c)x".
by

Por lo tanto, y = x™ es una solucion de la ecuacién diferencial siempre que m sea una
solucién de la ecuacion auxiliar
amm—-1)+bm+c=0 o am*+bB-a)ym+c=0. (1)

Existen tres diferentes casos a considerarse, dependiendo de si las raices de esta ecua-
cidon cuadrdtica son reales y distintas, reales e iguales, o complejas. En el dltimo caso, las
raices aparecen como un par conjugado.

Caso I: Raices reales distintas Digamos que m, y m, denotan las raices reales
de (1) en forma tal que m; # m,. Entonces y;, = x"1y y, = x™2 forman un
conjunto fundamental de soluciones. Por lo tanto, la solucion general es

y = cx" + cx"™ 2)

Ejemplo 1 Raices distintas

& d
Resolver x> ﬁ — 2xd—i — 4y =0.

Solucion En lugar de s6lo memorizar la ecuacién (1), algunas veces se prefiere asumir
como solucién a y = x™ con el fin de entender el origen y la diferencia entre esta nueva
forma de ecuacion auxiliar y la obtenida en la seccion 3.3. Al diferenciar dos veces,

dy dy
—=mx""Y, S =m(m— 1)x""2
dx dx? ( )
y sustituir de nuevo en la ecuacidn diferencial
d* d
xz—); - 2x—y —4y =x* - m@m - Dx™2 = 2x - mx" — 4x™
dx dx
=x"(mm—-1)-2m—-4) = x"(m*-3m—-4) =0
sim?—3m—4 = 0. Ahora (m + 1)(m — 4) = 0 implica m; = —1, m, = 4 de manera que
y=cx "+t 0

Caso II: Raices reales repetidas Si las raices de (1) estdn repetidas (es decir,
m; = m,), entonces obtenemos s6lo una solucién, a saber, y = x".
Cuando las raices de la ecuacién cuadritica am® + (b — a)m + ¢ = 0 son
iguales, el discriminante de los coeficientes es necesariamente cero. De
la féormula cuadrética se deriva que la raiz debe ser m; = —(b — a)/2a.
Ahora podemos construir una segunda solucién y, mediante (5) de
la seccidn 3.2. Primero escribimos la ecuacion de Euler-Cauchy en la
forma estandar
dy b dy PN
d¥*  axdx axzy

e igualamos P(x) = blax y [(blax) dx = (bla) In x. Por lo tanto,

e—(b/a)lnx
— n
Y2 = XM J 2m dx

= X" J x—b/a . x*2m, dx ¢ gy _ nx bla _ Xt
=x" j x e yo-ala gy o —2m, = (b-a)la

dx
= x" J — =x"1Inx

X

3.6 Ecuacion de Cauchy-Euler

141



142

Entonces, la solucion general es

y = (-]xm‘ + (;21‘—’”\ In x. (3)

Ejemplo 2 Raices repetidas
d*y dy
Resolver 4x> — + 8x— + y = 0.
€SO1Ver 4Xx dx2 xdx y

M Solucion La sustitucién y = X" nos da

5 d*y dy )
4 == +8x—+y=x"(dmm—-1)+8m+1) = x"dm +4m+1) = 0
dx dx
cuando 4m®> + 4m + 1 = 0 0 2m + 1)> = 0. Dado que m, = —3, la solucién general es
y=cx " +cx Pl ]

Para ecuaciones de orden superior, si m,; es una raiz de multiplicidad &, entonces
puede demostrarse que
X", x™Inx, xX"(nx)?% ..., x"(Inx)*!
son k soluciones linealmente independientes. Asimismo, la solucién general de la ecua-
cion diferencial debe contener entonces una combinacién lineal de estas k soluciones.

Caso III: Raices complejas conjugadas Silas raices de (1) son el par conjugado
m; = a + i3, m, = a — i3, donde o y 3 > 0 son reales, entonces una
solucién es y = C,x*** + C,x* . Pero cuando las raices de la ecua-
ci6n auxiliar son complejas, como en el caso de ecuaciones con coefi-
cientes constantes, deseamos escribir una solucién sélo en términos de
funciones reales. Observemos la identidad

XB = ()8 = B
la cual, por la férmula de Euler, es 1o mismo que
x® = cos(B In x) + i sen(B In x).
De manera similar, x = cos(B In x) — i sen(8 In x).
Al sumar y restar los dos dltimos resultados se tiene
P rx®=2cos(Blnx) y x*-xP=2isen(BInx),

respectivamente. Del hecho de que y = C;x** % 4+ C,x*~" es una solucién
para cualquier valor de las constantes vemos, asuvez,paraC, = C, = 1y
C,=1,C,=-1que

yi = x*@P +x7P) y  »n=x0P-x?)
0 yi=2x"cos(BIlnx) 'y y,=2ix*sen(f Inx)

son también soluciones. Dado que W(x“ cos( In x), x* sen(3 In x)) =
sz“'l # 0, B > 0, en el intervalo (0, o0), concluimos que

yi=x%cos(Blnx) 'y y,=x%sen(Blnx)

constituyen un conjunto fundamental de soluciones reales de la ecua-
cion diferencial. Por lo tanto, la solucién general es

y = x“[c, cos(B In x) + ¢, sen(B In x)]. “4)

Ejemplo 3 Un problema de valor inicial
Resolver el problema de valor inicial 4x*y" + 17y = 0, y(1) = -1, y'(1) = —%.

CAPITULO 3 Ecuaciones diferenciales de orden superior



Solucion En la ecuacién de Cauchy-Euler dada, falta el término y’; sin embargo, la
sustitucién y = x™ produce

4y + 1Ty = x"(@m(m — 1) +17) = x"(4m’ —4m + 17) = 0

cuando 4m? — 4m + 17 = 0. De la férmula cuadratica encontramos que las raices son
m; = % +2iym, = % — 2i. Con las identificaciones a = % y B = 2, vemos a partir de (4) y
que la solucion general de la ecuacion diferencial es

y = x"2[¢, cos(2 In x) + ¢, sen(2 In x)]. 5

Si se aplican las condiciones iniciales y(1) = —1, y’(1) = 0 a la solucion anterior y se usa 55 5 = ol
In 1 = 0 entonces encontramos, a su vez que ¢; = -1y ¢, = 0. Por lo tanto, la solucién \/

del problema de valor inicial es y = —x'/“cos (2 In x). La grafica de esta funcién, obtenida
con ayuda de un programa de cémputo, estd dada en la figura 3.15. La solucién particu-
lar es oscilatoria y no acotada cuando x — oo. o

-5

Figura 3.15 Grafica de solucién
del PVI tratado en el ejemplo 3

El siguiente ejemplo ilustra la solucién de una ecuacién de Cauchy-Euler de tercer
orden.

Ejemplo 4 Ecuacion de tercer orden

Resohver ¥ 22 4 5292 47, D g g
esolver x° P X3 X y =

Solucion Las primeras tres derivadas de y = x™ son
dy &y L, dy .
dx—m)K” L Ezm(m—l)x’” 2 EZm(m—l)(m—@x' 3

de manera que la ecuacién diferencial dada se convierte en

,dy ) dzy dy

x el + Sx e + 7xd—+ 8y = xX’m(m — 1)(m — 2)x" 7% + 5%m(m — 1)x" % + Taomx™ ' + 8x"

= xX"(m(m - 1)(m—2)+5m(m—1) + Tm + 8)

= xX"(m + 2m® + 4m + 8) = X"(m + 2)(m* + 4) =

En este caso vemos que y = x™ serd una solucién de la ecuacién diferencial para m; =
-2, m, = 2i'y my = =2i. Por lo tanto, la solucién general es

y = X2+ ¢y cos(2 Inx) + c3 sen(2 In x). a

El método de coeficientes indeterminados como el descrito en la seccion 3.4 no es
aplicable, en general, a ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables. En
consecuencia, en el siguiente ejemplo se emplea el método de variacion de pardmetros.

Ejemplo 5 Variacion de parametros
Resolver x*y" — 3xy’ + 3y = 2x*e

Solucion Dado que la ecuacién es no homogénea, primero resolvemos la ecuacién
homogénea asociada. A partir de la ecuacién auxiliar (m — 1)(m — 3) = 0 encontramos
Y. = ¢;x + c,x°. Ahora, antes de usar la variacién de pardmetros para encontrar una so-
lucion particular y, = u,y; + u,y,, recuerde que las formulas uj = W\/Wy uy = Wy/W,
donde W,;, W, y W son los determinantes definidos en la pagina 136, fueron derivadas
bajo el supuesto de que la ecuacion diferencial habia sido escrita en la forma estdndar
Y + P(x)y" + Q(x)y = f(x). Por lo tanto, dividimos la ecuacién dada entre x*, y a partir de

4

3 ’ 3 2 x
y —;y +;y=2xe
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identificamos f(x) = 2x%¢*. Ahora, cony, = x,y, = X’y

3

3

3

X X 0 X X 0

W= = 2x° | = = —2xe, W, = = 2x%¢"
1 32 ’ 2x%e"  3x? ’ 1 2%
, 2x%¢" 2 ;2
encontramos U = ——/—5 = —xe y Uy =——=¢€"
2x 2x°
La integral de la dltima funcién es inmediata, pero en el caso de u| integramos por partes
dos veces. Los resultados son u; = —x’¢* + 2xe* — 2e* y u, = e*. Por lo tanto,
Y, = Wy +upy, = (=x2e™ + 2xe* = 2e")x + x> = 2x%e” — 2xe".

Por iltimo, tenemos y = y, +y, = ¢x + 1’ + 2x°¢" — 2xe’. 0

La similitud que se presenta entre las formas de las soluciones de ecuaciones de
Cauchy-Euler y de ecuaciones lineales con coeficientes constantes no es sélo una
coincidencia. Por ejemplo, cuando las raices de las ecuaciones auxiliares para ay” +
by’ + cy = 0y ax®y" + bxy' + cy = 0 son distintas y reales, las soluciones generales
respectivas son

y=ce" + ey y=cx"+ X" x> 0. 5)

En vista de la identidad ¢"* = x, x > 0, la segunda solucién dada en (5) puede expre-
sarse de igual forma que la primera solucién:

y = clemllnx 5 czemzlnx — Clem,t o czemzt

donde # = In x. Este tdltimo resultado ilustra otro hecho de la vida matematica: toda
ecuacion de Cauchy-Euler siempre puede volver a escribirse como una ecuacién
diferencial lineal con coeficientes constantes mediante la sustitucion x = ¢'. La
idea es resolver la nueva ecuacion diferencial en términos de la variable #, usando
los métodos de las secciones anteriores, y una vez obtenida la solucién general se
vuelve a sustituir # = In x. Dado que este procedimiento ofrece un buen ejercicio de
repaso de la regla de la cadena de diferenciacion, se exhorta al estudiante a resolver
los problemas 31 a 36 en los ejercicios 3.6.

EJERCICIOS 3.6

Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-5.

En los problemas 1 a 18, resuelva la ecuacién diferencial dada. 21. X' —xy' +y=2x 22, Xy = 2xy' + 2y = x'e*
1.y =2y =0 2. 42y +y =0 23, X%y +xy' —y=Inx 24. XY +xy' -y = !
3.0"+y =0 4. xy"-3y' =0 x+ 1
5. 8 +xy' +4y =0 6. Xy +5xy’ +3y =0 En los problemas 25 a 30, resuelva el problema de valor inicial
7. x5y =3xy' =2y=0 8. X' +3xy' —4y=0 dado. Use una herramienta graficadora para trazar la curva
9. 25x%" +25xy' +y=0 10. 4)62 "+4xy' -y =0 solucién.

1. X2 +5xy" +4y=0 12, X}y +8xy' + 6y =0 25. 2”+3xy—0 Y1) =0,y'(1) =4

13, 3x%" +6xy’ +y =10 14. ¥y —Txy' +4ly =0 26. xy"=5xy" +8y =0, y2) =32,y'(2) =0
15. x'y" -6y =0 16. Xy +xy' =y =0 27. xzy,,+xy +y=0, y1)=1y(1)=2
17 xy(4) +6y" =0 28. Xy =3xy' +4y =0, y(1)=5,y'(1)=3
18. xyP +6xy" + 93y +3xy' +y =0 29. xy'+y =x y() =1y (1) =—3

En los problemas 19 a 24, resuelva la ecuacioén diferencial dada 30. Y= 5xy’ +8y =82% y(3) = 0,y'(3) =

or variacion de parametros. A
p p En los problemas 31 a 36, use la sustitucién x = ¢’ para trans-

19. xy" -4y =x* 20. 2x%y" +5xy’ +y=x"—x formar la ecuacién de Cauchy-Euler dada en una ecuaci6n di-

144 CAPITULO 3 Ecuaciones diferenciales de orden superior



ferencial con coeficientes constantes. Resuelva la ecuacién
original solucionando la ecuacién nueva mediante el procedi-
miento de las secciones 3.3 a 3.5.

31. X3 +9xy’ =20y =0

32. x5 —9xy' +25y =0

33, x%" + 10xy’ + 8y = x?

34. X3y —4xy' + 6y = In x?

35. x5 —3xy' + 13y = 4+ 3x

36. Xy —3x% +6xy' —6y =3 +Inx’
En los ejercicios 37 y 38, resuelva el problema de valor inicial
dado en el intervalo (—o0, 0).

37 4" +y =0, y-1) =2,y'(-1) =

38. X%y —4xy’ + 6y =0, y(-2) =8, y( -2)=0

Problemas de analisis

39. (Como usaria usted el método de esta seccion para re-
solver

G+ +(x+2)y +y=0?
Desarrolle sus ideas. Establezca un intervalo donde esté
definida la solucién.

40. (Puede encontrarse una ecuacién diferencial de Cauchy-
Euler del orden mds bajo con coeficientes reales sabien-
do que 2 y 1 —i son dos raices de su ecuacion auxiliar?
Desarrolle sus ideas.

41. Las condiciones iniciales y(0) = y,, y'(0) = y,, son apli-
cables a cada una de las siguientes ecuaciones diferen-
ciales:

x2y// — 0,
Xy = 2xy’ +2y =0,

2y —4xy’ + 6y = 0.
(Para qué valores de y, y y, cada problema de valor ini-
cial tiene una solucién?
42. ;Cudles son las intersecciones x de la curva solucién
mostrada en la figura 3.15? ;Cudntas intersecciones de x
hay en el intervalo 0 < x < 52

Tareas para el laboratorio de computo

En los problemas 43 a 46, resuelva mediante un CAS la ecua-
cién diferencial dada para encontrar las raices aproximadas de
la ecuacién auxiliar.
43, 2x%" —10.98x%" + 8.5xy" + 1.3y =0
44, Xy +4x%" +5xy' =9y =0
45, x 4 YD 4+ 6x3y" +3x% = 3xy" +4y =0
46. x*yY —6x'y” +33x%" - 105xy’ + 169y = 0
47. Resuelva x°y" — x*y" — 2xy’ + 6y = x? por variacién
de parametros. Use un CAS para ayudarse en el cdlculo de
raices de la ecuacion auxiliar y las determinantes dadas
en la expresion (10) de la seccién 3.5.

I 3.7 Ecuaciones no lineales

)

M Introduccion A continuacién se analizan las dificultades que rodean a las ecuaciones
diferenciales no lineales de orden superior y algunos métodos que producen soluciones
analiticas.

M Algunas diferencias Hay varias diferencias significativas entre las ecuaciones
diferenciales lineales y las no lineales. En la seccién 3.1 vimos que las ecuaciones linea-
les homogéneas de segundo orden o de orden superior tienen la propiedad de que una
combinacién lineal de soluciones también es una solucién (teorema 3.2). Las ecuaciones
no lineales no poseen esta capacidad de superposicion. Por ejemplo, en el intervalo (-0,
),y =€, y, =€, y3 = cos Xy y, = sen x son cuatro soluciones linealmente inde-
pendientes de la ecuacién diferencial no lineal de segundo orden (y")* — y* = 0. Pero
combinaciones lineales como y = c¢;e¢* 4+ c;COS X,y = e + ¢, sen x, y = e’ + ce”
+ ¢3 cos x + ¢, sen x no son soluciones de la ecuacion para constantes arbitrarias c; dife-
rentes de cero. Vea el problema 1 en los ejercicios 3.7.

En el capitulo 2 encontramos que es posible resolver algunas ecuaciones diferenciales
no lineales de primer orden al reconocerlas como ecuaciones separables, exactas, homogé-
neas, o quiza ecuaciones de Bernoulli. Aunque las soluciones de estas ecuaciones asumian
la forma de una familia uniparamétrica, esta familia, como regla, no representa la solucién
general de la ecuacion diferencial. Por otra parte, al prestar atencion a ciertas condiciones
de continuidad, obtenfamos soluciones generales de las ecuaciones lineales de primer
orden. En otras palabras, las ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden pueden
poseer soluciones singulares mientras que las ecuaciones lineales no. Pero la principal
diferencia entre las ecuaciones lineales y no lineales de segundo orden o de orden superior
yace en el ambito de su solubilidad. Dada una ecuacién lineal, existe la posibilidad de en-
contrar alguna forma de solucién observable, una solucién explicita, o quiza una solucién
en forma de serie infinita. Por otro lado, las ecuaciones diferenciales no lineales de orden
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superior virtualmente desafian la solucion. Esto no significa que una ecuacién diferencial
no lineal de orden superior no tenga solucidn, sino que no hay métodos analiticos por
medio de los cuales se puede encontrar una solucién explicita o implicita.

Aunque esto suena desalentador, siguen habiendo otros recursos; siempre podemos
analizar una ED no lineal de manera cualitativa y numérica.

Dejemos claro desde el comienzo que las ecuaciones diferenciales no lineales de
orden superior son importantes —nos atreveriamos a decir que incluso mds importantes
que las ecuaciones lineales—, pues conforme perfeccionamos el modelo matematico de,
digamos, un sistema fisico, también incrementamos la probabilidad de que este modelo
de resolucion superior no sea lineal.

Empecemos por ilustrar un método analitico que en ocasiones nos permite encontrar
soluciones explicitas o implicitas de tipos especiales de ecuaciones diferenciales no li-
neales de segundo orden.

M Reduccion de orden Las ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden
F(x,y',y") = 0, donde falta la variable dependiente y, y F (y, ¥, y") = 0, donde falta la
variable independiente x, algunas veces pueden resolverse empleando métodos de primer
orden. Cada ecuacion se puede reducir a una ecuacién de primer orden mediante la sus-
titucién u = y'.

El siguiente ejemplo ilustra la técnica de sustitucién para una ecuacién de la forma
F(x,y',y") =0.Siu =y, entonces la ecuacion diferencial se convierte en F (x, u, u")
= 0. Si podemos resolver esta tltima ecuacién para u, podemos encontrar y por inte-
gracién. Como estamos resolviendo una ecuacién de segundo orden, advierta que su
solucién contendra dos constantes arbitrarias.

Ejemplo 1 Cuando falta la variable dependiente y
Resolver y" = 2x(y")2.
Solucion  Si establecemos u = y’ entonces du/dx = y". Después de sustituir, la ecuacion

de segundo orden se reduce a una ecuacion de primer orden con variables separables; la
variable independiente es x y la variable dependiente es u:

du du

E =2’ o ? = 2xdx
Juzdu = J’Zxdx
—ul=x+ c%.

La constante de integracién se escribe por comodidad como c?. La razén serd evidente

en los siguientes pasos. Como u~' = 1/y’, se deduce que

dy 1

P+
y, por lo tanto y= - JA o y= —itam_1 =z + 0. |
’ ’ x2 + C% Cq Cq

Ahora mostramos c6mo resolver una ecuacién de la forma F(y, y’, y") = 0. Una vez
mads, establezcamos u = y’, pero dado que falta la variable independiente x, usemos esta
sustitucion para transformar la ecuacién diferencial en una donde la variable indepen-
diente sea y y la variable dependiente sea u. Con este fin, usemos la regla de la cadena
para calcular la segunda derivada de y:

En este caso, la ecuacién de primer orden que debemos resolver es F(y, u, u du/dy) = 0.

Ejemplo 2 Cuando falta la variable independiente x
Resolver yy" = (y")%
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Solucion Con ayuda de u = y’, de la regla de la cadena mostrada arriba y de la separa-
cién de variables, la ecuacion diferencial dada se convierte en

(u“—”):uz o d_a
Y dy u v’

Siintegramos la dltima ecuacién entonces se produce In lul = Inlyl + ¢, lo cual, a su vez, da
u = c¢,y, donde la constante *e1 se ha identificado nuevamente como ¢,. Ahora volve-
mos a sustituir u = dy/dx, separamos otra vez las variables, integramos e identificamos
de nuevo las constantes por segunda ocasion:

d
j;y = czjdx o Inlyl=cx+c; 0o y=cue? O

M Uso de la serie de Taylor En algunos casos, una solucién de un problema de valor
inicial no lineal, donde las condiciones iniciales estén especificadas en x,, se puede
aproximar mediante una serie de Taylor centrada en x,.

Ejemplo 3 Serie de Taylor para la solucién de un PVI

Asumamos que existe una solucién del problema de valor inicial
Y=x+y-y, y0)=-1, Y0 =1 ()

Si ademas asumimos que la solucién y(x) del problema es analitica en 0, entonces y(x)
posee un desarrollo de la serie de Taylor centrada en 0:
Y'(0)  y'(0),  y"(0),  »0)
y(x) = y(0) + 1 x + ) X+ 3 X+ o X+ 5 + . (2)
Observe que en la serie (2) se conocen los valores de los términos primero y segundo
puesto que son las condiciones iniciales especificadas y(0) = -1, y’(0) = 1. Ademds, la
ecuacion diferencial define por si misma el valor de la segunda derivada en 0: y"(0) =
0 + y(0) — y(0)*> = 0 + (-1) — (-1)* = —2. Podemos encontrar entonces expresiones para
las derivadas de grado superior y”, y(‘”, ..., por cédlculo de las derivadas sucesivas de la
ecuacion diferencial:

U d ’ ’
V') = — (x+y-y) =1+y =2y 3)
dx
(4) d ’ ’ " " "2
YU = o (= 29y = 7= 29" - 200) “4)
5) d " " "2 " " T
YR = o 07 =2y = 200)) = 57 - 29y - 6y'y ®)
y asi sucesivamente. Ahora usamos y(0) = —1 y y'(0) = 1 para encontrar, con base en

(3), que y”(0) = 4. Con base en los valores de y(0) = -1 y'(0) = 1 y y"(0) = -2, encon-
tramos que y¥(0) = —8 de (4). Con la informacién adicional de que y”(0) = 4, vemos a
partir de (5) que y(s)(O) = 24. Por lo tanto, a partir de (2), los primeros seis términos de
una serie solucién del problema de valor inicial (1) son

2, 1 1
YW =l da— 2k T o o 0

B Uso de un programa de solucion numérica Los métodos numéricos, como el
método de Euler o el de Runge-Kutta, se desarrollaron tinicamente para ecuaciones di-
ferenciales de primer orden y luego se extendieron a sistemas de ecuaciones de primer
orden. Con el fin de analizar un problema de valor inicial de n-ésimo orden en forma
numérica, expresamos la ecuacion diferencial ordinaria de n-ésimo orden como un siste-
ma de n ecuaciones de primer orden. En pocas palabras, aqui mostramos qué hacer para
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polinomio de Taylor

curva solucion
generada por un
programa de solucién
numérica

Figura 3.16 Comparacion de dos

soluciones aproximadas
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solucionar un problema de valor inicial de segundo orden. Primero, resuelva para y”, es
decir, escriba la ED en la forma normal y" = f(x, y, ') y después asuma que y’ = u. Por
ejemplo, si sustituimos y' = u en

d*y

dx®

fOa vy, ) =vo, ¥ (x0) = up, (6)

entonces ¥’ = u' y y'(xy) = u(x,), de manera que el problema de valor inicial (6) se con-
vierte en

!

y =u
Resolver: { , .
u' = f(x,y, u)

Sujeto a: y(xy) = yo, ulxy) = .

No obstante, debemos advertirle que un programa de solucién numérica comercial quizd
no requiera* que usted provea el sistema.

Ejemplo 4 Anélisis grafico del ejemplo 3
Después del procedimiento anterior, el problema de valor inicial de segundo orden del
ejemplo 3 es equivalente a

dy
A
dx
du N )
oy —
dx y—-y
y tiene condiciones iniciales y(0) = —1, #(0) = 1. Con ayuda de un programa de solu-

cién numérica obtenemos la curva solucién mostrada en color en la figura 3.16. Para
fines comparativos, la curva en negro es la gréfica del polinomio de Taylor de quinto
grado T5(x) = -1 + x — x> + 2> — 2x* + 1x°. Aunque no sabemos el intervalo de con-
vergencia de la serie de Taylor obtenida en el ejemplo 3, la cercania de las dos curvas en
una vecindad del origen sugiere que la serie de potencias puede converger en el interva-
lo (-1, 1). Qa

M Preguntas cualitativas La grafica coloreada en la figura 3.16 plantea algunas
preguntas de naturaleza cualitativa: ;la solucién del problema de valor inicial original es
oscilatoria cuando x — 00? La grafica generada por un programa de soluciéon numérica
en el intervalo mds largo mostrado en la figura 3.17 pareceria sugerir que la respuesta es
si. Pero este tnico ejemplo, o incluso una variedad de ejemplos, no responde la pregunta
basica de si todas las soluciones de la ecuacién diferencial y” = x + y — y* son de natura-
leza oscilatoria. Ademads, ;qué les pasa a las curvas solucién de la figura 3.17 cuando x
se acerca a —1? ;Cudl es el comportamiento de las soluciones de la ecuacion diferencial
cuando x — —00? ;Las soluciones estdn acotadas cuando x — c0? Preguntas como éstas,
en general, no se pueden contestar facilmente para ecuaciones diferenciales no lineales
de segundo orden. Pero ciertos tipos de ecuaciones de segundo orden se prestan para
efectuar un andlisis cualitativo sistematico y éstas, al igual que sus parientes de primer

*Algunos programas de solucién numérica sélo requieren que una ecuacion diferencial de segundo orden
se exprese en la forma normal y” = f(x, y, y'). La transformacién de la ecuacién tnica en un sistema de dos
ecuaciones se incorpora en el programa de cémputo, dado que la primera ecuacién del sistema siempre es
y' = uy lasegunda ecuacién es u’ = f(x, y, u).
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orden encontradas en la seccién 2.1, son del tipo que no tiene una dependencia explicita y
en la variable independiente. Las EDO de segundo orden de la forma

! " y r
F(,y,y)=0 o e =f(yy),

ecuaciones sin la variable independiente x, se denominan auténomas. La ecuacién dife-
rencial del ejemplo 2 es auténoma y, debido a la presencia del término x en su lado de-
recho, la ecuacion del ejemplo 3 es no auténoma. Para un estudio minucioso del tema de
la estabilidad de las ecuaciones diferenciales autonomas de segundo orden y de sistemas
auténomos de ecuaciones diferenciales, se recomienda al lector remitirse al capitulo 11.

[
Figura 3.17 Curva de la solucion
numérica del PVI (1) del ejemplo 3

EJERCICIOS 3.7

Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-6.

En los problemas 1 y 2, verifique si y, y y, son soluciones de
la ecuacion diferencial dada pero que y = ¢y, + ¢,y, no es, en
general, una solucién.

1. "=y y, =€y, =cosx

2.y

1
=50 n=lyn=x
En los problemas 3 a 8§, resuelva la ecuacion diferencial dada
usando la sustitucién u = y'.

3. +(y)P’+1=0 4.y =1+(y")

5 Xy +())=0 6. (y+1)y' =)
7. y// + 2y(yl)3 — 0 8. y2y1/ — y/
9. Considere el problema de valor inicial

Y+yy' =0, y0)=1, y'(0) =-1.

Use la ED y un programa de solucién numérica
para graficar la curva solucién.

a)
b) Encuentre una solucién explicita del PVI. Use una
herramienta graficadora para trazar esta solucién.

¢) Encuentre un intervalo de definicién para la solu-
cién determinada en la parte b).

10. Encuentre dos soluciones del problema de valor inicial

1 V3
O+ =T, y<£> = y(%) =

2

5
Use un programa de solucién numérica para graficar las
curvas solucién.

En los problemas 11 y 12, muestre que la sustitucion u = y'
lleva a una ecuacién de Bernoulli. Resuelva esta ecuacion (vea
la seccién 2.5).

. x' =y +O) 12. xy" =y +x(y')?

En los problemas 13 a 16, proceda como en el ejemplo 3 y
obtenga los primeros seis términos diferentes de cero de una
solucioén de la serie de Taylor, centrada en 0, para el problema
de valor inicial dado. Use un programa de soluciéon numérica
y una herramienta graficadora para comparar la curva solucién
con la grifica del polinomio de Taylor.

13. y'=x+ yz, y0)=1,y'0)=1

14. y"+y* =1, y0)=2,y'(0)=3

15. y"=x*+y* =2y, y(0) =1,y (0) =1
16. y' = ¢, y(0) =0,y'(0) = -1

17. En célculo, la curvatura de una curva definida por una
funcién y = f(x) se expresa como

[1+ PP
Encuentre y = f(x) para la cual k = 1. [Sugerencia: Por
simplicidad, ignore las constantes de integracion.]

Problemas de analisis

18. En el problema 1 vimos que cos x y €' eran soluciones
de la ecuacién no lineal (y")> — y* = 0. Compruebe que
sen x y e son también soluciones. Sin intentar resolver
la ecuacién diferencial, analice como se pueden encon-
trar estas soluciones explicitas con base en el conoci-
miento de las ecuaciones lineales. Sin intentar verificar
analice por qué las combinaciones lineales y = c,e* +
e+ C3C08 X+ SN XYy = e + ¢, SEn X NO son, en
general, soluciones, pero las dos combinaciones lineales
especiales y = cie" + ¢,y y = ¢3coS X + ¢, sen x deben
satisfacer la ecuacidn diferencial.
. Analice la forma en que el método de reduccién de orden
considerado en esta seccion puede aplicarse a la ecuacion

diferencial de tercer ordeny” = V1 + (y")*. Desarrolle
sus ideas y resuelva la ecuacion.

20. Analice cémo encontrar una familia biparamétrica de
soluciones que sea alternativa para la ecuacioén diferen-
cial no lineal y" = 2x(y")* del ejemplo 1. [Sugerencia:
Suponga que —c7 se usa como la constante de integra-

cién en lugar de +c7.]

Modelos matematicos

21. Movimiento en un campo de fuerza Un modelo ma-
temadtico para la posicion x(¢) de un cuerpo que se des-
plaza de manera rectilinea sobre el eje x dentro de un
campo de fuerza de cuadrado inverso estd dado por

d’x B k?

dar*  x*
Suponga que en ¢ = 0 el cuerpo parte desde el reposo de

la posicién x = x,, x, > 0. Muestre que la velocidad del
cuerpo en el tiempo ¢ estd dada por v? = 2k*(1/x — 1/x,).
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Use la ultima expresion y un CAS para desarrollar la
integracion y expresar el tiempo ¢ en funcion de x.

x(0) = 0, x"(0) = x;, x; 2 0. Analice el movimiento del
objeto para t > 0 y para varias elecciones de x;. Estudie

Figura 3.18 Sistema resorte-masa

Figura 3.19 La direccién positiva
estd por debajo de la posicion de
equilibrio
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22. Un modelo matemdtico para la posicién x(¢) de un obje- la ecuacion
to en movimiento es 5
) d°x x
d’x — +—+ senx=0
— + senx = 0. dt dt
ar
Use un programa de solucién numérica para investigar de igual manera. Formule una interpretacién fisica posi-
de manera gréfica las soluciones de la ecuacién sujeta a ble del término dx/d
L3
3.8  Modelos lineales: problemas
L3 L3 L3
de valor inicial
B Introduccion En esta seccion consideraremos diversos sistemas lineales dindmicos
en los cuales cada modelo matematico es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden
con coeficientes constantes junto con condiciones iniciales especificadas en el tiempo f:
d*y dy
a,— + a,— + ayy = g(¢), 1) = v, V(1)) = y;.
% Y o =8, ¥t) = yo, ¥'(te) = ¥
Recuerde que g es la funcion de entrada, impulsora o forzadora, del sistema. La salida
o respuesta del sistema es una funcién y(¢) definida en un intervalo I que contiene 7, y
satisface tanto la ecuacion diferencial como las condiciones iniciales en el intervalo 1.
Sistemas resorte-masa: movimiento libre
no amortiguado
M Ley de Hooke Suponga que un resorte flexible estd suspendido verticalmente de un
soporte rigido y después una masa m se sujeta a su extremo libre. La cantidad de estira-
: : ' miento o elongacién del resorte dependerd, por supuesto, de la masa; las masas con dife-
rentes pesos estiran el resorte en diferentes cantidades. De acuerdo con la ley de Hooke,
el propio resorte ejerce una fuerza de recuperacién F que es contraria a la direccion de la
Ies elongacidn y proporcional a la cantidad de elongacién s. Expresado de manera sencilla,
T F = ks, donde k es una constante de proporcionalidad llamada constante del resorte. El
sin estirar =S resorte estd caracterizado esencialmente por el nimero k. Por ejemplo, si una masa que
— é X pesa 10 libras estira un resorte 5 pie, entonces 10 = k(3) implica k = 20 Ib/ft. Entonces,
Pe":;‘;;i"b;iie ‘!1 ) necesariamente, una masa que pesa, digamos, 8 libras, estira el mismo resorte sélo 2 pie.
mg—ks=0
movimiento M Segunda ley de Newton Después de que una masa m se anexa a un resorte, estira
a) b) c)

el resorte por una cantidad s y alcanza una posicién de equilibrio en la cual su peso W
se balancea por la fuerza de recuperacion ks. Recuerde que el peso estd definido por
W = mg, donde la masa se mide en slugs, kilogramos o gramos y g = 32 ft/s%, 9.8 m/s*
0 980 cm/s?, respectivamente. Como indica la figura 3.18b), la condicién de equilibrio
es mg = ks o mg — ks = 0. Si la masa se desplaza por una cantidad x desde su posicion
de equilibrio, la fuerza de recuperacion del resorte es entonces k(x + s). Si se supone que
no hay fuerzas de retardo que acttien sobre el sistema y que la masa vibra libre de otras
fuerzas externas —movimiento libre— podemos igualar la segunda ley de Newton con
la fuerza neta, o resultante, de la fuerza restauradora y el peso:

d*x
m—— = —k(s +x) + mg = —kx + mg — ks = —kx. (1)
dt S
cero
En (1), el signo negativo indica que la fuerza restauradora del resorte actia en direccion

opuesta al movimiento. Ademads, podemos adoptar la convencién de que los desplazamien-
tos medidos por debajo de la posicion de equilibrio son positivos. Vea la figura 3.19.
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B Ecuacion diferencial de movimiento libre no amortiguado Al dividir (1) entre
la masa m obtenemos la ecuacion diferencial de segundo orden dxldf + (kim)x = 0 0

.
dx

dr?

+ w’x =0, ()

donde w? = k/m. Se dice que la ecuacién (2) describe el movimiento arménico simple
o movimiento libre no amortiguado. Dos condiciones iniciales evidentes asociadas con
(2) son x(0) = x,, la cantidad de desplazamiento inicial, y x'(0) = x,, la velocidad inicial
de la masa. Por ejemplo, si x, > 0, x; < 0, la masa comienza desde un punto situado por
debajo de la posicion de equilibrio con una velocidad impartida en forma ascendente.
Cuando x; = 0 se afirma que la masa se libera del reposo. Por ejemplo, si x, <0, x; = 0,
la masa es liberada del reposo desde un punto |x,| unidades localizado por encima de la
posicion de equilibrio.

M Solucion y ecuacion de movimiento Para resolver la ecuacién (2), observemos
que las soluciones de la ecuacién auxiliar m* + w® = 0 son los nimeros complejos m; =
wi, my, = —wi. Por lo tanto, a partir de la expresion (8) de la seccidn 3.3 encontramos que
la solucion general de (2) es

x(t) = ¢, cos wt + ¢, sen wt. 3)

El periodo de vibraciones libres descrito por (3) es T = 2m/w, y la frecuencia es
f= UT = w/2m. Por ejemplo, para x(f) = 2 cos 3t — 4 sen 3¢ el periodo es 27/3 y la fre-
cuencia es 3/27. El nimero anterior significa que la gréifica de x(¢) se repite cada 27/3
unidades; este dltimo nimero significa que hay 3 ciclos de la grafica cada 27r unidades o,
de manera equivalente, que la masa experimenta 3/27 vibraciones completas por unidad de
tiempo. Ademads, se puede mostrar que el periodo 27r/w es el intervalo de tiempo entre
dos mdximos sucesivos de x(¢). Tenga en mente que un maximo de x() representa un
desplazamiento positivo que corresponde al logro de la masa desde una distancia maxi-
ma calculada por debajo de la posicion de equilibrio, mientras un minimo de x(f) es un
desplazamiento negativo que corresponde al logro de la masa desde una altura maxima
situada por encima de la posicion de equilibrio. Nos referimos a cualquiera de estos
casos como un desplazamiento extremo de la masa. Por dltimo, cuando las condiciones
iniciales se usan para determinar las constantes c¢; y ¢, en (3), decimos que la solucién
particular resultante o respuesta es la ecuacion de movimiento.

Ejemplo 1 Movimiento libre no amortiguado

Una masa que pesa 2 libras estira un resorte 6 pulgadas. En + = 0 la masa se libera de
un punto situado 8 pulgadas por debajo de la posicion de equilibrio con una velocidad
ascendente de § pies/s. Determinar la ecuacién de movimiento libre.

Solucion Debido a que estamos usando el sistema de unidades para ingenieria, las me-
diciones dadas en términos de pulgadas se deben convertir a pies: 6 in. = % ft; 8 in. = %
ft. Ademds, debemos convertir las unidades de peso dadas en libras en unidades de masa.
De m = W/g tenemos m = % = & slug. También, con base en la ley de Hooke, 2 = k(3)
implica que la constante del resorte es k = 4 Ib/ft. Por lo tanto, (1) da
1 d*x d*x
EW:—ZH 0 F+64x=0.

El desplazamiento inicial y la velocidad inicial son x(0) = %, x'(0) = —%, donde el signo
negativo presente en la dltima condicidn es consecuencia de que la masa estd dada con
velocidad inicial en direccion negativa, o ascendente.

Ahora, w®> = 64 0 w = 8, de manera que la solucién general de la ecuacién diferencial es

x(t) = ¢, cos 8t + ¢, sen 8t. 4)

. .. .. . 2 1
Al aplicar las condiciones iniciales a x(r) y x'(f) se tiene ¢, = 5 y ¢, = —5 . De esta forma,
la ecuacién del movimiento es

2 1
x(r) = 5 cos 8t —  sen 8t. 5)

3.8 Modelos lineales: problemas de valor inicial
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B Forma alternativa de x(f) Cuando ¢, # 0y ¢, # 0, la amplitud real A de las vi-
braciones libres no es evidente por simple inspeccién de la ecuacién (3). Por ejemplo,
aunque la masa del ejemplo 1 en un principio se desplazé% de pie mas alld de la posicidn
de equilibrio, la amplitud de las vibraciones es un nimero mayor a % Por lo tanto, mu-
chas veces es conveniente convertir una solucién de la forma (3) a la més simple

x(t) = A sen(wt + ¢), (6)

donde A = V¢l + 3 y ¢ es un dngulo de fase definido por

_a
sen ¢ = A N
tangp = —. 7
¢ C (%)
cos¢p = —
A

Para verificar esto ampliamos (6) mediante la férmula de adicion para la funcién seno:
A sen wt cos ¢ + A cos wt sen ¢ = (A sen ) cos wt + (A cos ¢) sen wt. (8)

De la figura 3.20 se deduce que si ¢ esta definida por
¢ ¢ ) )

senp = ———==—, cosp = —F—— 2
Ve +d A Vel +d A

entonces (8) se convierte en

Ci C
AX cos wt + A X sen wt = ¢; cos wt + ¢, sen wt = x(1).

Ejemplo 2 Forma alternativa de solucion (5)
2

En vista del andlisis anterior, podemos escribir la solucién (5), x(f) = 5 cos 8¢ —% sen
8¢, en la forma alternativa x(f) = A sen(8¢ + ¢). El cdlculo de la amplitud es sencillo,

A= V(2/3) + (—1/6 = V17/36 = 0.69 ft, pero se debe tener cuidado al calcu-
lar el angulo de fase ¢ definido por (7). Con ¢, = % Ye,= _% encontramos tan ¢p = —4,
y con una calculadora obtenemos tan~'(—4) = —1.326 rad. Este no es el angulo de fase:
tan"'(—4) estd ubicado en el cuarto cuadrante y, por lo tanto, contradice el hecho de que
sen ¢ >0y cos ¢ <0 porque ¢; >0y ¢, < 0. En consecuencia, debemos asumir que ¢ es
el angulo del segundo cuadrante ¢ = 7 + (—1.326) = 1.816 rad. Entonces tenemos

7
sen(8r + 1.816). )

x(t) =

El periodo de esta funcién es T = 27/8 = w/4. a

La figura 3.21aq) ilustra la masa del ejemplo 2 que cumple aproximadamente dos
ciclos completos de movimiento. De izquierda a derecha, las primeras cinco posiciones
marcadas con puntos negros corresponden a: la posicion inicial de la masa por debajo de
la posicién de equilibrio (x = %), la masa que cruza el punto de equilibrio por primera
vez dirigiéndose hacia arriba (x = 0), la masa en su desplazamiento extremo por encima
del punto de equilibrio (x = —\/17/6), la masa en la posicién de equilibrio en la segun-
da vez que se dirige hacia abajo (x = 0), y la masa en su desplazamiento extremo por de-
bajo de la posicién de equilibrio (x = \/17/6). Los puntos sefialados en la gréfica de (9)
dada en la figura 3.21b) también concuerdan con las cinco posiciones que se acaban de
sefalar. No obstante, observe que en la figura 3.21b) la direccién positiva en el plano £x
es la direccion acostumbrada hacia arriba y, por lo tanto, es opuesta a la direccién positi-
va indicada en la figura 3.21a). De este modo, la gréfica sélida coloreada que representa
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el movimiento de la masa en la figura 3.21b) es el reflejo especular a través del eje 7 de la
curva mostrada en linea negra discontinua en la figura 3.21a).

La forma (6) resulta muy ttil, dado que es facil encontrar valores de tiempo para los
cuales la gréfica de x(7) atraviese el eje 7 positivo (la linea x = 0). Observe que sen(w? + ¢)
= 0 cuando wt + ¢ = n1r, donde n es un entero positivo.

M Sistemas con constantes de resorte variables En el modelo que se analiz6 lineas
arriba asumimos un caso ideal, una situacion donde las caracteristicas fisicas del resorte
no cambian con el tiempo. No obstante, en el mundo real parece razonable esperar que
si un sistema resorte-masa estd en movimiento por un largo periodo, el resorte se debi-
lite; en otras palabras, la “constante del resorte” variaria o, de manera mds especifica,
disminuiria con el paso del tiempo. En un modelo para la degradacion de rigidez,
la constante del resorte k presentada en (1) se reemplaza por la funcién menguante
K@) = ke, k>0, a > 0. La ecuacién diferencial lineal mx” + ke™*'x = 0 no puede re-
solverse mediante los métodos considerados en este capitulo. Sin embargo, podemos
obtener dos soluciones linealmente independientes al aplicar los métodos del capitulo 5.
Vea el problema 15 en los ejercicios 3.8, el ejemplo 3 en la seccidn 5.3, y los problemas
25y 26 de los ejercicios 5.3.

Cuando un sistema resorte-masa estd sujeto a un entorno donde la temperatura disminu-
ye rapidamente, tendria sentido reemplazar la constante k con K(t) = kt, k > 0, una funcién
que aumenta con el tiempo. El modelo resultante, mx” + ktx = 0, es una forma de la ecua-
cion diferencial de Airy. Al igual que la ecuacién para la degradacién de rigidez, la ecua-
cion de Airy puede resolverse con los métodos del capitulo 5. Vea el problema 16 en los
ejercicios 3.8, el ejemplo 2 en la seccién 5.1, y los problemas 27 a 29 de los ejercicios 5.3.

Sistemas resorte-masa: movimiento libre
amortiguado

El concepto de movimiento arménico libre es un tanto irreal, dado que el movimiento
descrito por la ecuacion (1) asume que no hay fuerzas de retardo que actien sobre la
masa puesta en movimiento. A menos que la masa esté suspendida en un vacio perfecto,
habrd al menos una fuerza resistente debida al medio circundante. Como lo muestra la
figura 3.22, la masa podria estar suspendida en un medio viscoso o estar conectada a un
dispositivo amortiguador de aceleracion.

3.8 Modelos lineales: problemas de valor inicial
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Figura 3.22 Dispositivos
amortiguadores
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N7

ra 3.15 Movimiento de un
ma subamortiguado

B Ecuacion diferencial de movimiento libre amortiguado En el estudio de la
mecanica, las fuerzas amortiguadoras que actian sobre un cuerpo se consideran propor-
cionales a la potencia de la velocidad instantdnea. En particular, a lo largo del siguiente
andlisis asumiremos que esta fuerza estd determinada por un multiplo constante de dx/dt.
Cuando no se aplican otras fuerzas externas al sistema, de la segunda ley de Newton se
deduce que

moo = ke =B (10)

donde 3 es una constante de amortiguamiento positiva y el signo negativo es consecuen-
cia de que la fuerza de amortiguamiento actdia en direccién opuesta al movimiento.

Si se divide (10) entre la masa m, encontramos que la ecuacién diferencial del movi-
miento libre amortiguado es &>x/df* + (B/m)dx/dt + (kim)x = 0 o

2. -
dx o =, (11
dt” dt
k
donde 2\ = ﬁ, o = (12)
m m

El simbolo 2A se usa tnicamente por conveniencia algebraica, dado que la ecuacién
auxiliar es m” + 2Am + w* = 0 y por lo tanto las raices correspondientes son

m=—-A+ VA -’ m=—-Xr— VA -
Ahora podemos distinguir tres casos posibles que dependen del signo algebraico de

A? — % Dado que cada solucién contiene el factor de amortiguamiento e™, X > 0, los
desplazamientos de la masa se vuelven insignificantes para un largo periodo.

CasoI: \> - ”*>0. En esta situacién se dice que el sistema estd sobre-
amortiguado debido a que el coeficiente de amortiguacion 3 es mayor
cuando se compara con la constante del resorte k. La correspondiente

solucién de (11) es x(f) = ¢, €™ + ¢, €™ 0

X ([): e /\)‘(Cle\/)\l w’t + cre VA2 (ulf)' (13)

Esta ecuacién representa un movimiento suave y no oscilatorio. La
figura 3.23 muestra dos gréficas posibles de x(z).

CasoII: \> - w*> = 0. Sedice que el sistema estd criticamente amortiguado
debido a que cualquier disminucion ligera en la fuerza de amortigua-
miento resultaria en un movimiento oscilatorio. La solucién general de
(A esx(t) =c, €™ +c,e™ o

x(6) = e™(c; + cy). (14)

En la figura 3.24 se presentan algunas graficas de movimiento tipicas. Observe que el mo-
vimiento es muy similar al de un sistema sobreamortiguado. En (14) también es posible
advertir que la masa puede atravesar la posicion de equilibrio cuando mucho una vez.

Caso Il : \> - w*<0. En este caso se dice que el sistema estd subamortiguado
porque el coeficiente de amortiguamiento es pequefio comparado con
la constante del resorte. Las raices m, y m, ahora son complejas:

m = —A+ Voo — A%, m=—-A— Vo — N

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion (11) es

x(t) = e M(c;cos Voo — Xt + cysen Vo — A4). (15)

Tal como indica la figura 3.25, el movimiento descrito por (15) es oscilatorio, pero debi-
do al coeficiente e, las amplitudes de vibraciéon — 0 cuando t — co.
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Ejemplo 3 Movimiento sobreamortiguado

Es facil verificar que la solucién del problema de valor inicial

d*x dx ,
?+5E+4x=0, X(O)=1, x(0)=1
5 2
es x(t) = geft - gef‘”. (16)

El problema se puede interpretar como la representacién del movimiento sobreamorti-

guado de una masa en un resorte. La masa parte de una posicion localizada 1 unidad por b2 3
debajo de la posicion de equilibrio con una velocidad descendente de 1 ft/s.
Para graficar x() encontramos el valor de ¢ para el cual la funcién tiene un punto )
extremo, es decir, el valor del tiempo al cual la primera derivada (velocidad) es cero.
Al diferenciar (16) se tiene x'(f) = 3¢ + 3¢ de manera que x'() = 0 implica ! x(1)
¥ = % ot=1ln % = 0.157. Del examen de la primera derivada, asi como de nues-
tra intuicién fisica, se deduce que x(0.157) = 1.069 ft es en realidad un méximo. En 1 0.601
otras palabras, la masa logra un desplazamiento extremo de 1.069 pies por debajo de la 1.5 0.370
posicion de equilibrio. 2 0.225
También debemos verificar si la grafica cruza el eje ¢, es decir, si la masa atraviesa la 2.5 0.137
posicién de equilibrio. Ello no puede suceder en este caso dado que la ecuacién x(7) = 0, 3 0.083
0e'= % tiene la solucion fisicamente irrelevante ¢ = %ln% = —0.305. b)

La gréfica de x(#), junto con otros datos pertinentes, estd dada en la figura 3.26. [}
Figura 3.26 Sistema

sobreamortiguado

Ejemplo 4 Movimiento criticamente amortiguado

Un peso de 8 libras estira un resorte 2 pies. Asumiendo que una fuerza amortiguadora
numéricamente igual al doble de la velocidad instantdnea actia sobre el sistema, deter-
minar la ecuacién de movimiento si el peso se libera desde la posicion de equilibrio con
velocidad ascendente de 3 pies/s.

Solucion De la ley de Hooke, vemos que 8 = k(2) da k = 4 Ib/fty W = mg da

m= % = i slug. Por lo tanto, la ecuacion diferencial del movimiento es

1 d°x dx d’x dx

——=—4x—-2— o — +8—

4 dr? dt ar’ dt
La ecuacién auxiliar para (17) es m* + 8m + 16 = (m + 4)* = 0 de manera que m, = m,
= —4. Entonces el sistema estd criticamente amortiguado y

+ 16x = 0. A7)

x(@) = c,e™ + cpte™. (18)

Si se aplican las condiciones iniciales x(0) = 0 y x'(0) = -3, encontramos, a su vez, que
¢; = 0y ¢, = -3. Por lo tanto, la ecuaciéon de movimiento es

X(t) = -3t (19) =t t
Para graficar x(f) procedemos como en el ejemplo 4. De x'(1) = -3¢ ™*(1 — 4¢) 0276
vemos que x'(f) = 0 cuando 1 = %, El desplazamiento extremo correspondiente es ' ~rura méxima
x() = -3(¢)e™ = -0.276 ft. Como indica la figura 3.27, interpretamos este valor sobre la posicién
para dar a entender que el peso alcanza una altura maxima de 0.276 pies por encima de la de equilibrio
posicidon de equilibrio. ] Figura 3.27 Sistema criticamente
amortiguado

Ejemplo5 Movimiento subamortiguado

Un peso de 16 libras se adhiere a un resorte de 5 pies de largo. En equilibrio, el resorte
mide 8.2 pies. Si el peso se impulsa y se libera del reposo en un punto situado a 2 pies
sobre la posicion de equilibrio, encontrar los desplazamientos x(7) sabiendo ademas que
el medio circundante ofrece una resistencia numéricamente igual a la velocidad instan-
tdnea.

3.8 Modelos lineales: problemas de valor inicial 155



Figura 3.28 Movimiento vertical
oscilatorio del soporte
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M Solucion La elongacion del resorte después de agregarle el peso es de 8.2 -5 = 3.2

pies, asi que por la ley de Hooke deducimos que 16 = k(3.2) o k = 5 Ib/ft. Ademas m =

g = 1 slug, en consecuencia la ecuacion diferencial estd dada por

1 d*x dx d*x dx

—— = —5x— — — +2— + 10x = 0. 20

2 dr? Ta O ae dr N 0
Al proceder, encontramos que las raices de m> + 2m + 10 = 0 son m; = —1 + 3i y

m, = —1 = 3i, lo cual implica un sistema subamortiguado y
x(f) = e¢”(c, cos 3t + ¢, sen 37). 21)

Por tltimo, las condiciones iniciales x(0) = -2 y x’(0) = 0 producen ¢, = -2y ¢, = -5,
entonces la ecuacién de movimiento es

2
x(1) = e’(—Zcos 3t — S sen 3t). (22) 1

B Forma alternativa de x(f) De manera idéntica al procedimiento empleado en la
pagina 152, podemos escribir cualquier solucién

x(f) = e M(c,cos V? — A2t + cysen Va* — A%)
en la forma alternativa
x(t) = Ae Msen (\/ﬂt + o), (23)
donde A = V¢ + ¢3 y el dngulo de fase ¢ se determina con base en las ecuaciones

2! ) €
sen ¢ = IR cos¢ = 0 tan¢ = o
2

El coeficiente Ae™

ciones. Debido a que (23) no es una funcién periddica, el nimero 2 77/ \/ w> — A? se co-
noce como cuasiperiodo y \/ w> — A\*/27 es la cuasifrecuencia. El cuasiperiodo es el
intervalo de tiempo entre dos maximos sucesivos de x(#). El lector debera verificar, para
la ecuacién de movimiento del ejemplo 5, que A = 2V10/3 y ¢ = 4.391. Por lo tanto,
una forma equivalente de (22) es

~2Vo

se denomina algunas veces amplitud amortiguada de las vibra-

x(1) e 'sen (3t + 4.391).

m Sistemas resorte-masa: movimiento forzado

B Ecuacion diferencial del movimiento forzado con amortiguamiento Suponga
ahora que tomamos en consideracion una fuerza externa f(f) que actia sobre una masa
vibratoria en un resorte. Por ejemplo, f(f) podria representar una fuerza conducida que
ocasiona movimiento oscilatorio vertical del soporte del resorte. Vea la figura 3.28. La
inclusion de f(¢) en la formulacién de la segunda ley de Newton da la ecuacién diferen-
cial del movimiento forzado:

d’x dx
L N 4)
m dt2 B d f()
Al dividir (24) entre m se tiene
d’x
oL = R, (25)
dt- dt

donde F (1) = f(t)/my, como en la secci6n anterior, 2\ = B/m, w* = k/m. Para resolver la
tultima ecuacién no homogénea podemos usar ya sea el método de coeficientes indeter-
minados o la variacion de pardmetros.
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Ejemplo 6 Interpretacion de un problema de valor inicial

Interpretar y resolver el problema de valor inicial

1 d’ dx 1
52 + 1. 2; + 2x = Scos4t, x(0) = > x'(0) = 0. (26)

M Solucion Podemos interpretar el problema para representar un sistema vibratorio
que consista en una masa (m = % slug o kilogramo) unida a un resorte (k = 2 Ib/ft o
N/m). La masa se libera del reposo a % unidad (pies o metros) por debajo de la posicién
de equilibrio. EI movimiento es amortiguado (3 = 1.2) y estd siendo conducido por una
fuerza periddica externa (T = /2 s) que comienza en ¢ = 0. De manera intuitiva, espe-
rarfamos que incluso con el amortiguamiento, el sistema permaneciera en movimiento
hasta el momento en que la funcién forzadora fuera “desactivada”, en cuyo caso las
amplitudes disminuirfan. No obstante, segin el problema dado, f(f) = 5 cos 4¢ seguird
“activa” por siempre.
Primero multiplicamos la ecuacién diferencial dada en (26) por 5 y resolvemos

dx* dx
— +6— + 10x=0
dr’ dt

aplicando los métodos acostumbrados. Como m; = -3 + i, m, = =3 — i, se deduce que

x () = (¢, cost + ¢, sen 7).
Mediante el método de los coeficientes indeterminados, asumimos una solucién particu-
lar de la forma x,(f) = A cos 4t + B sen 4. Si diferenciamos x,(?) y sustituimos en la ED

obtenemos

X, + 6x1’, + 10x, = (=6A + 24B) cos 4t + (-24A — 6B) sen 41 = 25 cos 41.

El sistema de ecuaciones resultante X :
permanente xp(t)
—6A+24B =125, 24A-6B=0 1F
_ 25 _ 50 i
produce A = —753 Y B = 57. De esto se deduce que -
25 50
x() = ¢ (¢, cos t + ¢, sen ) — —— cos 4t + — sen 4t. 27 7 !
102 51 .
_tran51t0r10 |
Cuando establecemos ¢ = 0 en la ecuacion anterior obtenemos ¢; = % Al diferenciar la
expresion y establecer después t = 0, también encontramos que ¢, = —2*?. Por lo tanto, -Ir ]
la ecuacién de movimiento es 72

a)

x(1) = e3’<38 cost — 50 e t> _ B cos 4t + U en 4t (28) [0
51 51 102 51 ' -

x(t) = transitorio
.. N ., . + permanente
B Términos transitorio y permanente Cuando F es una funcién periddica, tal como 1r P

F () = Fysen yt o F(f) = F, cos yt, la solucién general de (25) para A > 0 es la suma
de una funcién no periddica x.() y una funcién periddica x,(t). Ademds, x,() se extin-
gue a medida que el tiempo aumenta, es decir, lim,,  x.(#) = 0. Por lo tanto, para un
periodo largo, los desplazamientos de la masa estdn muy aproximados por la solucién
particular x,(#). Se dice que la funcién complementaria x.(f) es un término transitorio L 4
o una solucidn transitoria, y la funcién x,(#), la parte de la solucién que permanece

después de un intervalo de tiempo, se denomina término permanente o solucién per- -1+ .
manente. En consecuencia, observe que el efecto de las condiciones iniciales sobre n'/z
un sistema resorte -masa conducido por F es transitorio. En la solucion garticular (28), b)
‘3’(51 cos t— 51 sen 1) es un término transitorio y x,(f) = 102 cos 47 + 37 sen 4f es un
término permanente. Las graficas de estos dos términos y la solucién (28) estan dadasen Figura 3.29 Grafica de la solucion

las figuras 3.29a) y b), respectivamente. dada en (28)
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Figura 3.30 Gréfica de la solucién
del ejemplo 7 para diferentes
valores de x;
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Ejemplo7  Soluciones transitorias y permanentes

La solucion del problema de valor inicial

2
dx &

= 0 + 2x = 4cost + 2sent, x(0) =0, x'(0)=x,

donde x, es constante, estd dada por

x(f) = (x; —2)e”"sen 1 + 2 sen 1.
S S W

transitorio  permanente

Las curvas solucién para los valores seleccionados de la velocidad inicial x; se muestran
en la figura 3.30. Las gréaficas permiten advertir que la influencia del término transitorio
es insignificante cuando ¢ > 37/2. a

B Ecuacion diferencial de movimiento forzado no amortiguado Con una fuerza
periddica impresa y ninguna fuerza amortiguadora, no hay término transitorio en la so-
lucién de un problema. También veremos que una fuerza periédica impresa con una fre-
cuencia cercana o igual a la frecuencia de las vibraciones libres no amortiguadas puede
ocasionar un problema severo en cualquier sistema mecdnico oscilatorio.

Ejemplo 8 Movimiento forzado no amortiguado

Resolver el problema de valor inicial

2

d
d—: + ol =Fysen y, x(0)=0, x'(0)=0, (29)

donde F|, es una constante y y # w.

Solucion La funcién complementaria es x.(f) = ¢, cos wt + ¢, sen wt. Para obtener una
solucién particular asumimos que x,(f) = A cos yf + B sen 1, entonces

X+ 0x, = A(w” — %) cos vt + B(w> - y’) sen yr = F; sen yt.

Al igualar los coeficientes obtenemos inmediatamente A = 0y B = Fy/(w” — ¥%). Por lo
tanto,

Fy
x,(1) = S asen Y.

Cuando se aplican las condiciones iniciales dadas a la solucién general

Fy
X(t) = ¢y cos wt + ¢, sen wt + ——— sen Yt
O

se obtiene ¢, = 0y ¢, = —yF,/w(w* — ). Por lo tanto, la solucién es

F,
x(1) = 0 (—ysen wf + wsen yf), Yy F w. (30)
1)

(0 =)

B Resonancia pura Aunque la ecuacién (30) no estd definida para y = o, es intere-
sante observar que su valor limitante cuando y — w puede obtenerse al aplicar la regla
de L"Hopital. Este proceso limitante es andlogo a “sintonizar” la frecuencia de la fuerza
impulsora (y/27) con la frecuencia de vibraciones libres (w/27). De manera intuitiva,
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esperamos que en cierto tiempo seamos capaces de incrementar sustancialmente las am-
plitudes de vibracién. Para y = w definimos la solucién como

d
—(—vysenwt + wsenyt
—ysenwt + wsen yt d =y )

x(r) = limF, 5 5 = F, lim
Y=o w(w - ) Y=o 3 3
(@ — wy)
dy
. —senwt + wicosyt
= F, lim
y—w —2wy
_ —senwt + wicos wt
- —20?
F, F,
= %senwt — % tcos wt. (€29
2w 2w

Como era de esperarse, cuando ¢ — 0 los desplazamientos se vuelven largos; de hecho,
Ix(¢,)| = oo cuando ¢, = nm/w, n = 1, 2, ... El fendmeno que acabamos de describir se
conoce como resonancia pura. La grafica dada en la figura 3.31 muestra el movimiento
tipico para este caso.

En conclusion, se debe observar que no hay necesidad real de usar un proceso limi-
tante en (30) para obtener la solucion de y = w. Por otra parte, la ecuacion (31) se dedu-
ce mediante la resolucién del problema de valor inicial

2
%+ wx = Fysen wt, x(0)=0, x'(0)=0
directamente por métodos convencionales.

Si los desplazamientos de un sistema resorte-masa fuesen descritos en la realidad por
una funcién como (31), el sistema fallaria necesariamente. Las largas oscilaciones de la
masa al final forzarian el resorte mds alla de su limite eldstico. Podriamos argumentar
también que el modelo resonante presentado en la figura 3.31 es completamente irreal,
debido a que ignora los efectos de retardo de las siempre presentes fuerzas amortigua-
doras. Aunque es verdad que la resonancia pura no puede ocurrir cuando se considera
la cantidad mas pequefia de amortiguamiento, pueden ocurrir amplitudes de vibracién
largas e igualmente destructivas (aunque limitadas cuando ¢ — ©0). Vea el problema 43
en los ejercicios 3.8.

m Circuito en serie analogo

M Circuito LRC en serie Tal como se mencioné en la introduccién a este capitulo, se
pueden describir muchos sistemas fisicos diferentes mediante una ecuacién diferencial
lineal de segundo orden que sea similar a la ecuacién diferencial del movimiento forzado
con amortiguacion:

d*> dx
mE-FBE'Fkx—f(Z‘). 32)

Si i(f) denota la corriente en el circuito eléctrico LRC en serie mostrado en la figura
3.32, entonces las caidas de voltaje a través del inductor, del resistor y del capacitor son
como ilustra la figura 1.21. Por la segunda ley de Kirchhoff, la suma de esos voltajes es
igual al voltaje E(¢) aplicado al circuito; es decir,

di |
L— + Ri + —qg = E(t). 33
a TRt ca=EQ) (33)
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Figura 3.31 Grafica de la
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Figura 3.32  Circuito LRC en serie
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Pero la carga ¢(#) presente en el capacitor estd relacionada con la corriente i(¢) por
i = dgql/dt, y, por lo tanto, (33) se convierte en la ecuacion diferencial lineal de segundo
orden

d*q dq 1

RY + = o = E.
dr 4 T cd=ED (34

La nomenclatura usada en el andlisis de circuitos es similar a la que se emplea para
describir sistemas resorte-masa.

Si E(r) = 0, se dice que las vibraciones eléctricas del circuito son libres. Dado que
la ecuacién auxiliar para (34) es Lm®> + Rm + 1/C = 0, habr4 tres formas de solucién con
R # 0, dependiendo del valor del discriminante R* — 4L/C. Decimos que el circuito estd

sobreamortiguado si R*—4LIC >0,
criticamente amortiguado si R>—4L/C = 0
y subamortiguado si R*—4L/C<0.
En cada uno de estos tres casos la solucién general de (34) contiene el factor ¢ *"* y, por

lo tanto, g(t) — 0 cuando ¢t — 0. En el caso subamortiguado, cuando ¢(0) = g, la carga
del capacitor oscila a medida que disminuye; en otras palabras, el capacitor estd cargan-
do y descargando a medida que t — c0. Cuando E(f) = 0y R = 0, se dice que el circuito
no estd amortiguado y las vibraciones eléctricas no llegan a cero cuando ¢ aumenta sin
limite; la respuesta del circuito es arménica simple.

Ejemplo 9 Circuito en serie subamortiguado

Encontrar la carga g(f) presente en el capacitor de un circuito LRC en serie cuando
L = 0.25 henry (h), R = 10 ohms (), C = 0.001 farad (f), E(r) = 0 volts (V), g(0) = ¢,
coulombs (C) e i(0) = 0 amperes (A).

Solucion Dado que 1/C = 1000, la ecuacién 34 se convierte en

1

1 q"+10¢" +1000g =0 o ¢"+40qg" +4000g = 0.
Si resolvemos esta ecuacién homogénea en la forma acostumbrada, encontramos que el
circuito estd subamortiguado y ¢(f) = ¢ (¢, cos 60t + ¢, sen 60¢). Al aplicar las condi-
ciones iniciales, obtenemos ¢; = ¢,y ¢, = go/3. Por lo tanto, ¢(f) = goe >*(cos 60t + sen
607). Mediante (23), podemos escribir la solucién anterior como

V10
q(t) = e e sen(601 + 1.249). 0
Cuando se aplica un voltaje E(?) al circuito, se dice que las vibraciones eléctricas son
forzadas. Para el caso en que R # 0, la funcién complementaria ¢.(¢) de (34) se deno-
mina solucion transitoria. Si E(f) es periddico o una constante, entonces la solucién
particular ¢,(7) de (34) es una solucion permanente.

Ejemplo 10 Corriente remanente

Encontrar la solucién permanente ¢,(f) y la corriente remanente en un circuito LRC en
serie cuando el voltaje aplicado es E(f) = E, sen 7.

Soluciéon  La solucién permanente g,(f) es una solucion particular de la ecuacién dife-
rencial
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Mediante el método de coeficientes indeterminados, asumimos una solucién particular
de la forma ¢,() = A sen 'yt + B cos yt. Al sustituir esta expresion en la ecuacion diferen-
cial y simplificar e igualar los coeficientes, se tiene

1
ACEr
C E
A= Y B= oR
—y(L2y2—2+ ! +R2) —y<L2y2—+ ! +R2>
C C2,y2 C CZ,yZ
Es conveniente expresar A y B en términos de algunos nuevos simbolos.
. 1 ) , , 2L 1
SiX=Ly———, entonces X" =Ly ——+ ——.
Cy C Cy
: \/y2 2 2 20 2L 1 2
SiZ= VX + R°, entonces Z° = L7y —?+C2 >+ R
Y
Por lo tanto, A = EX/(—yZ?) y B = E,R/(—yZ?), de manera que la carga permanente es
EX EoR
1) = ———senyt — —5 COS YL
q,(1) 72 YT sy
Ahora la corriente remanente estd dada por i,(f) = g,(1):
... _Ey(R X
i(1) = — \Zsenyt = Zcosye ) (35 O

Las cantidades X = Ly — 1/(Cy) yZ = VX* + R* definidas en el ejemplo 10
se llaman, respectivamente, reactancia e impedancia del circuito. Tanto la reactancia
como la impedancia se miden en ohms.

EJERCICIOS 3.8

Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-6.

b) (Cudles la velocidad de la masa cuando t = 37/16 s?
(Hacia qué direccion va la masa en ese instante?

EXED Ssistemas resorte-masa:
movimiento libre no
amortiguado

¢) (En qué momentos la masa pasa por la posicion de
equilibrio?

. Una masa que pesa 4 libras se sujeta a un resorte cuya
constante del resorte es de 16 Ib/ft. ;Cudl es el periodo
del movimiento arménico simple?
. Una masa de 20 kilogramos se sujeta a un resorte. Si la
frecuencia del movimiento arménico simple es de 2/
ciclos/s, ;cudl es la constante del resorte k? ;Cudl es la
frecuencia del movimiento arménico simple si la masa
original se reemplaza por otra de 80 kilogramos?
. Una masa que pesa 24 libras se sujeta al extremo de un
resorte y lo estira 4 pulgadas. En un inicio, la masa se
libera del reposo desde un punto situado 3 pulgadas por
encima de la posicioén de equilibrio. Encuentre la ecua-
cién de movimiento.
. Determine la ecuacién de movimiento si la masa del pro-
blema 3 se libera inicialmente desde la posicién de equili-
brio con una velocidad inicial descendente de 2 ft/s.
. Una masa que pesa 20 libras estira un resorte 6 pulgadas.
La masa se libera inicialmente del reposo desde un punto
situado 6 pulgadas por debajo de la posicion de equilibrio.
a) Encuentre la posicién de la masa en los momentos
t = mw/12, w/8, w6, /4y 9m/32 s.

. Una fuerza de 400 newtons estira un resorte 2 metros.

Una masa de 50 kilogramos se sujeta al extremo del re-
sorte e inicialmente se libera desde la posicion de equi-
librio con velocidad ascendente de 10 m/s. Encuentre la
ecuacién de movimiento.

. Otro resorte cuya constante es de 20 N/m estd suspendi-

do del mismo soporte rigido pero paralelo al sistema re-
sorte-masa del problema 6. Una masa de 20 kilogramos
se sujeta al segundo resorte, y ambas masas se liberan
inicialmente desde la posicion de equilibrio con veloci-
dad ascendente de 10 m/s.

a) (Cudl masa exhibe la mayor amplitud de movimien-
to?

b) (Cudlmasaestdmoviéndose masrapidoent = m/4s?,
(en w2 s?

¢) ¢Enqué momentos las dos masas alcanzan la misma
posicién? ;Doénde se ubican las masas en esos mo-
mentos? ;En qué direcciones se estin moviendo?

. Una masa que pesa 32 libras estira un resorte 2 pies.

Determine la amplitud y el periodo de movimiento si
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la masa inicialmente es liberada desde un punto situado
1 pie por encima de la posicioén de equilibrio con velo-
cidad ascendente de 2 ft/s. ;Cudntos ciclos completos
habra cubierto la masa al final de 47 segundos?

. Una masa que pesa 8 libras se sujeta a un resorte. Cuando

se pone en movimiento, el sistema resorte-masa exhibe
un movimiento arménico simple. Determine la ecuaciéon
de movimiento si la constante del resorte es de 1 Ib/ft y
la masa se libera inicialmente desde un punto que esta
6 pulgadas por debajo de la posicién de equilibrio con
velocidad descendente de 3 ft/s. Exprese la ecuacion de
movimiento en la forma dada en (6).

. . 1 .
. Una masa que pesa 10 libras estira un resorte ; de pie.

Esta masa se quita y es reemplazada por otra de 1.6 slugs,
que inicialmente se libera desde un punto situado a% de
pie por encima de la posicidn de equilibrio con velocidad
descendente de 3 de ft/s. Exprese la ecuacién de movi-
miento en la forma dada en (6). ;En qué momentos la
masa alcanza un desplazamiento, por debajo de la posi-
cién de equilibrio, numéricamente igual a3 de amplitud?

Una masa que pesa 64 libras estira un resorte 0.32 pies.
La masa inicialmente se libera desde un punto que estd
8 pulgadas por encima de la posicion de equilibrio con
velocidad descendente de 5 ft/s.

a)
b)
c)

Encuentre la ecuacién de movimiento.
(Cudles son la amplitud y el periodo de movimiento?

(Cuantos ciclos completos habrd cubierto la masa al
final de 37 segundos?

d)

(Enqué momento la masa pasa por la posicion de equi-
librio cuando se dirige hacia abajo por segunda vez?
e)

(En qué momento la masa alcanza su desplazamiento
extremo en cualquier lado de la posicién de equilibrio?

V)
8
h)
i) (Cudl es la velocidad instantdnea en los momentos
en que la masa pasa por la posicién de equilibrio?

(Cudl es la posicion de la masaen t = 3 s?
(Cudl es la velocidad instdnea en t = 3 s?
(Cuadl es la aceleracién en t = 3 s?

/) (En qué momentos la masa esta 5 pulgadas por de-
bajo de la posicion de equilibrio?
k) (Enqué momentos la masa estd 5 pulgadas por debajo

de la posicién de equilibrio dirigiéndose hacia arriba?

. Una masa de 1 slug estd suspendida de un resorte cuya

constante del resorte es de 9 Ib/ft. La masa inicialmente
se libera desde un punto ubicado 1 pie por encima de la
posicién de equilibrio con velocidad ascendente de V3
ft/s. Encuentre los momentos en que la masa se dirige
hacia abajo a velocidad de 3 ft/s.

Bajo algunas circunstancias, cuando dos resortes para-
lelos con constantes k; y k, soportan una sola masa, la
constante efectiva del resorte del sistema estd dada por
k = 4kk,/(k, + k,). Una masa que pesa 20 libras esti-
ra un resorte 6 pulgadas y otro resorte 2 pulgadas. Los
resortes van unidos primero a un soporte comun rigido
y después a una placa metdlica. Como ilustra la figura

14.

15.

16.

3.33, la masa estd unida al centro de la placa en la dis-
tribucion de doble resorte. Determine la constante del
resorte efectiva para este sistema. Encuentre la ecuacion
de movimiento si la masa se libera inicialmente desde
la posicién de equilibrio con velocidad descendente de
2 ft/s.

Figura 3.33 Sistema de doble resorte tratado en el
problema 13

Cierta masa estira un resorte + de pie y otro resorte 3 pie.
Los dos resortes estdn unidos a un soporte rigido comiin
de la manera indicada en el problema 13 y en la figura
3.33. La primera masa se aparta, otra masa de 8 libras se
sujeta a la distribucion de doble resorte, y el sistema entra
en movimiento. Si el periodo de movimiento es /15 se-
gundos, determine cuanto pesa la primer masa.

Un modelo de un sistema resorte-masa es 4x” +¢™>x = 0.
Sélo por inspeccidn de la ecuacion diferencial, analice el

comportamiento del sistema durante un periodo largo.

Un modelo de un sistema resorte-masa es 4x” + tx = 0.
Sé6lo mediante la inspeccién de la ecuacién diferencial,
analice el comportamiento del sistema durante un perio-
do largo.

EXFD sistemas resorte-masa:

movimiento libre amortiguado

En los problemas 17 a 20, la figura dada representa la gréfica
de una ecuaciéon de movimiento para un sistema resorte-masa
amortiguado. Use la grafica para determinar

a)

b)

si el desplazamiento inicial esta por encima o por de-
bajo de la posicion de equilibrio, y

cuando la masa se libera inicialmente del reposo, si se
dirige hacia abajo o hacia arriba.

Figura 3.34 Grafica para el problema 17
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19.

20.

21.

22.

23,
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Figura 3.35 Grafica para el problema 18
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Figura 3.36 Grafica para el problema 19
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Figura 3.37 Grafica para el problema 20

Una masa que pesa 4 libras estd unida a un resorte cuya
constante es 2 1b/ft. El medio ofrece una fuerza de amor-
tiguamiento que es numéricamente igual a la veloci-
dad instantdnea. La masa inicialmente se libera desde
un punto localizado 1 pie por encima de la posicién de
equilibrio a velocidad descendente de 8 ft/s. Determine
el tiempo al cual la masa cruza la posicion de equilibrio.
Encuentre el momento en el cual la masa logra su des-
plazamiento extremo a partir de la posicion de equili-
brio. ;Cuadl es la posicion de la masa en ese instante?

Un resorte de 4 pies mide 8 pies de largo después de
unirlo a una masa con peso de 8 libras. El medio a través
del cual se mueve la masa ofrece una fuerza de amorti-
guamiento numéricamente igual a V2 veces la veloci-
dad instantdnea. Encuentre la ecuacién de movimiento
si la masa se libera inicialmente desde la posicién de
equilibrio con velocidad descendente de 5 ft/s. Encuentre
el momento en el cual la masa logra su desplazamiento
extremo a partir de la posicién de equilibrio. ;Cudl es la
posicion de la masa en ese instante?

Una masa de 1 kilogramo se sujeta a un resorte cuya cons-
tante es de 16 N/m, y todo el sistema se sumerge entonces
en un liquido que imparte una fuerza de amortiguamiento
numéricamente igual a 10 veces la velocidad instantanea.
Determine las ecuaciones de movimiento si

3.8 Modelos lineales

24,

25.

26.

27.

28.

: problemas de valor inicial

a) la masa se libera inicialmente del reposo desde un
punto que estd 1 metro por debajo de la posicion de
equilibrio, y después

b) la masa se libera inicialmente desde un punto que
estd 1 metro por debajo de la posicion de equilibrio
a velocidad ascendente de 12 m/s.

En las partes a) y b) del problema 23, determine si la
masa pasa por el punto de equilibrio. En cada caso, en-
cuentre el momento en el cual la masa logra su despla-
zamiento extremo a partir de la posicion de equilibrio.
(Cudl es la posicion de la masa en ese instante?

Una fuerza de 2 libras estira un resorte 1 pie. Una masa
con peso de 3.2 libras se sujeta al resorte, y el sistema
se sumerge entonces en un medio que ofrece una fuerza
amortiguadora numéricamente igual a 0.4 veces la velo-
cidad instantdnea.

a) Encuentre la ecuacion de movimiento si la masa se
libera inicialmente del reposo desde un punto que
estd 1 pie por encima de la posicién de equilibrio.

b) Exprese la ecuaciéon de movimiento en la forma
dada en (23).

¢) Determine la primera vez que la masa pasa por la
posicion de equilibrio con direccidn ascendente.

Después de sujetar una masa de 10 libras de peso a un re-
sorte de 5 pies, el resorte mide 7 pies. Esta masa se separa
y reemplaza por otra que pesa 8 libras. Todo el sistema se
coloca en un medio que ofrece una fuerza de amortigua-
miento numéricamente igual a la velocidad instantdnea.

a) Encuentre la ecuacién de movimiento si la masa se
libera inicialmente desde un punto que esta '5 pie
por debajo de la posicién de equilibrio a velocidad
descendente de 1 ft/s.

b) Exprese la ecuacién de movimiento en la forma
dada en (23).

¢) En qué momentos la masa cruza por la posiciéon de
equilibrio con direccidn descendente.

d) Grafique la ecuacién de movimiento.

Una masa con peso de 10 libras estira un resorte 2 pies.
La masa se sujeta a un dispositivo de amortiguamien-
to de velocidad que ofrece una fuerza amortiguadora
numéricamente igual a B (B8 > 0) veces la velocidad
instantdnea. Determine los valores de la constante de
amortiguamiento 8 de manera que el movimiento pos-
terior sea a) sobreamortiguado, b) criticamente amorti-
guado y ¢) subamortiguado.

Una masa pesa 24 libras y estira un resorte 4 pies. El
movimiento siguiente se desarrolla en un medio que
ofrece una fuerza de amortiguamiento numéricamente
igual a B (B > 0) veces la velocidad instantdnea. Si la
masa se libera inicialmente desde la posicién de equili-
brio con velocidad ascendente de 2 ft/s, demuestre que
cuando B > 3 V2 la ecuacién de movimiento es

2
e %P3 senh 3 VB — 18t

-3

RV
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EXED sistemas resorte-masa:
movimiento forzado

29. Unamasa de 16 libras estira un resorte % de pie. La masa
inicialmente es liberada del reposo desde un punto ubi-
cado 2 pies por debajo de la posicién de equilibrio, y
el movimiento siguiente se desarrolla en un medio que
ofrece una fuerza amortiguadora numéricamente igual
a1 de la velocidad instantdnea. Encuentre la ecuacién
de movimiento si la masa es conducida por una fuerza
externa igual a f(¢) = 10 cos 3t.

30. Una masa de 1 slug se sujeta a un resorte cuya constante
es de 5 Ib/ft. En un inicio, la masa se libera desde 1 pie por
debajo de la posicién de equilibrio a velocidad descen-
dente de 5 ft/s, y el movimiento subsiguiente se desarrolla
en un medio que ofrece una fuerza de amortiguamiento
numéricamente igual al doble de la velocidad instantanea.

a) Encuentre la ecuacion de movimiento si la masa es
conducida por una fuerza externa igual a f(¢) = 12
cos 2f + 3 sen 21.

b) Grafique las soluciones transitoria y permanente en
los mismos ejes coordenados.

¢) Grafique la ecuacién de movimiento.

31. Cuando una masa de 1 slug se sujeta a un resorte, lo esti-
ra 2 pies y después descansa en su posicion de equilibrio.
Comenzando en ¢ = 0, una fuerza externa igual a f(r) =
8 sen 4t se aplica al sistema. Encuentre la ecuacién de
movimiento si el medio circundante ofrece una fuerza
de amortiguamiento numéricamente igual a 8 veces la
velocidad instantdnea.

32. Enel problema 31 determine la ecuacién de movimiento
si la fuerza externa es f(f) = ¢ sen 41. Analice los des-
plazamientos para t — co.

33. Cuando una masa de 2 kilogramos se sujeta a un resorte
cuya constante es de 32 N/m, el resorte vuelve a su posi-
cién de equilibro. Comenzando en ¢ = 0, una fuerza igual
a f(f) = 68e™ cos 4t se aplica al sistema. Encuentre la
ecuacion de movimiento en ausencia de amortiguamiento.

34. En el problema 33, escriba la ecuacién de movimiento
en la forma x(f) = A sen(wt + ¢) + Be™ sen(4t + 0).
(Cudl es la amplitud de las vibraciones después de un
tiempo muy largo?

35. Una masa m se sujeta al extremo de un resorte cuya
constante es k. Después que la masa alcanza el equi-
librio, su soporte comienza a oscilar verticalmente en
torno a una linea horizontal L de acuerdo con una for-
mula A(7). El valor de & representa la distancia en pies
medida desde L. Vea la figura 3.38.

a) Determine la ecuacién diferencial de movimiento
si todo el sistema se mueve por un medio que ofre-
ce una fuerza amortiguadora numéricamente igual a
B(dx/dr).

b) Resuelva la ecuacion diferencial calculada en la
parte a) si el resorte se estira 4 pies debido a un peso
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de 16 libras y B = 2, h(t) = 5 cos t, x(0) = x'(0)

}h(r)

Figura 3.38 Soporte oscilante tratado en el problema 35

36. Unamasade 100 gramos se sujeta a un resorte cuya cons-
tante es de 1600 dinas/cm. Después que la masa alcanza
el equilibrio, su soporte oscila de acuerdo con la férmula
h(t) = sen 8¢, donde h representa el desplazamiento a
partir de la posicién original. Vea el problema 35 y la
figura 3.38.

a) Enausencia de amortiguamiento, determine la ecua-
cién de movimiento si la masa parte desde el reposo
de la posicion de equilibrio.

b) (En qué momentos la masa pasa por la posicion de
equilibrio?

¢) (En qué momentos la masa alcanza sus desplaza-
mientos extremos?

d) (Cudles son los desplazamientos maximos y mini-
mos?

e) Grafique la ecuacién de movimiento.

En los problemas 37 y 38, resuelva el problema de valor inicial
dado.
d*x
37 ) +4x = -5sen2t+3cos2t, x(0) =-1, x'(0) =1

d*x
38. — +9x=5sen3t, x(0) =2, x'(0)=0

ar*
39. a) Demuestre que la solucién del problema de valor
inicial
dz'x 2 ’
F-wa: Fycos yt, x(0) =0, x'(0)=10
F
es x(r) = % (cosyt — coswt).
o =Y

Fy
b) Evalde lim ———— (cos y - cos w?).
Yoo W — Y
40. Compare el resultado obtenido en la parte b) del proble-
ma 39 con la solucién obtenida mediante variacién de
parametros cuando la fuerza externa F, cos wt.

41. a) Muestre que el t€rmino x(7) de la parte a) del proble-
ma 39 se puede escribir en la forma

x(1) = ﬁseng(y - w)tseng('y + w)t.

W =Y
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. . 1
b) Si definimos ¢ = 3(y — w), demuestre que cuando
£ es pequefia, una solucién aproximada es

x(r) = Fo sener senvyr.
gV

Cuando € es pequeiia, la frecuencia y/27 de la fuer-
za impresa es cercana a la frecuencia w/2m de vi-
braciones libres. Al ocurrir esto, el movimiento es
como el indicado en la figura 3.39. Las oscilaciones
de este tipo se denominan latidos y se deben a que
la frecuencia de sen et es muy pequefla en compara-
cion con la frecuencia de sen +yz. Las curvas en linea
discontinua, o envolvente de la gréfica de x(f), se
obtienen a partir de las graficas de = (Fy/2ey) sen &
t. Use una herramienta de graficacién con diversos
valores de F, € y y para verificar la grafica de la
figura 3.39.

Figura 3.39 Fenémeno de latidos tratado en el problema 41

Tareas para el laboratorio de computo

42. ;Pueden haber latidos cuando se agrega una fuerza

amortiguadora al modelo presentado en la parte @) del
problema 39? Defienda su posicién con graficas obteni-
das a partir de la solucién explicita del problema

d’x x
— + 20— + w’x = F,cos yt,
ac " ar 0eony
o de las curvas solucién trazadas mediante un programa
de solucién numérica.

x(0)=0, x'(0)=0

43. a) Muestre que la solucién general de

d’x + 2A x + w’x = F, t
— — + w’x = Fysen
dr* dt oSy
es
x(f) = Ae Msen(Vw® — Nt + ¢)

+ fo
\/(a)2 — V2V + 4A?
donde A = V¢l + ¢3 y los dngulos de fase ¢ y

0 estan definidos, respectivamente, por sen ¢ = c¢,/A,
cos P =cr/Ay

sen(yr + 0),

—2Ay
senf =
\/(w2 _ yz)z + 4)\272
W — 72
cosh =

\/(w2 _ yz)z + 4/\272'

3.8 Modelos lineales: problemas de valor inicial

44,

b) Lasolucion de la parte a) tiene la forma x(7) = x,(¢) +
x,(f). La inspeccién muestra que x(f) es transitorio y,
por lo tanto, para grandes valores de tiempo, la solu-
cién es aproximada por x,(1) = g(7y) sen(yt + 6), donde

Ky

(w2 _ 72)2 + 4/\272'

Aunque la amplitud g(y) de x,(¢) estd limitada cuan-

do t — 0o, demuestre que las oscilaciones maxi-

mas ocurrirdn en el valor y, = V@’ — 2A% ;Cuél
es el valor mdximo de g? Se dice que el nimero
V @? — 2A%/21 es la frecuencia de resonancia del

sistema.

aw=w/

c¢) Cuando Fy =2,m = 1yk = 4, g se convierten en

2

@ —v)7+ By

Elabore una tabla de valores de y; y g(y;) que co-
rresponda a los coeficientes de amortiguamiento
B=2,=1,8 =%,B =%,yB =i.Useunaherra-
mienta de graficacion para obtener las graficas de g
que correspondan a estos coeficientes de amortigua-
miento. Utilice los mismos ejes coordenados. Esta
familia de graficas se denomina curva de resonan-
cia o curva de repuesta en frecuencia del sistema.
(A qué se estd acercando vy, cuando 3 — 0? ;Qué le
pasa a la curva de resonancia cuando 3 — 0?

g(y) = Vi

Considere un sistema resorte-masa no amortiguado for-
zado descrito por el problema de valor inicial
dzx 2 n !
— +wx = Fysen” yt, x(0) = 0, x'(0) = 0.
ar
a) Paran = 2, analice por qué hay una sola frecuencia
v,/27 a la cual el sistema esté en resonancia pura.

b) Para n = 3, analice por qué hay dos frecuencias
v1/27 y y,/21 a las cuales el sistema esté en reso-
nancia pura.

¢) Supongaw = 1y F, = 1. Use un programa de solu-
cién numérica para obtener la grifica de la solucion
del problema de valor inicial paran = 2y y = v,
en la parte a). Obtenga la grafica de la solucion del
problema de valor inicial para n = 3 que correspon-
daasuvezay =1y, yvy=v,enlaparte D).

EXXD Circuito en serie analogo

45.

46.

Encuentre la carga en el capacitor de un circuito LRC
en serie en r = 0.01 s cuando L = 0.05h, R = 2 (),
C=001f E®=0V,q0)=5Cei0) =0A.
Determine la primera vez que la carga en el capacitor es
igual a cero.

Encuentre la carga en el capacitor de un circuito LRC en
serie cuando L = i h,R=200Q,C = ﬁ f,Et) =0V,
q(0) =4 Cei(0) = 0A. En el capacitor, ;la carga nunca
ha sido igual a cero?

165



En los problemas 47 y 48, encuentre la carga en el capacitor 53. Encuentre la carga en el capacitor en un circuito LRC
y la corriente en el circuito LRC en serie dado. Determine la en serie cuando L = % h,R=10Q,C =0.01f, Et®) =
carga maxima en el capacitor. 150V, g(0) = 1 Cei(0) = 0A. ;Cudl es la carga en el
47 L = % hR=10Q,C= %170 f, E(f) = 300 V, g(0) = 0 C, capacitor después de un largo tiempo?
i(0)=0A 54. Muestre que si L, R, C y E, son constantes, entonces la
48. L =1h, R =100 Q, C = 0.0004 f, E(t) = 30V, amplitud de la corriente remanente del ejemplo 10 es un
q0)=0C,i(0)=2A maximo cuando y = 1/VLC. ;Cuil es la amplitud
49. Encuentre la carga permanente y la corriente remanente mdxima?
en un circuito LRC en serie cuando L = 1 h, R = 2 (), 55. Muestre que si L, R, E, y 'y son constantes, entonces la
C=025fyE(®) =50cos V. amplitud de la corriente remanente del ejemplo 10 es un
50. Demuestre que la amplitud de la corriente remanente maximo cuando la capacitancia es C = 1/Ly*.
en el circuito LRC en serie del ejemplo 10 estd dada por 56. E . .
. . L . Encuentre la carga en el capacitor y la corriente en un
Ey/Z, donde Z es la impedancia del circuito. circuito LC cuando L = 0.1 h, C = 0.1 f, E(r) = 100 sen
51. Use el problema 50 para demostrar que la corriente re- ytV, g(0) = 0 C e i(0) = 0 A.
manente en un circuito LRC en serie cuando L = 5 h, . .
R=120Q, C=0.001fyE®) = 100 sen 60t V, estd dada 57. E'ncu'entre la carga en el capacitor y la corriente en un
por ip(t) = (4.160) sen(607 — 0.588). (':1rcu1t(? LC cuando E(t) = Eycos vt V, g(0) = g, Ce
52. Encuentre la corriente remanente en un circuito LRC en i0) = ip A
serie cuando L = % h,R=20Q,C=0.001fyE®) = 58. En el problema 57, encuentre la corriente cuando el cir-

100 sen 60z + 200 cos 40z V.

cuito estd en resonancia.

= ——

eje de simetria

a)

curva de deflexiones
b)

Figura 3.40 Deflexion de una viga
homogénea
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3.9 Modelos lineales: problemas de valores

en la frontera

B Introduccion La seccién anterior estuvo dedicada a sistemas en los cuales un
modelo matemdtico de segundo orden estd acompafiado por las condiciones iniciales
prescritas —es decir, las condiciones laterales especificadas en la funcién desconocida y
su primera derivada en un solo punto—. Pero con frecuencia la descripcién matematica
de un sistema fisico demanda que resolvamos una ecuacion diferencial lineal homogénea
sujeta a condiciones de frontera —esto es, condiciones especificadas en la funcion des-
conocida, o en una de sus derivadas, o incluso en una combinacion lineal de la funcién
desconocida y una de sus derivadas, en dos (o mds) puntos diferentes—.

M Deflexion de una viga Muchas estructuras se construyen mediante vigas, o trave-
safios, y éstas se pandean o distorsionan bajo su propio peso o por influencia de alguna
fuerza externa. Como veremos ahora, esta deflexion y(x) se rige por una ecuacion dife-
rencial lineal de cuarto orden relativamente simple.

Para comenzar, asumamos que una viga de longitud L es homogénea y tiene cortes
transversales uniformes a lo largo. En ausencia de cualquier carga en la viga (incluido su
peso), una curva que une los centroides de todos sus cortes transversales es una linea recta
llamada eje de simetria. Vea la figura 3.40a). Si una carga se aplica a la viga en un plano
vertical que contenga el eje de simetria, la viga, como ilustra la figura 3.40b), experimenta
una distorsidn, y la curva que conecta los centroides de todos los cortes transversales se
denomina curva de deflexiones o curva elastica. La curva de deflexiones se aproxima
a la forma de la viga. Ahora suponga que el eje x coincide con el eje de simetria y que la
deflexion y(x), medida desde su eje, es positiva si es descendente. En la teoria de la elas-
ticidad se mostré que el momento de flexién M(x) en un punto x a lo largo de la viga estd
relacionado con la carga por unidad de longitud w(x) mediante la ecuacién

LB 1)
= w(x).
dx?
Ademads, el momento de flexiéon M(x) es proporcional a la curvatura k de la curva elds-
tica

M(x) = Elk, ()
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donde E e I son constantes; E es el modulo de Young de elasticidad del material de la
viga, e I es el momento de inercia de un corte transversal de la viga (con respecto a un eje
conocido como eje neutral). El producto EI se denomina rigidez flexionante de la viga.
Ahora, con base en el cilculo, la curvatura esta dada por k = y"/[1 + (y')*]*%. Cuando la
deflexion y(x) es pequenia, la pendiente y’ = 0y, por lo tanto, [1 + (y')*]¥? = 1. Si k = ",
la ecuacidn (2) se convierte en M = EI y". La segunda derivada de esta ultima expresion es
d’m a d'y
e EI e y EI s 3)

Mediante el resultado que se proporciona en (1), reemplace d’M/dx* en (3); asi vemos
que la deflexién y(x) satisface la ecuacion diferencial de cuarto orden
d*y
EI— = w(x). “4)

dx*

Las condiciones de frontera asociadas con la ecuacién (4) dependen de cdmo estan
soportados los extremos de la viga. Una viga en voladizo estd embebida o empotrada
en un extremo y libre en el otro. Un trampolin, un brazo extendido, el ala de un avién y
un balcén son ejemplos comunes de tales vigas, pero también los drboles, las astas ban-
dera, los rascacielos y el monumento a George Washington pueden actuar como vigas
en voladizo; ello se debe a que estin embebidos en un extremo y expuestos a la fuerza
flexionante del viento en el otro extremo. Para una viga en voladizo, la deflexion y(x)
debe satisfacer las siguientes dos condiciones en el extremo embebido x = 0:

* y(0) = 0 dado que no hay deflexién, y
* y'(0) = 0 dado que la curva de deflexiones es tangente al eje x (en otras palabras, la
pendiente de la curva de deflexiones es cero en este punto).

En x = L las condiciones de extremo libre son

* y"(L) = 0 dado que el momento de flexion es cero, y

e y"(L) = 0 dado que la fuerza cortante es cero.

La funcién F (x) = dM/dx = EI d*y/dx® se denomina fuerza cortante. Si un extremo de
una viga estd simplemente apoyado o articulado (también se le llama extremo apoya-
do), entonces debemos tener y = 0y y" = 0 en ese extremo. La tabla siguiente resume
las condiciones de frontera asociadas con (4). Vea la figura 3.41.

Extremos de la viga Condiciones de frontera
embebidos y=0,y"=0
libre y'=0,y"=0

simplemente apoyados ~ y = 0,y" =0
o articulados

Ejemplo 1 Una viga embebida

Una viga de longitud L estd embebida en ambos extremos. Encontrar la deflexion de la
viga si la carga constante w, se distribuye de manera uniforme a todo lo largo, es decir,
w(x) = wp, 0 <x< L.

Solucion De (4), vemos que la deflexién y(x) satisface
dy
El— = w,.
dx* 0
Como la viga estd embebida tanto en su extremo izquierdo (x = 0) como en el derecho
(x = L), no hay deflexién vertical y la linea de deflexion es horizontal en estos puntos.

Por lo tanto, las condiciones de frontera son

y0) =0, y(©0)=0 yL)=0, y(@L =0

3.9 Modelos lineales: problemas de valores en la frontera

S

x=0

x=L

a) Embebida en ambos extremos.

x=0

b) Viga en voladizo: embebida
en el extremo izquierdo,
libre en el extremo derecho.

A A

x=0

x=L

¢) Simplemente apoyada en ambos

extremos.

Figura 3.41 Vigas con extremos

en diversas condiciones
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y

Figura 3.42 Curva de deflexiones
para el ejemplo 1
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Podemos resolver la ecuacion diferencial no homogénea en la forma acostumbrada (en-
contrar y, mediante la observacién de que m = 0 es una raiz de multiplicidad cuatro de
la ecuacién auxiliar m* = 0, y determinar entonces una solucién particular ¥, mediante
coeficientes indeterminados), o simplemente integrar la ecuacién d*y/dx* = wy/EI cuatro
veces de modo sucesivo. De cualquier forma encontramos que la solucién general de la
ecuaciony = y, +y, es
o Xt
24E1

y(x) = ¢ + cox + e + e +

Ahora las condiciones y(0) = 0y y'(0) = 0 dan, a su vez, ¢;, = 0y ¢, = 0. Mientras que

241 "

las condiciones restantes y(L) = 0y y'(L) = 0 aplicadas a y(x) = c;x% + c,x° +
producen las ecuaciones simultdneas

Wo
24E1

oLl? + ¢’ + L'=0

el + 3L+ 23—
3 4 6EI ‘

Cuando se resuelve este sistema resulta c; = w,L%/24El y ¢, = —wyL/12EI Por lo tanto,
la deflexidn es

2
W W

= Osz— OLx3+ Yo
24E1 12E1 24E1

y(x)

Wo

o y(x) = SuE x(x — L)’ Al elegir wy = 24El y L = 1, obtenemos la gréfica de la

curva de deflexiones mostrada en la figura 3.42. a

B Valores propios y funciones propias Muchos problemas aplicados demandan
resolver un problema en dos puntos de valores en la frontera donde se involucre una
ecuacion diferencial lineal que contenga un pardmetro A. Buscamos valores de A para los
cuales el problema de valores en la frontera tenga soluciones no triviales.

Ejemplo 2 Soluciones no triviales de un PVF

Resolver el problema de valores en la frontera

Y'+Ay=0, y0)=0, xL) =0.

Solucion Consideremos tres casos: A = 0,A <0y A > 0.

CasoI: Para) = 0, lasoluciéon de laED y" = 0 esy = ¢;x + ¢,. Al aplicar las
condiciones de frontera y(0) = 0y y(L) = 0 a esta solucién se produ-
cen, asu vez, ¢, = 0y c¢; = 0. Por lo tanto, para A = 0, la tinica solucién
del problema de valores en la frontera es la solucién trivial y = 0.

Caso II: Para A < 0, es conveniente escribir A = —a?, donde « > 0. Con esta
nueva notacién, la ecuacién auxiliar es m*> — a®> = 0y tiene raices m; =
o'y my, = —a. Debido a que el intervalo donde estamos trabajando es
finito, elegimos escribir la solucién general de y” — oy = 0 en la forma
hiperbélica y = ¢; cosh ax + ¢, senh ax. De y(0) = 0 vemos que

v(0) =c;coshO+cysenh0=c¢; - 1+¢,-0=¢

implica que ¢; = 0. Por lo tanto, y = ¢, senh awx. La segunda condicién
de frontera y(L)= 0 requiere entonces ¢, senh aL = (0. Cuando a # 0,
senh aL # 0, y por ende estamos obligados a elegir ¢, = 0. Una vez
mads la dnica solucién del PVF es la solucién trivial y = 0.
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Caso III: Para A > 0 escribimos A = &2, donde a > 0. La ecuacién auxiliar
m?* + a* = 0 ahora tiene raices complejas m; = i y m, = —ic, y por lo
tanto la solucién general de laED y” + a’y = O es y = ¢, cos ax + ¢, sen
ax. Como antes, y(0) = 0 produce ¢; = 0y asi y = ¢, senax. Entonces
y(L) = 0 implica

cy;senal = 0.

Si ¢, = 0, entonces necesariamente y = (. Pero esta vez podemos re-
2

querir que ¢, # 0 pues sen L = 0 se satisface siempre que aL sea un

multiplo entero de 7r:

nar \?
al =nm o a=T [ )\,,=a,%=<7>, n=1273,...
Por lo tanto, cualquier nimero real diferente de cero, ¢,, y = ¢,sen(nx/L)
es una solucién del problema para cada n. Como la ecuacién diferencial
es homogénea, cualquier multiplo constante de una solucién es también
una solucion. Entonces podemos tomar simplemente ¢, = 1. En otras
palabras, para cada nimero de la secuencia

? 4ar? 977?
/\IZP, /\227, /\327,...,
la funcién correspondiente en la secuencia
T 2w 37
v = senz, VY, = senT, y; = senT,
es una solucion no trivial del problema original. o

Los ntimeros A, = n>w%L* n = 1,2, 3, ... para los cuales el problema de valores en
la frontera del ejemplo 2 no tiene una solucién trivial se conocen como valores caracte-
risticos 0, mas cominmente, valores propios. Las soluciones que dependen de estos va-
lores de A,,, ¥, = ¢, sen(nmx/L) o simplemente y, = sen(nmx/L), se denominan funciones
caracteristicas o funciones propias.

B Pandeo de una columna delgada vertical En el siglo xvi, Leonhard Euler fue
uno de los primeros matemadticos en estudiar un problema de valores en la frontera
cuando analiz6 cémo una delgada columna eléstica se pandeaba bajo una fuerza axial
compresiva.

Considere una columna vertical larga y delgada de corte transversal uniforme y lon-
gitud L. Digamos que y(x) denota la deflexion de la columna cuando una fuerza, o carga,
vertical compresiva P se aplica a su parte superior, como indica la figura 3.43. Al compa-
rar los momentos de flexién en cualquier punto a lo largo de la columna obtenemos
EI i P EI 4y + P 0

_— = — 0 ] —— y = ( s 5

a7 e ®)
donde E es el modulo de Young de la elasticidad e 7 es el momento de inercia de un corte
transversal en relacién con la linea vertical a través de su centroide.

Ejemplo 3 La carga de Euler

Encontrar la deflexién de una delgada columna homogénea vertical de longitud L sujeta
a una carga axial constante P si la columna esta articulada en ambos extremos.

Solucion El problema de valores en la frontera a ser resuelto es

d*y

EIF +Py=0, y0)=0, yL)=0.
X

Primero observe que y = 0 es una solucién perfectamente buena de este problema. Esta
solucién tiene una interpretacion intuitiva simple: si la carga P no es lo suficientemente
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X 6 x=L
a) b)

Figura 3.43 Columna elastica
pandeandose bajo una fuerza
compresiva
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X X X

a) b) c)

Figura 3.44 Curvas de deflexion
para las fuerzas compresivas P,
P,, P,

A

X X+ Ax
©)

Figura 3.45 Cuerda rotatoria
y fuerzas que actdan sobre esta
cuerda
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grande, no hay deflexién. Entonces la pregunta es: ;para qué valores de P se flexionara
la columna? En términos matemadticos, para qué valores de P el problema dado de valo-
res en la frontera posee soluciones no triviales?

Si se escribe A = P/EI vemos que

Y'+Ay=0, y0)=0, y©L)=0

es igual al problema del ejemplo 2. Con base en el caso III de este andlisis vemos que las
curvas de deflexion son vy, (x) = ¢, sen(nmx/L), que corresponden a los valores propios
\, = PJEI = i*7"L* n=1,2,3,... Fisicamente, esto significa que la columna se pan-
deard o flexionard s6lo cuando la fuerza compresiva sea uno de los valores P, = w2 ElIL?,
n=1,2,3,... Estas fuerzas diferentes se denominan cargas criticas. La curva de de-
flexién que corresponde a la carga critica mas pequefia P, = m°EI/L?, denominada carga
de Euler, es y,(x) = ¢, sen(mx/L) y se conoce como el primer modo de pandeo. a

Las curvas de deflexién del ejemplo 3 que correspondenan = 1,n = 2y n = 3 se mues-
tran en la figura 3.44. Observe que si la columna original tiene alguna clase de restriccién
fisicaencimaenx = /2, entonces la carga criticamds pequefia serd P, = 4m°EI/L*y lacurva
de deflexion serd comoindicalafigura 3.44b). Si se ponenrestricciones sobre la columnaen
x = L/3 yenx = 2L/3, entonces la columna no se pandeard sino hasta que se aplique la
carga critica Py = 97°EI/L* y 1a curva de deflexion sea como ilustra la figura 3.44c). Vea
el problema 25 en los ejercicios 3.9.

M Cuerda rotatoria La ecuacién diferencial lineal simple de segundo orden
Y'+Ay=0 (6)

ocurre una y otra vez como un modelo matematico. En la seccion 3.8 vimos la expresion
(6) en las formas d’x/di* + (kim)x = 0 y dzq/dt2 + (1/LC)g = 0 como modelos del movi-
miento armoénico simple de un sistema resorte-masa y de la respuesta armoénica simple
de un circuito en serie, respectivamente. Cuando en (5) el modelo para la deflexion de
una columna delgada se escribe como d?y/dx* + (P/EI)y = 0 resulta evidente que es el
mismo que (6). Una vez mds encontramos la ecuacién bdsica (6) en esta seccién: como
un modelo que define la curva de deflexion o la forma y(x) asumida por una cuerda rota-
toria. La situacidn fisica es semejante a cuando dos personas sostienen una cuerda para
saltar y la giran de manera sincronizada. Vea la figura 3.45 en las partes a) y b).

Suponga que una cuerda de longitud L y densidad lineal constante p (masa por uni-
dad de longitud) se estira a lo largo del eje x y se fijaenx = 0y x = L. Asuma que la
cuerda gira entonces en relacion con ese eje a velocidad angular constante w. Considere
un tramo de la cuerda en el intervalo [x, x + Ax], donde Ax es pequefio. Si la magnitud
T de la tension T, la cual actia de manera tangencial a la cuerda, es constante a lo largo
de la cuerda, entonces la ecuacion diferencial deseada se puede obtener al igualar las
dos diferentes formulaciones de la fuerza neta que actia sobre la cuerda en el intervalo
[x, x + Ax]. Primero, a partir de la figura 3.45¢) vemos que la fuerza vertical neta es

F=Tsen0,—Tsen6, @)

Cuando los dngulos 6, y 6, (medidos en radianes) son pequefios, tenemos sen 6, = tan 6, y
sen 0, = tan 0,. Ademads, como tan 60, y tan 6, son, a su vez, pendientes de las lineas que
contienen los vectores T, y T, también podemos escribir
tanf, =y'(x+Ax) y tanf, =y'(x).
Por lo tanto, (7) se convierte en
F=T[y(x+Ax) -y Xl ®)

Segundo, podemos obtener una forma diferente de esta misma fuerza neta mediante la
segunda ley de Newton, F' = ma. Aqui la masa de la cuerda en el intervalo es m = pAx;
la aceleracion centripeta de un cuerpo que gira con velocidad angular  en un circulo de
radio r es @ = rw’. Con Ax pequefia tomamos r = y. Por lo tanto, la fuerza neta vertical
también es aproximada por

F = ~(pAx)yw’, )
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donde el signo menos proviene de que la aceleracién apunta en direccién opuesta a la
direccion positiva y. Ahora, al igualar (8) y (9) tenemos
cociente de diferencias
{
Yt A0 F Y
Ax

T[y'(x + Ax) — y'(x)] = =(pAx)yo® o + pa’y = 0. (10)
Para Ax cercano a cero, el cociente de diferencias en (10) es aproximadamente la segun-
da derivada d’y/dx*. Finalmente llegamos al modelo

5

y )
T—5 + pw’y = 0. (11)
dx*

Dado que la cuerda estd anclada en sus extremos x = 0 y x = L, esperamos que la so-
lucién y(x) de la ecuacién (11) también satisfaga las condiciones de frontera y(0) = 0y

(L) = 0.

Comentarios

i) En la seccién 12.5, abordaremos con mayor detalle el tema de valores propios y
funciones propias para ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden.

i) Los valores propios no siempre son tan faciles de encontrar como en el ejemplo
2; es probable que tenga que aproximar raices de ecuaciones tales como tan x = —x

o cos x cosh x = 1. Vea los problemas 34 a 38 en los ejercicios 3.9.

iii) Las condiciones de frontera pueden llevarnos a un sistema algebraico homogé-
neo de ecuaciones lineales donde las incdgnitas sean los coeficientes c; en la solu-
cion general de la ED. Tal sistema siempre es consistente, pero con el fin de obtener
una solucién no trivial (en el caso de que el nimero de ecuaciones sea igual al de
incégnitas) debemos tener la determinante de los coeficientes igual a cero. Vea los
problemas 19 y 20 en los ejercicios 3.9.

EJERCICIOS 3.9

Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-7.

Deflexidon de una viga ¢) Use la aplicacion de un CAS para encontrar raices
o calculadora grifica) y en la grafica de la parte b
En los problemas 1 a 5 resuelva la ecuacién (4) sujeta a las ( oY : )y : .,p z .)
. . S . aproxime el punto donde ocurre la deflexién maxi-
condiciones de frontera apropiadas. La viga tiene longitud Ly g R
ma. /Cudl es la deflexion maxima?
Wy s una constante.
1. a) La viga estd embebida en su extremo izquierdo y . a) ;E; :133 e(st)a ilmp]eglintejgoyada en ambos extre-
libre en su lado derecho, y w(x) = wy, 0 <x < L. - Y WL = Woks rek
b) Use una herramienta de graficacion para trazar la b) Useuna hprramienta graficadora para trazar la curva
curva de deflexién cuando wy = 24Ely L = 1. de deflexién cuando w, = 36El'y L = 1.
2. a) La viga estd simplemente apoyada en ambos extre- ¢) Use la aplicacién de un CAS para encontrar raices
mos, y w(x) = wy, 0 <x < L. (o calculadora gréfica) y en la gréfica de la parte b)
b) Use una herramienta de graficacion para trazar la aproxime el punto donde ocurre la deflexion maxi-
curva de deflexién cuando wy = 24Ely L = 1. ma. ;Cudl es la deflexién mdxima?
3. a) Laviga estd embebida en su extremo izquierdo y . a) Encuentre la deflexién maxima para la viga en vola-
simplemente apoyada en su extremo derecho, y w(x) dizo del problema 1.
=wy 0<x<L. . . .
. L b) (Coémo se compara la deflexion mdxima de una viga
b) Use una herramienta de graficacién para trazar la d .
. e la mitad de largo con el valor calculado en la
curva de deflexién cuando wy, = 48Ely L = 1. parte a)?
4. a) La viga estd embebida a su izquierda y apoyada ' » . ) )
simplemente en su extremo derecho, y w(x) = w, ¢) Encuentre la deflexiéon maxima de la viga simple-
sen (mx/L), 0 < x < L. mente apoyada del problema 2.
b) Use una herramienta de graficacion para trazar la d) (Como se compara la deflexion maxima de la viga

curva de deflexién cuando wy = 2mEly L = 1.

apoyada simplemente, y calculada en la parte ¢),
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con el valor de la deflexién maxima de la viga em-
bebida del ejemplo 1?

Una viga en voladizo de longitud L estd embebida en
su extremo derecho, y en su extremo libre se aplica una
fuerza tensora de P libras. Cuando el origen es tomado
en su extremo libre, como indica la figura 3.46, se puede
mostrar la deflexion y(x) de la viga para satisfacer la
ecuacion diferencial

X
Ely" = Py — W(X)E'

Encuentre la deflexion de la viga en voladizo si w(x) =
wex, 0<x <L,y y0) =0,y (L) =0.

y

WoX

1
o x X

Figura 3.46 Deflexion de una viga en voladizo, problema 7

8.

Cuando una fuerza compresiva y no una tensora se apli-
ca al extremo libre de la viga del problema 7, la ecua-
cion diferencial de la deflexion es

X
ELy" = —Py — W(X)E'

Resuelva esta ecuacidn si w(x) = wex, 0 <x <Ly
¥(0) = 0,y'(L) = 0.

Valores propios y funciones propias

En los problemas 9 a 18 encuentre los valores propios y las fun-
ciones propias para el problema de valores en la frontera dado.

9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

Y'+Ay =0, y0) =0, y(m) =0
Y +Ay =0, y'(0)=0, y(m/4) =0
Y'+Ay =0, y(0) =0, y(L) =0

Y'+Ay =0, y0)=0, y'(7m7/2) =0
YV'+Ay =0, y(0) =0, y(m) =0

YV'+Ay =0, y(=m) =0, y(m) =0
YV'4+2y'+ A+ 1)y =10, y(0) =0, y5)=0
Y+@A+1Dy=0,y0)=0,y(1)=0
Xy +xy +dy =0, y(1) =0, y(e™) =0
2 +xy' +Ay =0, y'(eH =0, y(1) =0

En los problemas 19 y 20 encuentre los valores propios y las
funciones propias para el problema de valores en la frontera
dado. Considere sélo el caso A = o, a > 0.

19.

20.
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Y —=Ay=0, y0)=0, y'(0)=0,
y(1)=0, y"(1)=0

YW=2ay=0, y(0)=0, y"(0)=0,
y(m) =0, y'(m)=0

CAPITULO 3

Pandeo de una columna delgada

21.

22.

23.

24.

Considere la figura 3.44. ;Dénde se deben colocar las
restricciones fisicas sobre la columna si deseamos que
la carga critica sea P,? Trace la curva de deflexién que
corresponda a esta carga.

Las cargas criticas de las columnas delgadas dependen de
las condiciones de los extremos de las columnas. En el
ejemplo 3, el valor P, de la carga de Euler se derivd bajo el
supuesto de una columna articulada en ambos extremos.
Suponga que una columna delgada homogénea vertical
estd embebida en su base (x = 0) y libre en su parte superior
(x = L),y que una carga axial constante P se aplica sobre su
extremo libre. Esta carga ocasiona una pequefia deflexion
0 como ilustra la figura 3.47, pero no la causa. En cual-

quier caso, la ecuacién diferencial para la deflexion y(x) es

EI d2y + Py = Pd
dx? Y '

a) (Cudl es la deflexion pronosticada cuando 6 = 0?

b) Cuando & # 0, demuestre que la carga de Euler para
esta columna es un cuarto de la carga de Euler para la
columna articulada del ejemplo 3.

X P
x=LT

Figura 3.47 Deflexion de una
columna vertical, problema 22

Tal como se menciond en el problema 22, la ecuacion
diferencial (5) que rige la deflexién y(x) de una columna
eldstica sujeta a una fuerza axial compresiva constante P
es vidlida s6lo cuando los extremos de la columna estdn
articulados. En general, la ecuacién diferencial que rige
la deflexién de la columna estd dada por

& d2y) d*y
dx2<EIdx2 + de2 0.
Asuma que la columna es uniforme (E/ es una constante)
y tiene los extremos articulados. Demuestre que la solu-
cion de esta ecuacion diferencial de cuarto orden sujeta a
las condiciones de frontera y(0) = 0, y"(0) = 0, y(L) = 0,
y'(L) = 0 es equivalente al andlisis del ejemplo 3.

Suponga que una columna eldstica delgada uniforme estd

articulada en el extremo x = 0 y embebida en el extremo

x=L.

a) Use la ecuacion diferencial de cuarto orden dada en
el problema 23 para encontrar los valores propios
A, las cargas criticas P, la carga de Euler P, y las
deflexiones y,(x).

b) Use una herramienta de graficacion para trazar el
primer modo de pandeo.
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Cuerda rotatoria

25. Considere el problema de valores en la frontera intro-
ducido en la construccién del modelo matemadtico para
representar la forma de una cuerda rotatoria:

2
Td—); + pw’y =0, y(0) =0, yL)=0.
dx
Para las constantes 7'y p defina las velocidades criticas
de rotacién angular w, como los valores de w para los
cuales el problema de valores en la frontera tenga solu-
ciones no triviales. Encuentre las velocidades criticas w,,
y las deflexiones correspondientes y,(x).

26. Cuando la magnitud de la tensién 7 no es constante, en-
tonces el modelo para la curva de deflexién o forma y(x)
que asume una cuerda rotatoria estd dado por

%{ T(x) %} + pw’y = 0.
Suponga que 1 <x<ey T(x) = x*
a) Siy(l)=0,y(e) =0y pw2 > (.25 demuestre que
las velocidades criticas delarotacion angularsonw,, =

@+ Vo - i
5 (4n*m* + 1)/py las deflexiones correspondien-

tes son

yu(x) = cox Vsen(nwlnx), n =1,2,3,....

b) Use una herramienta de graficacion para trazar las
curvas de deflexion en el intervalo [1, e] paran = 1,
2,3.Elijac, = 1.

Problemas diversos de valores en la frontera

27. Temperatura en una esfera Considere dos esferas de
radios concéntricos r = ay r = b, a < b. Vea la figura
3.48. En la region localizada entre las esferas, la tempe-
ratura u(r) se determina a partir del problema de valores
en la frontera

Figura 3.48 Esferas concéntricas para el problema 27

28. Temperatura en un anillo La temperatura u(r) en el
anillo circular mostrado en la figura 3.49 se determina a
partir del problema de valores en la frontera

2
rd—u+d—u=0,

" dr u(a) = to,

u(b) = u;,
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donde 1, y u; son constantes. Muestre que
_ upln(r/b) — wyIn(r/a)
In(a/b)

>

0
X\ Figura 3.49 Anillo
u=i circular para el problema 28

Problemas de analisis

29. Movimiento armonico simple  El modelo mx” + kx = 0
para el movimiento arménico simple, analizado en la
seccion 5.1, puede relacionarse con el ejemplo 2 de esta
seccion.

Considere un sistema resorte-masa libre no amorti-
guado para el cual la constante del resorte es, digamos,
k = 10 Ib/ft. Determine las masas m, que puedan sujetar-
se al resorte de manera que cuando cada masa se libere
en la posicién de equilibrio en ¢+ = 0 con velocidad dife-
rente de cero v, pase por la posicién de equilibrio en =
1 segundo. ;Cudntas veces atravesard cada masa m, la
posicién de equilibrio en el intervalo de tiempo 0 <#< 1?

30. Movimiento amortiguado Asuma que el modelo para
el sistema resorte-masa presentado en el problema 29 se
reemplaza por mx” + 2x" + kx = 0. En otras palabras, el
sistema es libre pero estd sujeto a un amortiguamiento
numéricamente igual al doble de la velocidad instantdnea.
Con las mismas condiciones iniciales y la constante del
resorte del problema 29, investigue si puede encontrarse
una masa m que pase por el punto de equilibrio en = 1
segundo.

En los ejercicios 31 y 32 determine si es posible encontrar los
valores y, y ¥, (problema 31) y valores de L > 0 (problema 32)
de manera que el problema de valores en la frontera dado tenga
a) precisamente una solucién no trivial, b) mas de una solu-
cién, ¢) ninguna solucidn, d) la solucién trivial.
31. Y+ 16y =0, y(0) = yo, y(71/2) =y,
32. y'+16y =0, y0) =1, y(L) =1
33. Considere el problema de valores en la frontera
YAy =0, y(=m) = y(m), y'(—m) = y'(m).
a) El tipo de condiciones de frontera especificadas se
denomina condiciones periédicas de frontera.

Proporcione una interpretacion geométrica de estas
condiciones.

b) Encuentre los valores propios y las funciones pro-
pias del problema.

¢) Use una herramienta de graficacion para trazar al-
gunas de las funciones propias. Verifique su inter-
pretacion geométrica de las condiciones de frontera
dadas en la parte a).
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34. Demuestre que los valores y funciones propios de un no es un valor propio aunque « = 0 sea una solucién

problema de valores en la frontera evidente de la ecuacion tan o = —a?

Y'+Ay =0, y0)=0, y()+y'(1)=0 36. Use la aplicacién apropiada de un CAS para encontrar
son A, = a2y y, = sen a,x, respectivamente, donde raices y aproximar los primeros cuatro valores propios
a,,n=1,2,3,...son las raices positivas consecutivas Ay, Ay, A3y Agpara el BVP del problema 34.
de la ecuacion tan @ = —a.

En los problemas 37 y 38 encuentre los valores propios y las
funciones propias del problema de valores en la frontera dado.

Tareas para el laboratorio de c()mputo Utilice un CAS para aproximar los primeros cuatro valores

35. Use un CAS para trazar las graficas y demostrar que la
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Propios Ay, Ay, A3y Ay

ecuacién tan & = —a del problema 34 tiene un nimero 37. Y + Ay =0,y0) = 0,y(1) — 3y'(1) =0
infinito de raices. Explique por qué se pueden ignorar las 38. YY — Ay =0,90)=0,y'(0) =0,y(1)=0,y'(1)=0

raices negativas de la ecuacién. También, ;por qué A = 0 [Sugerencia: Considere sélo A = «

Y a>0.]

3.10 Modelos no lineales ]

B Introduccion En esta seccién examinamos varios modelos matematicos no lineales
de orden superior. Podemos resolver algunos de estos modelos empleando el método de
sustitucion presentado en la pdgina 146. En ciertos casos, cuando el modelo no se puede
resolver, mostramos cémo una ecuacioén diferencial no lineal puede reemplazarse por
una ecuacion diferencial lineal mediante un proceso llamado linealizacion.

M Resortes no lineales EIl modelo matemético ilustrado en la expresion (1) de la
seccion 3.8 tiene la forma

d*x

m— + F(x) =0, (1)

dt
donde F (x) = kx. Dado que x denota el desplazamiento de la masa desde su posicion
de equilibrio, F (x) = kx es la ley de Hooke, es decir, la fuerza ejercida por el resorte
que tiende a restaurar la masa a su posicion de equilibrio. Un resorte que actiia bajo una
fuerza de recuperacion F (x) = kx se denomina, de modo natural, resorte lineal. Pero los
resortes rara vez son perfectamente lineales. Dependiendo de cémo estén construidos y
del material usado, un resorte puede variar de “blando” o suave hasta “rigido” o duro, de
manera que su fuerza de recuperacion puede variar desde algo baja hasta cierta magnitud
situada por encima de lo que establece la ley lineal. En el caso del movimiento libre, si
asumimos que un resorte no sujeto a degradacion posee algunas caracteristicas lineales,
entonces podria ser razonable suponer que la fuerza de recuperacion F(x) de un resorte
es proporcional, digamos, al cubo del desplazamiento x de la masa mas alld de su posi-
cion de equilibrio, o que F (x) es una combinacion lineal de potencias del desplazamien-
to como las dadas por la funcién no lineal F (x) = kx + k,x°. Un resorte cuyo modelo

matemadtico incorpora una fuerza de recuperacion, tal como
2 2

d™x 5 d°x s
m—+kc =0 o m—+ke+kx =0, 2)
dt dt

se denomina resorte no lineal. Ademads, examinamos modelos matematicos en los
cuales el amortiguamiento impartido al movimiento era proporcional a la velocidad
instantdnea dx/dt, y la fuerza de recuperacion de un resorte estaba dada por la funcién
lineal F' (x) = kx. Pero éstos eran simplemente supuestos; en situaciones mas realistas, el
amortiguamiento podria ser proporcional a alguna potencia de la velocidad instantdnea
dx/dt. La ecuacion diferencial no lineal

d*x
m s
dr?

dx

dt

d
e 3)

+
B dt

es un modelo de un sistema resorte-masa libre con amortiguamiento proporcional al
cuadrado de la velocidad. Podemos visualizar entonces otro tipo de modelos: amortigua-
miento lineal y fuerza de recuperacion no lineal, amortiguamiento no lineal y fuerza de
recuperacion no lineal, y asi sucesivamente. El punto es, las caracteristicas no lineales
de un sistema fisico llevan a un modelo matemadtico no lineal.
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Observe en (2) que tanto F(x) = kx® como F(x) = kx + k1x3 son funciones impares
de x. Para saber por qué una funcién polinomial que contiene s6lo potencias impares de
x ofrece un modelo razonable para la fuerza de recuperacion, expresemos F' como una
serie de potencias centrada en la posicion de equilibrio x = 0:

F(X) = o+ Cix + CoxX> + x> + -+

Cuando los desplazamientos de x son pequeiios, los valores de x" son insignificantes
para una n lo bastante grande. Si truncamos la serie de potencias en, digamos, el término
cuarto, entonces

F(X) = ¢y + C1X + Cox% + ¢3x°.
0ot Cy 2 3

Con el fin de que las fuerzas localizadas en x > 0 (F(x) = ¢ + ¢1X + c,x° + ¢3x°) y
—x <0 (F(=x) = ¢y — ¢;1x + c,x° — ¢3x°) tengan igual magnitud pero actien en direccio-
nes opuestas, debemos tener F'(—x) = —F (x). Como esto significa que F es una funcién
impar, debemos tener ¢, = 0y ¢, = 0, y por lo tanto F(x) = ¢,x + c3x°. Hemos usado
solamente los primeros dos términos de la serie, el mismo argumento produce la funcién
lineal F(x) = c;x. Para fines de andlisis escribiremos ¢; = ky ¢, = k;. Se dice que una
fuerza de recuperacién con potencias mixtas como F (x) = kx + k,x?, y las vibraciones
correspondientes, es asimétrica.

M Resortes suaves y duros Veamos con detenimiento la ecuacién (1) para el caso en
que la fuerza de recuperacién estd dada por F(x) = kx + k,x’, k> 0. Se dice que el resorte
es duro si k; > 0 y suave si k; < 0. Las graficas de tres tipos de fuerzas de recuperacion
aparecen en la figura 3.50. El siguiente ejemplo ilustra estos dos casos especiales de la
ecuacién diferencial m d®x/df* + kx + k,)c3 =0,m>0,k>0.

Ejemplo 1 Comparacion de resortes duros y suaves
Las ecuaciones diferenciales
d*x 3
— +x+x =0 4
a2 “)
d*x ;
— +x-x =0 5
y i &)

son casos especiales de las expresiones (2) y modelos de resorte duro y resorte suave,
respectivamente. La figura 3.51a) muestra dos soluciones de (4) y la figura 3.51b) dos
soluciones de (5) obtenidas con ayuda de un programa de solucién numérica. Las cur-
vas mostradas en negro son soluciones que satisfacen las condiciones iniciales x(0) =
2, x'(0) = -3; las dos curvas a color son soluciones que satisfacen x(0) = 2, x'(0) = 0.
Estas curvas de solucién, sin lugar a dudas, sugieren que en el resorte duro el movimien-
to de una masa es oscilatorio, mientras el movimiento de una masa en el resorte suave no
lo es. Pero debemos ser cuidadosos cuando formulemos conclusiones basadas en un par
de curvas de solucién. En el capitulo 11 obtendremos un panorama mds completo sobre
la naturaleza de las soluciones de estas dos ecuaciones. a

B Péndulo no lineal Cualquier objeto que se balancee hacia delante y hacia atrds se
denomina péndulo fisico. El péndulo simple es un caso especial del péndulo fisico y
consiste en una barra de longitud / a la cual se le une una masa m en un extremo. Cuando
se describe el movimiento de un péndulo simple en un plano vertical, hacemos supuestos
simplificadores acerca de que la masa de una barra es insignificante y de que no estdn
actuando sobre el sistema fuerzas conductoras ni amortiguadoras. En la figura 3.52 se
muestra el desplazamiento del angulo 6 del péndulo medido desde la vertical, y se consi-
dera positivo cuando se mide hacia la derecha de OP y negativo al medirlo a la izquierda
de OP. Ahora recuerde que el arco s de un circulo de radio / esta relacionado con el dngu-
lo central 6 mediante la férmula s = /6. Por lo tanto, la aceleracién angular es

_ d*s B d*6

“Tar T
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resorte lineal
duro

resorte suave

Figura 3.50
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x(0)=2,
x'(0)=-3

x(0)=2,
x’(0)=0

a) Resorte duro

x(0)=2,
x'(0)=0

x(0)=2,
x'(0)=-3

b)
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numérica

Resorte suave

Curvas de solucion
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Figura 3.52 Péndulo simple

0(0):%, 0°(0)=2

De la segunda ley de Newton tenemos

En la figura 3.52 vemos que la magnitud del componente tangencial de la fuerza debida
al peso W es mg sen 6. En direccién, esta fuerza es —mg sen 0, dado que apunta hacia la
izquierda para 6 > 0 y hacia la derecha para 6 < 0. Igualamos las dos versiones diferentes
de la fuerza tangencial para obtener ml d*0/df” = -mg sen 6 o

ro
‘ ~ + SsenH =0 (6)
dr [

M Linealizacion Debido a la presencia de sen 6, el modelo presentado en (6) es no
lineal. En un intento por entender el comportamiento de las soluciones de las ecuaciones
diferenciales no lineales de orden superior, a veces pretendemos simplificar el problema
al reemplazar los términos no lineales por ciertas aproximaciones. Por ejemplo, las se-
ries de Maclaurin para sen 6 estdn dadas por
0 @
sen0—0—§+§—---,

y, por lo tanto, si usamos la aproximacién sen 6 = 6 — 6°/6 la ecuacién (6) se convierte en
d*0/dr + (g/)6 + (g/61)6° = 0. Observe que esta tltima ecuacién es la misma que la
segunda ecuacién lineal dada en (2) conm = 1, k = g/l y k; = —g/6l. No obstante, si asu-
mimos que los desplazamientos 6 son lo bastante pequefios como para justificar usando
el reemplazo sen 6 = 6, entonces (6) se transforma en

&0 g
~+=6=0. 7
dr l

Vea el problema 14 en los ejercicios 3.10. Si establecemos w® = g/ reconocemos a (7)
como la ecuacion diferencial (2) de la seccion 3.8 que es el modelo para vibraciones
libres no amortiguadas de un sistema resorte-masa lineal. En otras palabras, (7) es nue-
vamente la ecuacion lineal bésica y” + N = 0 analizada en la pagina 168 de la seccion
3.9. En consecuencia, decimos que la ecuacién (7) es una linealizacién de la ecuacion (6).
Dado que la solucién general de (7) es 6(f) = ¢, cos w t + ¢, sen wt, esta linealizacién
sugiere que para condiciones iniciales sensibles a oscilaciones pequefias, el movimiento
del péndulo descrito en (6) serd periddico.

6(0)=1, 0(0)=1,
6°(0) = % 6(0) =2
b) )

Figura 3.53  Curvas solucion

numéricas en a); péndulo oscilante

en b); péndulo giratorio en ¢)
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Ejemplo 2 Dos problemas de valor inicial

Las graficas de la figura 3.53a) se obtuvieron con ayuda de un programa de solucién
numérica y representan curvas solucién de la ecuacién (6) cuando w® = 1. La curva a
color representa la solucién de (6) que satisface las condiciones iniciales 6(0) = % 0'(0)
=1y la curva negra es la solucién de (6) que satisface las condiciones iniciales 6(0) =
1,0'(0) = 2. La curva a color representa una solucién periédica: el péndulo oscila hacia
atras y hacia delante como ilustra la figura 3.53b) con amplitud aparente A = 1. La curva
negra muestra que § aumenta sin limite conforme el tiempo aumenta: el péndulo, a partir
del mismo desplazamiento inicial, tiene velocidad inicial de magnitud lo suficientemente
grande como para llegar a la parte superior; en otras palabras, el péndulo estd oscilando
alrededor de su pivote seglin muestra la figura 3.53¢). En ausencia de amortiguamiento,
en cada caso el movimiento continda de manera indefinida. a

M Cables de teléfono La ecuacién diferencial de primer orden
@& _W
dx T,

es la ecuacién (17) de la seccion 1.3. Esta ecuacion diferencial, establecida con ayuda

de la figura 1.26, pagina 27, sirve como un modelo matemadtico para la forma de un

cable flexible cuando sostiene una carga vertical y estd suspendido entre dos soportes

verticales. En los ejercicios 2.2, quiza usted haya resuelto esta ED simple bajo el su-
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puesto de que la carga vertical sostenida por los cables de un puente suspendido era el
peso de una superficie horizontal de carretera distribuida uniformemente a lo largo del
eje x. Con W = pw, p el peso por unidad de longitud de la carretera, la forma de cada
cable sostenido entre los soportes verticales se vuelve parabdlica. Ahora estamos en po-
sicién de determinar la forma de un cable flexible uniforme que cuelga por efecto de su
propio peso, tal como un cable tendido entre dos postes telefonicos. La carga vertical es
ahora el propio cable y, por lo tanto, si p es la densidad lineal del cable (medida, diga-
mos, en 1b/ft) y s es la longitud del segmento PP, ilustrado en la figura 1.26, entonces
W = ps. Por lo tanto,

dy ps

T, ®

Dado que la longitud de arco entre los puntos P, y P, estd dada por

[ (= :
B A dx x, ©)

del teorema fundamental del calculo se deduce que la derivada de (9) es

ds _ | ayy
= 1+<d>. (10)

Al diferenciar (8) con respecto a x y aplicar (10) obtenemos la ecuacién de segundo orden

d’y p ds >y p - <a’y>2

ad T,dx O a7\

dx D

En el ejemplo siguiente, resolvemos (11) y mostramos que la curva asumida por el
cable suspendido es una catenaria. Antes de seguir observe que la ecuacién diferencial
de segundo orden (11) es una de esas ecuaciones con la forma F (x, y’, ¥") = 0 analizada
en la seccién 3.7. Recuerde que tenemos oportunidad de resolver una ecuacion de este
tipo si reducimos el orden de la ecuacién mediante la sustitucion u = y’.

Ejemplo 3 Un problema de valor inicial

En la figura 1.26, a partir de la posicion del eje y puede advertirse que las condicio-
nes iniciales asociadas con la ecuacién diferencial de segundo orden dada en (11) son

y(0) = ay y'(0) = 0. Si sustituimos u# = y’, la dltima ecuacion de (11) se convierte en

du
d_ = %m Al separar las variables,
X 1

d
J—u = ﬁjdx resultaen senh 'y = %x + ¢,

V1i+u2 T |

Ahora, y'(0) = 0 es equivalente a u(0) = 0. Dado que senh™ 0 = 0, encontramos ¢; = 0
y, por lo tanto, u = senh (px/T)). Por tltimo, al integrar ambos lados de

d T
2 senh ﬂx obtenemos y = ~L cosh ﬂx + .
dx T, p T,

Mediante y(0) = a, cosh 0 = 1, la dltima ecuacién implica ¢, = a — T/p. Por lo tanto,
vemos que la forma del cable colgante esta dada por y = (7'/p) cosh(px/T)) +a — T)/w. ]

En el ejemplo 3, si fuimos lo bastante cuidadosos al elegir a = T'/p, entonces la solu-
cidén del problema habré sido simplemente el coseno hiperbdlico y = (T'/p) cosh (px/T}).

3.10 Modelos no lineales
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Figura 3.54 La distancia hasta el
cohete es grande en comparacion
con R
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B Movimiento de un cohete En la seccién 1.3 vimos que la ecuacién diferencial de
un cuerpo en caida libre, y de masa m, cerca de la superficie de la Tierra estd dada por

d’s . d?s
m—— = —mg o simplemente 2 = —g,
at-

donde s representa la distancia desde la superficie de la Tierra hasta el objeto, y la di-
reccién positiva se considera ascendente. En otras palabras, aquf el supuesto basico es
que la distancia s hasta el objeto es pequefia cuando se le compara con el radio R de la
Tierra; dicho de otra forma, la distancia y desde el centro de la Tierra hasta el objeto es
casi la misma que R. Si, por otro lado, la distancia y hasta un objeto, como un cohete o
una sonda espacial, es grande en comparacién con R, entonces combinamos la segunda
ley de Newton para el movimiento y su ley de la gravitacién universal para derivar una
ecuacion diferencial en la variable y.

Suponga que se lanza un cohete verticalmente hacia arriba desde el suelo, como ilus-
tra la figura 3.54. Si la direccidn positiva es ascendente y se ignora la resistencia del aire,
entonces la ecuacion diferencial de movimiento después de la quema de combustible es

dzy Mm dzy M

m—=—-k— o —5=—-k—,

dr e dr y?

donde k es una constante de proporcionalidad, y es la distancia desde el centro de la

Tierra hasta el cohete, M es la masa de la Tierra y m la masa del cohete. Para determinar

la constante k, aplicamos el hecho de que cuando y = R, kMm/R> = mg o k = gR*/M. Por
lo tanto, la dltima ecuacién dada en (12) se convierte en

d*y R?

s 8 5.
dr* v

(12)

13)
Vea el problema 14 en los ejercicios 3.10.

M Masa variable En el analisis anterior, advierta que describimos el movimiento del
cohete después de que ha quemado todo su combustible, cuando presumiblemente su
masa m es constante. Por supuesto, durante su ascenso con combustible, la masa total del
cohete varfa a medida que el combustible se consume. La segunda ley del movimiento,
desarrollada originalmente por Newton, establece que cuando un cuerpo de masa m atra-
viesa un campo de fuerza a velocidad v, la tasa de cambio de la cantidad de movimiento
del cuerpo mv es igual a la fuerza F neta o aplicada que actuia sobre el cuerpo:

F= 4 (mv).

dt (14)

Si m es constante, entonces (14) produce la més familiar forma F' = mdv/dt = ma, donde
a es la aceleracién. Usamos la forma de la segunda ley de Newton dada en (14) en el
siguiente ejemplo, en el cual la masa m del cuerpo es variable.

Ejemplo 4 Cadena jalada hacia arriba por una fuerza constante

Una cadena uniforme de 10 pies de longitud estd enrollada holgadamente en el suelo.
Un extremo de la cadena es jalado de manera vertical hacia arriba mediante una fuerza
constante de 5 libras. La cadena pesa 1 libra por pie. Determinar la altura del extremo
situado por encima del suelo en el tiempo ¢. Vea la figura 1.36 y el problema 21 en los
ejercicios 1.3.

Solucion  Supongamos que x = x(7) denota la altura del extremo de la cadena en el aire
en el tiempo t, v = dx/dt, y que la direccién positiva es ascendente. Para ese tramo de la
cadena en el aire en el tiempo ¢, contamos con las siguientes cantidades variables:

peso: W = (x ft) - (1 Ib/ft) = x
masa: m = W/g = x/32,
fuerzaneta: F=5-W=5-x.
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Por lo tanto, a partir de (14) tenemos,

Regla del producto

d
d( x dv dx
—(=—=|=5- — +v— =160 — 32x.
dt(32v> 5—x o xdt th 60 — 32x (15)

Puesto que v = dx/dt, la dltima ecuacion se convierte en

d’y dx\?

X e + <dt> + 32x = 160. (16)

La ecuacion diferencial no lineal de segundo orden (16) tiene la forma F(x, x’, x")

= 0, la cual es la segunda de las dos formas consideradas en la seccién 3.7 que posi-

blemente se pueden solucionar mediante reduccién de orden. Con el fin de resolver

(16), regresamos a (15) y usamos v = x’ junto con la regla de la cadena. Con base
dv _dvdx

dv
en— = — = y — la segunda ecuacion en (15) puede escribirse de nuevo como
dr  dedr ax O (5P

dv )
xv— + v = 160 — 32x. (17)
dx

A simple vista (17) podria parecer dificil, dado que no puede caracterizarse como nin-
guna de las ecuaciones de primer orden resueltas en el capitulo 2. No obstante, si (17) se
escribe de nuevo en la forma diferencial M(x, v)dx + N(x, v)dv = 0, observamos que la
ecuacidn inexacta

(V* + 32x — 160)dx + xvdv = 0 (18)

se puede transformar en una ecuacién exacta al multiplicarla por un factor de integra-
cion.* Cuando (18) se multiplica por u(x) = x, la ecuacién resultante es exacta (verifi-
quelo). Si identificamos 9f/dx = xv* + 32x* — 160x, 8f/dv = x*v, y después procedemos
como en la seccién 2.4, llegamos a

1

32
Exzv2 + ?x3 — 80x* = . (19)

De la condicién inicial x(0) = 0 se deduce que ¢; = 0. Ahora, al resolver 3x%* + 2x°
—-80x2=0 para v = dx/dt > 0 obtenemos otra ecuacion diferencial,

dx 64
— =,/160 — —,
dt 3

que se puede resolver por separacion de variables. El lector deberd verificar si

3 64 \'?
) 160 — ?x =t+c, (20)
Esta vez la condicion inicial x(0) = 0 implica ¢, = -3 \/F)/S. Por tltimo, si elevamos

al cuadrado ambos lados de (20) y resolvemos para x llegamos al resultado que buscé-
bamos,

2L a

15 15( 4\/B>2
x(t)=—-——(1- t).
2 2 15

Vea el problema 15 en los ejercicios 3.11.

*Consulte la pdgina 64 en la seccion 2.4.
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EJERCICIOS 3.10 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-7.

Al maestro

Ademéds de los problemas 24 y 25, todos o parte de los proble-
mas 1 a6, 8al3, 15, 17 y 23 pueden servir como tarea para el
laboratorio de computo.

Resortes no lineales

En los problemas 1 a 4, la ecuacién diferencial dada es modelo
de un sistema resorte-masa no amortiguado en el cual la fuerza
de recuperacion F(x) en (1) es no lineal. En cada ecuacion,
use un programa de solucién numérica para graficar las curvas
solucion que satisfagan las condiciones iniciales dadas. Si las
soluciones parecen ser periddicas, emplee la curva solucién
para estimar el periodo T de las oscilaciones.

d*x 3

1. —+x =0,
dar’

x(0) =1, x'(0) =1; x(0) = %, x'(0) =-1

d*x 3
2. —+4x-16x =0,
dt
x(0) =1, x'(0) = 1; x(0) = -2, x'(0) =2
2
X 2
3. 5+ 2x—x" =0,
dt
3
x(0) = 1,x'(0) = 1; x(0) = 5 x'(0) = -1

d*x

4. — +xe
dr’
x(0) =1,x'(0) = 1; x(0) =3, x'(0) = -1

5. En el problema 3, suponga que la masa se libera desde
su posicion inicial x(0) = 1 con velocidad inicial x'(0)
= x,. Use un programa de solucién numérica para esti-
mar el valor mds pequefio de lx;l en el cual el movimien-
to de la masa sea no periddico.

001x — ()
b

6. Enel problema 3, suponga que la masa se libera desde una
posicion inicial x(0) = x, con velocidad inicial x'(0) = 1.
Use un programa de solucién numérica para estimar un
intervalo a = x, = b donde el movimiento sea oscilatorio.

7. Encuentre una linealizacion de la ecuacién diferencial
dada en el problema 4.

8. Considere el modelo de un sistema resorte-masa no li-
neal y no amortiguado dado por x” + 8x — 6x° + x> = 0.
Use un programa de solucién numérica para analizar la
naturaleza de las oscilaciones del sistema que corres-
ponda a las condiciones iniciales:

x(0)=1,x'(0) = 1; x(0) = -2,x'(0) = %;
X0)= V2,x'0)=1; x(0)=2,x'(0)=1;
x(0) = 2, x'(0) = 0; x(0) = —\V/2, x'(0) = 1.

En los problemas 9 y 10, la ecuacién diferencial dada es modelo
de un sistema resorte-masa amortiguado no lineal. Pronostique el
comportamiento de cada sistema cuando ¢ — co. En cada ecua-
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cidn, use un programa de solucién numérica para obtener las
curvas solucién que satisfagan las condiciones iniciales dadas.

9 d_2x + d +x+x=0
Cd? dt ’
x(0)=-3, x'(0)=4; x(0)=0, x'(0)=-8
&

hiidd 3 _
P + 7 +x-x" =0,

x0)=0, x'(0)=3; x0)=-1, x'(0)=1

11. El modelo mx” + kx + k;x> = F, cos wt de un sistema
resorte-masa conducido de manera periédica y no amor-
tiguado se denomina ecuacion diferencial de Duffing.
Considere el problema de valor inicial X" + x + kx* = 5
cos £, x(0) = 1, x'(0) = 0. Use un programa de solucién
numérica para estudiar el comportamiento del sistema
para valores de k; > 0 que van de k;, = 0.01 a k; = 100.
Exprese sus conclusiones.

10.

12. a) Encuentre valores de k; < 0 para los cuales el siste-
ma del problema 11 sea oscilatorio.

b) Considere el problema de valor inicial

3
X' +x+kx* = cos Et’ x(0) = 0,x'(0) =0.

Encuentre valores para k; < 0 para los cuales el sis-
tema sea oscilatorio.

Péndulo no lineal

13. Considere el modelo del péndulo libre no lineal amorti-
guado dado por
2

d_t29 + 2/\ﬁ + w’senf = 0.

At At
Use un programa de solucién numérica para investigar
si en los casos A2 — w? >0 y A? — w® < 0 el movimiento
corresponde, respectivamente, a las condiciones de so-
breamortiguamiento y subamortiguamiento analizadas
en la seccién 3.8 para sistemas resorte-masa. Elija las
condiciones y valores iniciales apropiados de A y w.

Movimiento de cohete

14.a) Use la sustitucion v = dy/dt para resolver (13) para v
en funcion de y. Asuma que mientras quema su com-
bustible, la velocidad del cohete es v = v,y que y =
R en ese instante, muestre que el valor aproximado de
la constante de integracion c es ¢ = —gR + %voz.

b) Use la solucién de v determinada en la parte a) para
mostrar que la velocidad de escape del cohete estd

dada por vy = V 2gR. [Sugerencia: Tome y — 00y
asuma v > 0 para todo tiempo 1.]

¢) El resultado de la parte b) es aplicable a todo cuer-
po existente en el Sistema Solar. Use los valores
g = 32 ft/s* y R = 4000 para mostrar que la veloci-
dad de escape desde la Tierra es (aproximadamente)
Vo = 25000 mi/h.
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d) Encuentrelavelocidaddeescapedesdelalunasilaace-
leraciéndela gravedadesde 0.165gy R = 1 080 millas.

Masa variable

15.

16.

17.

a) Enelejemplo4, ;qué cantidad de cadena intuiria usted
que podria levantar la fuerza constante de 5 libras?

b) (Cudl es la velocidad inicial de la cadena?

¢) (Por qué el intervalo de tiempo que corresponde a
x(t) = 0 no es el intervalo I de definicion de la solu-
cién (21)? Determine el intervalo 1. ;Qué cantidad
de cadena se levanta en realidad? Explique cualquier
diferencia entre esta respuesta y su prondstico de la
parte a).

Una cadena uniforme de longitud L, medida en pies, se
sostiene verticalmente de manera que el extremo inferior
apenas toca el piso. La cadena pesa 2 Ib/ft. El extremo
superior que esta sostenido se libera del reposo en t = 0
y la cadena cae directamente hacia abajo. Vea la figura
1.38. Tal como vimos en el problema 22 de los ejercicios
1.3, si x(#) denota la longitud de la cadena en el piso en el
tiempo ¢, se ignora la resistencia del aire, y la direccion
positiva se toma como descendente, entonces

“ ) d’x <dx)2 I3
—x)— —\—| = Lg.
dt &

a) Resuelva para v en términos de x, y para x en térmi-
nos de 7. Exprese v en términos de 7.

b) Determine cudnto tiempo le tomard a la cadena caer
por completo al piso.

¢) (Qué velocidad pronostica el modelo encontrado
en la parte a) para el extremo superior de la cadena
cuando éste toca el piso?

Un tramo de una cadena uniforme de 8 pies de longitud
estd enrollado holgadamente alrededor de una clavija colo-
cada a orillas de una plataforma horizontal alta, y el tramo
restante de la cadena cuelga en reposo sobre la orilla de la
plataforma. Suponga que la longitud de la parte colgante
es de 3 pies y que la cadena pesa 2 1b/ft. Partiendo de
t = 0, el peso del tramo saliente ocasiona que la cadena
de la plataforma se desenrolle lentamente y caiga al piso.

a) Ignore cualquier fuerza resistiva y suponga que la
direccidn positiva es descendente. Si x(7) denota la
longitud de la cadena colgante de la plataforma en
el tiempo ¢ > 0y v = dx/dt, encuentre una ecuacion
diferencial que relacione a v con x.

b) Proceda como en el ejemplo 4 y resuelva para v en
términos de x al encontrar un factor de integracion
adecuado.

¢) Exprese el tiempo ¢ en términos de x. Use un CAS
para ayudarse a determinar el tiempo que le toma a
un segmento de 7 de pies de cadena desenrollarse
por completo, es decir, caer de la plataforma.

. Un tramo de una cadena uniforme de 8 pies de longitud

yace extendido sobre una plataforma horizontal alta, y el

tramo restante cuelga por la orilla de la plataforma como
indica la figura 3.55. Suponga que la longitud de la parte
saliente es de 3 pies, y la cadena pesa 2 1b/ft. El extremo
de la cadena sobre la plataforma se sostiene hasta ser
liberado desde el reposo en ¢ = 0, y la cadena comienza
a deslizarse por la plataforma debido al peso de la parte
colgante.

a) Ignore cualquier fuerza resistiva y suponga que la
direccién positiva es descendente. Si x(7) denota la
longitud de la cadena saliente de la plataforma en el
tiempo ¢ > 0y v = dx/dt, demuestre que v esta rela-

dv
cionado con x por la ecuacién diferencial v i = 4x.
X

b) Resuelva para v en términos de x, y para x en térmi-
nos de t. Exprese v en términos de t.

¢) Aproxime los tiempos que le toma a la cadena desli-
zarse completamente de la plataforma partiendo del
reposo. Encuentre la velocidad a la cual el extremo
de la cadena abandona la orilla de la plataforma.

d) Suponga que la cadena tiene L pies de longitud y
pesa un total de W libras. Si en r = 0O la parte sa-
liente es x, pies, demuestre que la velocidad a la
cual el extremo de la cadena abandona la orilla de la

plataforma es v(L) = %(LZ _ x(z))

Figura 3.55 Cadena deslizandose, problema 18

Modelos matematicos diversos

19. Curva de persecucion En un ejercicio naval, una em-

barcacién S, es perseguida por un submarino S,, como
indica la figura 3.56. El barco §, sale del punto (0, 0)
en t = 0y sigue un curso en linea recta (el eje y) a ve-
locidad constante v;. El submarino S, mantiene con-
tacto visual con el barco S}, indicado por la linea recta
discontinua L en la figura, mientras navega a velocidad
constante v, a lo largo de una curva C. Suponga que S,
parte del punto (a, 0), a>0,ent = 0y que L es tangente
a C. Determine un modelo matemadtico que describa la
curva C. Encuentre una solucion explicita de la ecuacion
diferencial. Por comodidad, defina r = v,/v,. Determine
si las trayectorias de S; y S, se intersecardn alguna vez
considerando los casos r> 1, r< 1y r = 1. Sugerencia:
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dt  dt ds . .

— = — —, donde s es la longitud del arco medida a lo
dx ds dx

largo de C.]

y

, Figura 3.56 Curva

PO de persecucion,
problema 19

20. Curva de persecucion En otro ejercicio naval, un

destructor S, persigue a un submarino sumergido S,.
Suponga que en (9, 0) del eje x S, detectaa S, en (0, 0), y
que S, detecta de manera simultanea a S;. El capitan del
destructor asume que el submarino tomara una accién
evasiva inmediata y concluye que su nuevo curso proba-
ble es la linea recta indicada en la figura 3.57. Cuando
S, estd en (3, 0), cambia su curso de linea recta al origen
por una curva de persecucién C. Suponga que la velo-
cidad del destructor es, en todo momento, una constan-
te de 30 mi/h y que la velocidad del submarino es una
constante de 15 mi/h.

a) Explique por qué el capitdn espera que S, alcance
(3, 0) antes de ordenar un cambio de curso hacia C.

b) Mediante coordenadas polares, encuentre una ecua-
cién r = f(0) para la curva C.

¢) Si T denota el tiempo, medido desde la deteccion
inicial, al cual el destructor intercepta al submarino,
encuentre el limite superior para 7.

y
SZ\‘\C
2 Si
7/
Ao ) e Figura3.57 Curva
(3,0 (CRV) de persecucion,
problema 20

Problemas de analisis

21.

182

Analice por qué en la ecuacion (3) el término de amorti-
guamiento se escribe como

dx|dx dx\?
— enlugarde B|— ).

Blarlar dt

22. a) Experimente con una calculadora para encontrar un

intervalo 0 = 0 < 6,, donde 6 se mida en radianes,
para el cual usted piensa que sen 6 = 0 es una es-
timacién muy buena. Después, use una herramienta
de graficacion para trazar las graficasdey = xy y
= sen x en los mismos ejes coordenados que para 0
= x = 7/2. ;Las gréficas confirman sus observacio-
nes con la calculadora?

b) Use un programa de soluciéon numérica para trazar

las curvas solucién de los problemas de valor inicial
2

)
A sen0=0, 6(0)=0,0'©0) =0
2

4’ ,
3 H0=0. 0(0) =6, 6'0) = 0

para diversos valores de 6, en el intervalo 0 = 6 < 6,
encontrados en el inciso a). A continuacidn, trace las
curvas de solucién de los problemas con valores ini-
ciales para distintos valores 6, para los cuales 6> 6.

23. a) Considere un péndulo no lineal cuyas oscilaciones

estan definidas por (6). Use un programa de solucion
numeérica para determinar si un péndulo de longitud /
oscilard mas rdapido en la Tierra o en la Luna. Aplique
las mismas condiciones iniciales, pero seleccionadas
de manera que el péndulo oscile de atrds para adelante.

b) (En qué lugar de la parte a) tendra el péndulo mayor
amplitud?

¢) Ena)yb), (las conclusiones son las mismas cuando
se usa el modelo lineal (7)?

Tareas para el laboratorio de computo

24. Considere el problema de valor inicial

d*o T 1

7 + senf =0, 6(0) = e 6'(0) = 3
para el péndulo no lineal. Dado que no podemos resolver
la ecuacion diferencial, no encontramos soluciones ex-
plicitas para este problema. Pero suponga que deseamos
determinar el primer tiempo ¢, > 0 en cual el péndulo de
la figura 3.52 comienza desde una posicién inicial a la
derecha y alcanza la posicién OP, es decir, encuentra la
primera raiz positiva de 6(f) = 0. En este problema y en
el siguiente examinamos diversas formas de proceder.

a) Calcule ¢, mediante la resolucién del problema li-
neal d%0/di*> + 6 = 0, 0(0) = /12, 0'(0) = —1.

b) Use el método ilustrado en el ejemplo 3 de la sec-
cion 3.7 y encuentre los primeros cuatro términos
diferentes de cero para una solucion de la serie de
Taylor 6(7) centrada en O para el problema de valor
inicial no lineal. Proporcione los valores exactos de
todos los coeficientes.

Use los primeros dos términos de la serie de Taylor de-

terminada en la parte b) para aproximar ;.

Use los tres primeros términos de la serie de Taylor em-
pleada en la parte b) para aproximar ¢,.

Use la aplicacién apropiada de un CAS (o una calcula-
dora grafica) para buscar raices y los primeros cuatro
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25.

términos de la serie de Taylor empleada en la parte b)
para aproximar ¢,.

En esta parte del problema, recurra a los comandos de
Mathematica que le permiten aproximar la raiz ¢,. El
procedimiento se puede modificar con facilidad de ma-
nera que pueda aproximarse cualquier raiz de 6(f) = 0.
(Si usted no cuenta con Mathematica, adapte el proce-
dimiento dado encontrando la sintaxis correspondiente
para el CAS que tenga a la mano.) Reproduzca de modo
preciso y después, a su vez, ejecute cada linea en la se-
cuencia de comandos dada.

sol = NDSolve[{y"[t] + Sin[y[t]} = = 0,
yl0] = = Pi/12,y'[0] == -1/3},
y, { t, 0, 5} ]//Flatten

solution = y[t]/.sol

Clearly]

yl[t_]: = Evaluate[solution]

ylt]

grl = Plot[y[t], { t, 0, 5} ]

root = FindRoot[y[t] = =0, {t, 1} ]

g) Modifique adecuadamente la sintaxis de la parte f)
y encuentre las dos siguientes raices positivas de
0(r) = 0.

Considere un péndulo que se libera del reposo desde un
desplazamiento inicial de 6, radianes. Cuando resuelva
el modelo lineal (7) sujeto a las condiciones iniciales
0(0) = 6, 6'(0) = 0 obtendré 6(r) = 6, cos Vg/It. El
periodo de oscilaciones pronosticado por este mode-
lo se expresa mediante la conocida férmula T = 27/

Vg/l = 277\/I/_g. En esta férmula, lo interesante para
T es que no depende de la magnitud del desplazamien-
to inicial 6,. En otras palabras, el modelo lineal pro-
nostica que el tiempo que le tomarfa al péndulo oscilar
desde su desplazamiento inicial de, digamos, 0, = m/2
(= 90°) hasta —7/2 y regresar de nuevo seria exactamen-
te el mismo que tardaria en desplazarse desde, digamos,
0, = 7/360 (= 0.5°) hasta —7/360. Esto no es logico
desde el punto de vista intuitivo; el periodo real debe
depender de 0,,.

Si asumimos que g = 32 ft/s’> y [ = 32 ft, enton-
ces el periodo de oscilacion del modelo lineal es 7 =
27 s. Comparemos este ultimo ndmero con el periodo
pronosticado por el modelo no lineal cuando 6, = /4.
Mediante un programa de solucién numeérica capaz de
generar datos concretos, aproxime la solucion de

d*0 —0 0) = ™
7 + senf = 0, 6(0) = e
en el intervalo 0 = ¢ = 2. Tal como en el problema 24,
si #; denota la primera vez que el péndulo llega a la po-
sicion OP en la figura 3.52, entonces el periodo del pén-
dulo no lineal es 4¢,. Aqui presentamos otra forma de
resolver la ecuacion 6(t) = 0. Experimente con pasos
pequeiios y anticipe el tiempo comenzando en ¢ = 0
y terminando en ¢ = 2. Con base en datos concretos,
observe el tiempo ¢, en que 6(f) cambia, para la primera
vez, de positivo a negativo. Use el valor ¢, para determi-
nar el verdadero valor del periodo del péndulo no lineal.
Calcule el porcentaje relativo de error en el periodo esti-
mado mediante T = 2.

6'(0) = 0

3.11
lineales

Resolucion de sistemas de ecuaciones

B Introduccion Concluimos este capitulo como lo hicimos en el capitulo 2, con siste-
mas de ecuaciones diferenciales. Pero a diferencia de la seccién 2.9, en el andlisis presen-
tado a continuacion realmente resolveremos sistemas.

B Sistemas acoplados vy ecuaciones diferenciales acopladas

En la seccion 2.9

examinamos brevemente algunos modelos matemadticos que fueron sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden lineales y no lineales. En la seccion 3.8 vimos que
los modelos matematicos que describen el desplazamiento de una masa en un solo resorte,
corrientes en circuitos en serie y la carga de un capacitor en un circuito en serie, estaban
compuestos por una sola ecuacion diferencial. Cuando los sistemas fisicos estdn acoplados
—por ejemplo, si dos o mds tanques mezcladores estan conectados, si dos o mds sistemas
resorte-masa estan unidos o si los circuitos se ensamblan para formar una red— sus mode-
los matematicos generalmente estdn compuestos por un conjunto de ecuaciones diferencia-
les acopladas, en otras palabras, por un sistema de ecuaciones diferenciales.

No intentamos resolver ninguno de los sistemas considerados en la seccién 2.9. Los
mismos comentarios que se hicieron en las secciones 3.7 y 3.10 se aplican también a sis-
temas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, es decir, resulta casi imposible
resolver esos sistemas de manera analitica. Sin embargo, sistemas lineales con coeficientes
constantes si pueden ser resueltos. El método que examinaremos en esta seccion para re-
solver sistemas lineales con coeficientes constantes simplemente desacopla el sistema en
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ecuaciones diferenciales ordinarias lineales distintas en cada variable independiente. Por lo
tanto, esta seccion ofrece la oportunidad de practicar lo aprendido antes en el capitulo.

Antes de proceder, continuemos de la misma forma en que lo hicimos en la seccidn
3.8 al considerar un sistema resorte-masa, pero esta vez derivemos un modelo matemati-
co que describa los desplazamientos verticales de dos masas en un sistema resorte-masa
acoplado.

M Sistema resorte-masa acoplado Suponga que dos masas m, y m, estan unidas a
dos resortes A y B de masa insignificante cuyas constantes del resorte son &, y k,, respec-
tivamente. Como ilustra la figura 3.58a), el resorte A estd sujeto a un soporte rigido y el
resorte B a la parte inferior de la masa m,. Digamos que x,(f) y x,(f) denotan los desplaza-
mientos verticales de las masas a partir de sus posiciones de equilibrio. Cuando el sistema
estd en movimiento, figura 3.58b), el resorte B queda sujeto a una elongacién y a una com-
presion; por lo tanto, la elongacién neta resulta ser x, — x;. En consecuencia, de la ley de
Hooke se deduce que los resortes A y B ejercen fuerzas —k,x; y k,(x, — x;), respectivamen-
te, en m,. Si no hay amortiguamiento ni se aplican fuerzas externas al sistema, entonces la
fuerza neta sobre m, es —k,x; + k,(x, — x;). Con base en la segunda ley de Newton podemos
escribir

d’x,
dr?

Asimismo, la fuerza neta ejercida sobre la masa m, se debe tinicamente a la elongacion
neta del resorte B; es decir, —k,(x, — x;). Entonces tenemos
2
m d )622 = —k2(x2 - xl)-
dt
En otras palabras, el movimiento del sistema acoplado estd representado por el sistema
de ecuaciones lineales de segundo orden

m = —kix; + ky(x, — xp).

mx = —kix; + ky(x, — x,)

(D
myxy = —ky(x, — x;).

Una vez ilustrada la idea principal a tratar en esta seccion, regresaremos al sistema (1).

M Eliminacion sistematica El método de eliminacién sistematica para resolver sis-
temas de ecuaciones lineales con coeficientes constantes estd basado en el principio alge-
braico de eliminacidén de variables. El andlogo de multiplicar una ecuacién algebraica por
una constante es operar en una EDO con alguna combinacién de derivadas. El proceso de
eliminacidn se acelera al escribir nuevamente cada ecuacién de un sistema empleando una
notacién de operador diferencial. De la seccién 3.1 recuerde que una sola ecuacion lineal

a " +a, Y'Y+ +ay +agy = g(0),
donde las a;, i = 0, 1, ..., n son constantes, la podemos escribir como
(a,D" + a,,,lD”’1 + - +a;D+ayy = g(1).

Si un operador diferencial de n-ésimo orden a,D" + a, D"~ ' +--- + a;D + aj se fac-
toriza en distintos operadores diferenciales de orden inferior, entonces los factores se
conmutan. Ahora, por ejemplo, para escribir nuevamente el sistema

X'+2x"+y"=x+3y+sent
X' +y = dx+2y+e’

en términos del operador D, primero llevamos todos los términos que involucran las va-
riables dependientes a un lado y agrupamos las variables semejantes:

X +2x —x+y' =3y =sent (D*+2D — Dx + (D*-3)y = sen ¢
de manera que

X' —dx+y -2y =¢" (D-dx+(D-2)y=¢e"

CAPITULO 3 Ecuaciones diferenciales de orden superior



M Solucion de un sistema Una solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales
es un conjunto de funciones lo suficientemente diferenciables x = ¢,(¢), y = ¢,(?), z
= ¢5(1), y asi sucesivamente, que satisface cada ecuacion presente en el sistema en un
intervalo comdn /.

B Método de solucion Considere el sistema simple de ecuaciones lineales de primer
orden

dx
— =3y
dt . Dx —3y=0
0, de manera equivalente, 2)
dy 2x — Dy = 0.
— = 2x
dt

Si se opera en la primera ecuacion de (2) mediante D mientras la segunda se multiplica por
-3 y después con la suma se elimina y del sistema se obtiene D*x — 6x = 0. Dado que las
raices de la ecuacién auxiliar de la dltima ED son m; = V6 ym, = — V6, obtenemos

x(f) = clef\/ét + cze\/m. (3)

Si se multiplica la primera ecuacioén de (2) por 2 mientras se opera en la segunda me-
diante D y después se resta, se obtiene la ecuacién diferencial para y, D*y — 6y = 0. De
inmediato se deduce que

y(t) = cSe_\/& + c4e\/6. (€))

Ahora, (3) y (4) no satisfacen el sistema (2) para cada opcién de ¢y, ¢,, ¢3 y ¢, debido a
que el propio sistema impone una restriccion sobre la cantidad de pardmetros que puede
elegirse de manera arbitraria en una solucién. Para ver esto, observe que después de
sustituir x(#) y y(¢) en la primera ecuacién del sistema original, (2) da, luego de la sim-
plificacion,
(—\/6c1 - 3c3)ef\/6’ + (\@cz - 3c4)e\/6’ = 0.

Dado que la tltima expresion ha de ser cero para todos los valores de ¢, debemos tener
~V6¢, —3c; =0y V6c, -3¢, = 0. Por lo tanto, escribimos ¢; y un multiplo de ¢, y ¢,

como multiplo de c,:
Ve V6

GO Y T (5)

En consecuencia, concluimos que una solucién del sistema debe ser

V6 V6
~Ver 4 cze\/&, ¥(t) = 3 cle’\/& + Tcze\/&.
Se le exhorta a sustituir (3) y (4) en la segunda ecuacién de (2) y verificar que la

misma relacion (5) se mantenga entre las constantes.

x(t) = ce

Ejemplo 1  Solucion por eliminacion
Resolver Dx+D+2)y=0
(D-3)x— 2y = 0. (6)
Solucion  Se opera en la primera ecuacién mediante D — 3 y en la segunda mediante D
y despu€s se elimina x del sistema por sustraccion. Se deduce que la ecuacion diferencial
paray es
[(D-3)D+2)+2Dly=0 o (D*+D-6)y=0.

Dado que la ecuacion caracteristica de esta tltima ecuacién diferencial es m> + m — 6 =
(m—2)(m + 3) = 0, obtenemos la solucién

V(&) = 1€ + e, 7
Al eliminar y de una forma similar se obtiene (D* + D - 6)x = 0, de donde encontramos
x(f) = c3e® + cpe. )

Tal como se advirtié en el anélisis anterior, una solucién de (6) no contiene cuatro cons-
tantes independientes. Si se sustituye (7) y (8) en la primera ecuacién de (6) resulta
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(4c, +2¢3)e” + (—c, — 3cg)e™ = 0.

1
De 4c, + 2¢3 = 0y —c, — 3¢, = 0 obtenemos ¢; = —2¢, y ¢, = — 3¢,. De acuerdo con
esto, una solucién del sistema es

1
x(f) = =2c,e* —502€_3t, (B = c,e* + cre Q

Dado que facilmente podriamos resolver s6lo para c; y ¢, en términos de ¢; y ¢, la
solucidn del ejemplo 1 se puede escribir en la forma alternativa

1
x(@) = ;e + e, () = - Ec3e2’ — 3¢,

Algunas veces conviene estar atento cuando se resuelven sistemas. Hemos resuelto pri-
mero para x, después se podria encontrar y, junto con la relacion entre las constantes,

. 14s .. Z . . 1
mediante la tltima ecuacién dada en (6). Debera verificarse que sustituir x(f) eny = ;

(Dx — 3x) produce y = —5 ¢3¢ — 3¢,

Ejemplo 2  Solucion por eliminacion
Resolver X —dx+y' =7
X' +x+y =0. 9)
Solucion  Primero escribimos el sistema en la notacién de operador diferencial:
(D-4x+D* =1
(10)
D+ 1)x+Dy=0.
Después, al eliminar x, obtenemos
[(D+ DD*~(D-4)D]ly = (D + Dt*— (D -4)0
o (D*+4D)y = £ +2t.

Dado que las raices de la ecuacién auxiliar m(m* + 4) = 0 son m; = 0, m, = 2i y m; =
—2i, la funcién complementaria es

Y. = € + ¢, COS 2f + ¢3 sen 2t.

Para determinar la solucién particular y, usamos coeficientes indeterminados al asumir
y, = At* + Bt* + Ct. Por lo tanto,

y, =3A*+2Bt+ C, y,=6At+2B, Y, =06A,
Yo+ 4y, = 12A1 + 8Bt + 6A + 4C = 1> + 21.

La dltima ecuacién implica 12A = 1, 8B = 2, 6A + 4C = 0, y en consecuencia A =ﬁ,
B=j,C=—3.Asique

1 1 1
y=yc+y,,=c1+czcos2t+c3sen2t+Et3+zt2—§t. (11)

Al eliminar y del sistema (9) se tiene
(D-4)-DMD+Dlx=1t> o (D*+4)x=—%
Debe ser evidente que
X, = €4 COS 2t + c5 sen 2t

y que los coeficientes indeterminados pueden aplicarse a una solucién particular de la

forma x, = AP + Bt + C. En este caso, las derivaciones y operaciones algebraicas acos-
1 1 P

tumbradas producen x, = —; 12+ g,y asf

LY (12)
8

A=

X = X, +X, = 4 COS 2t + 5 sen 2t —
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Ahora, ¢, y ¢s pueden expresarse en términos de ¢, y ¢; al sustituir (11) y (12) en cual-
quier ecuacion de (9). Al utilizar la segunda ecuacién encontramos, después de combinar
términos,

(c5—2c4—2c,) sen 2t + (2¢5 + ¢4 + 2¢3) cos 2t = 0
de manera que ¢s —2¢, —2¢, = 0y 2¢5 + ¢4 + 2c3 = 0. Al resolver para ¢4 y ¢5 en térmi-
nos de ¢, y ¢; se tiene ¢, = —% (4cy+2c3)ycs = é(Zcz —4c;). Por ltimo, una solucién de
(9) seria

1 1 1 1
x() = - 5 (4c, + 2¢3) cos 2t + 5 (2¢, —4c3) sen 2t — 1 2+ o

® =c, + 2t + 2t+—1 t3+—1 t2——1t
C C> COS C3 SENn .
Y e ’ 12 4 8

[

Ejemplo 3 Nuevo enfoque para un modelo mateméatico

En la expresion (3) de la seccién 2.9 vimos que un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden describid la cantidad de libras de sal x,(7) y x,(¢) de una mezcla
de salmuera que fluye entre dos tanques. En esa ocasion no pudimos resolver el sistema.
Pero ahora, en términos de operadores diferenciales, el sistema es

<D+i> - -0
25 )" 50

2 + (D + 2 > 0
- —X — J|x, =0.
257" 25)7°
Si se opera en la primera ecuacién mediante D + %, se multiplica la segunda ecuacién
por%, se suma, y después se simplifica, resulta

(625D + 100D + 3)x; = 0.

A partir de la ecuacién auxiliar 625m> + 100m + 3 = (25m + 1)(25m + 3) = 0 de inme-
diato advertimos que

X](f) — Cle—t/ZS + C2€_3ﬂ25.

De manera similar encontramos (625D* + 100D + 3)x, = 0y, por lo tanto,

—1/25 —31/25

Xy(1) = 3" + cye

Al sustituir x,(7) y x,(¢) en, digamos, la primera ecuacion del sistema, se obtiene

(2c; — c3)e™ + (<2¢, — ¢,)e " = 0.
A partir de la tltima ecuacién encontramos ¢; = 2¢; y ¢, = —2¢,. Por lo tanto, una solu-
cion del sistema es

Xl(l) — 618—1/25 + Cze—StIZS’ Xz(l) — zcle—t/ZS _ 2626—31‘/25.

En el andlisis original asumimos que las condiciones iniciales fueron x;(0) = 25

y x,(0) = 0. Cuando se aplican estas condiciones a la solucién tenemos ¢, +c¢, =25y
. P . 25

2¢; — 2¢, = 0. Al resolver de manera simultdnea estas ecuaciones resulta ¢, = ¢, = 5.

Por tltimo, una solucién del problema de valor inicial es
25 25
x(t) = e+ e x(h) = 25¢7 - 257, Q

En nuestro siguiente ejemplo resolveremos (1) bajo el supuesto de que k; = 6, k, = 4,
m=1ym,=1.

Ejemplo 4 Un caso especial del sistema (1)
Resolver X7+ 10x, —4x, =0
(13)
dx,+x5+4x, =0

sujeto a x;(0) = 0, x(0) = 1, x,(0) = 0, x5(0) = —1.

3.11 Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales
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Solucion  Si usamos la eliminacién en la forma equivalente del sistema

(D? + 10)x, —4x, =0
4, +(D* +4)x, = 0

encontramos que X, y x, satisfacen, respectivamente,
D*+2)(D*+12)x, =0 'y (D*+2)(D*+12)x, = 0.

Por lo tanto, encontramos

X

04-l A ] x1(f) = ¢, cos V2t + ¢, sen V2t + c5cos 2V3t + ¢, sen 2V3t
0'2!\ {\/\ {\ /\ /\ {\/\ {\ X5(f) = c5cos V2t + cgsen V2t + ¢; cos 2V3t + cg sen 2V3t

U \/ v v \ Al sustituir ambas expresiones en la primera ecuacién de (13) y simplificar, finalmente
02t 1 se tiene ¢s = 2c¢y, ¢g = 2¢5, ¢ = —% C3, C3 = —% ¢4. Por lo tanto, una solucion de (13) es
041 ;

0 25 5 75 10 125 15

x,(1) = ¢, cos V2t + ¢, sen V2t + ¢; cos 2V3t + ¢, sen 2 V3t
x(f) = 2¢; cos V2t +2¢, sen V2t — 3¢y cos 2V31 — 2¢, sen 2V31.

(=]

~

a) x(1)

X2
04f ' ' ' ' ] Entonces las condiciones estipuladas inicialmente implican ¢; = 0, ¢, = —\/5/10,
02 /\/\ I c3 =0, c, = V3/5. Y entonces la solucion del problema de valor inicial es

0 \r .

: V2 V3

- \/\/ \/ \/\/ \/\/ x(1) = — Y Zsen V21 + —sen2\/3t
o4 L V¥ T 10 5

0 25 5 75 10 125 15 14

b) x,(1) V2 V3
zt x(f) = ——~Zsen V2t — —sen2\/31.
Figura 3.59 Desplazamientos de 5 10

las dos masas. . .. . .
En la figura 3.59, las grificas de x, y x, revelan el complicado movimiento oscilatorio de
cada masa. a

Volveremos a analizar el ejemplo 4 de la seccién 4.6, entonces resolveremos (13)
mediante la transformada de Laplace.

EJERCICIOS 3.11 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-7.
En los problemas 1 a 20, resuelva el sistema de ecuaciones dife- pz 2 d
. . L o X , d’x ly
renciales dado mediante eliminacion sistematica. 7 ) =4y + e 8. i + o = —5x
t t
) & 2 gt & e d
.o =2x — L= =4x
dt ' dt g —i]: x — ¢ —x+—y=—x+4y
dt dr dt
dy dy
a7 E—x—Zy 9. Dx+D* =¢*
d D+ Dx+(D-1)y = 4e*
3-_x——y+t 4.__4y:1 ( ) ( )y
dr dr 10. D>x—Dy =1t
y_ . _, Y, (D+3)x+(D+3)y=2
a a 1. (D*-1 =0
5. (D*+5x—  2y=0 - DDy =
—2x+(D2+2)y:0 (D—I)X‘l‘Dy:O
6. D+ x+D-1)y=2 12. @2D*~-D-1x-(2D+ 1)y =1
3x+(D+2)y=-1 (D-Dx+ Dy =-1
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13.

14.

15.

dx dy
2— — 5x +— =¢
dt * dt ¢
dx dy
- _ — = 5
dt dt ¢
dx dy .
&t 2 =
dt dt
d*x  dx
——+—+x+y =0
dt dt

D-Dx+@D*+y=1
D*-x+D+1Dy=2

16. D*x—2(D*+ D)y =sent
X+ Dy=0
17. Dx =y 18. Dx + z=¢
Dy =z D-x+Dy+Dz=0
Dz =x X +2y+Dz=¢
19.ﬂ=6y ZO.ﬂz—x-i—Z
dt dt
%Zx-i—z %: -y +z
%=x+y %— —x+Yy
En los ejercicios 21 y 22 resuelva el problema de valor inicial
dado.
21.%2—5)6—)1 22.%2)/—1
d dy
Z=4x—y E=—3x+2y

x(1)=0,y(1) =1

Modelos matematicos

23.

24,

Movimiento de un proyectil Un proyectil disparado
desde un arma tiene un peso de w = mg y velocidad v
tangente a su trayectoria de movimiento. Ignore la re-
sistencia del aire y todas las demds fuerzas que actian
sobre el proyectil, salvo su peso, y determine un sistema
de ecuaciones diferenciales que describan la trayectoria
del movimiento. Vea la figura 3.60. Resuelva el sistema.
[Sugerencia: Aplique la segunda ley de Newton del mo-
vimiento en las direcciones x y y.]

y

mg
x Figura 3.60 Trayectoria
del proyectil del problema 23

Movimiento de un proyectil con resistencia del ai-
re Determine un sistema de ecuaciones diferenciales
que describa la trayectoria del movimiento planteado en
el problema 23 si la resistencia del aire retarda la fuerza
k (de magnitud k) que actia tangente a la trayectoria del

3.11 Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

proyectil pero opuesta a su movimiento. Vea la figura
3.61. Resuelva el sistema. [Sugerencia: k es un multiplo
de la velocidad, digamos, cv.]

v

0 Figura 3.61 Fuerzas descritas

k
en el problema 24

Tareas para el laboratorio de computo

25.

26.

27.

Considere la solucién x,(?) y x,(¢) del problema de valor
inicial dado al final del ejemplo 3. Use un CAS para
graficar x,(f) y x,(f) en el mismo plano coordenado en
el intervalo [0, 100]. En el ejemplo 3, x,(¢) denota la
cantidad de libras de sal presentes en el tanque A en el
momento #, y x,(f) representa las libras de sal disueltas
en el tanque B en el tiempo ¢. Vea la figura 2.52. Use una
aplicacion apropiada para buscar raices y determinar
cuando el tanque B contiene mds sal que el tanque A.
a) Relea el problema 8 de los ejercicios 2.9. En ese
problema se le pidi6 demostrar que el sistema de
ecuaciones diferenciales

dx, 1

dr 50

dx, 1 2
o s0t T s
de; 2 1
dr 75T 5™

era un modelo empleado para ilustrar las cantidades
de sal presentes en los tanques mezcladores conecta-
dos A, By C mostrados en la figura 2.58. Resuelva el
sistema sujeto a x;(0) = 15, x,(£) = 10, x3(¢) = 5.

b) Use un CAS para graficar x(f), x,(1) y x3(¢) en el
mismo plano coordenado en el intervalo [0, 200].

¢) Dado que sélo se bombea agua pura hacia el tanque
A, es 16gico pensar que la sal finalmente serd enjua-
gada de los tres tanques. Use un buscador de raices
de un CAS para determinar el tiempo en que la can-
tidad de sal presente en cada tanque es menor que o
igual a 0.5 libras. ;Cuédndo serdn las cantidades de
sal x,(7), x5(t) y x3(¢) simultineamente menores que
o iguales a 0.5 libras?

a) Use laeliminacion sistematica para resolver el sistema
(1) del arreglo resorte-masa acoplado cuando k; = 4,
k, =2, m; = 2ym, =1,y las condiciones iniciales
son x,(0) = 2, x1(0) = 1, x,(0) = -1, x5(0) = 1.

b) Use un CAS para trazar las graficas de x;(f) y x,(t)
en el plano #x. ;Cudl es la diferencia fundamental
entre los movimientos de las masas m; y m, exa-
minadas en este problema y los movimientos de las
masas ilustradas en la figura 3.59?

¢) Como ecuaciones paramétricas, trace x;(f) y x,(f) en
el plano xx,. La curva definida por estas ecuaciones
paramétricas se denomina curva de Lissajous.
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EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 3

Las respuestas a los problemas impares
seleccionados comienzan en la pagina RESP-8.

Resuelva los ejercicios 1 a 8 sin remitirse al texto. Llene el espa-
cio en blanco o responda verdadero o falso.

1.

10.

11.

190

La tinica solucién del problema de valor inicial y” + x%y
=0,y0)=0,y'(0), =0es

. Para el método de coeficientes indeterminados, la forma

asumida de la solucion particular y, paray’ —y = 1 + ¢'
es

. Un miiltiplo constante de una solucién de una ecuacién

diferencial lineal también es una solucion.

. Sif} y f> son funciones linealmente independientes en un

intervalo /, entonces su wronskiano W (f, f,) # 0 para
todaxen [.

. Siun peso de 10 libras estira un resorte 2.5 pies, un peso

de 32 libras lo estirard pies.

. El periodo del movimiento arménico simple de un peso

de 8 libras sujeto a un resorte cuya constante es de 6.25
Ib/ft es segundos.

. La ecuacién diferencial que describe el movimiento de

una masa sujeta a un resorte es x” + 16x = 0. Si la masa
se libera en r = 0 desde 1 metro por encima de la posi-
cion de equilibrio con velocidad descendente de 3 m/s,
la amplitud de las vibraciones es de metros.

. Si el movimiento arménico simple se describe median-

te x(f) = (V2/2) sen (2 + ), el angulo de fase ¢ es
cuando x(0) = —% yx'(0) = 1.

. Proporcione un intervalo en el cual f;(x) = x> y fo(x)

= x Ixl sean linealmente independientes. Después pro-
porcione un intervalo en el cual f; y f, sean linealmente
dependientes.

Sin ayuda del wronskiano, determine si el conjunto de
funciones dado es linealmente independiente o lineal-
mente dependiente en el intervalo indicado
a) fix) =1Inx, f,(x) =Inx* (0,0)
b fix)=x", Hx) =x"*", n=12,..., (00, 00)
o) i) =x, H(x)=x+1, (00, 00)
d) fi(x) = cos (x + 7/2), fo(x) = sen x, (-00, 00)
e) fitx) =0, f,(x) =x, (-5,5)
f) fi) =2, fo(x) = 2x, (-0, )
Q) fit) =X, () =1-x, fo(x) =2 +x°, (-0, 0)
h) fi(x) = xet!, f(x) = (4x - 5)e, fi(x) = xe’,

(_005 OO)
Suponga que m; = 3, m, = -5y m; = 1 son raices de mul-
tiplicidad uno, dos y tres, respectivamente, de una ecua-
cién auxiliar. Escriba la solucion general de la ecuacion

diferencial lineal homogénea correspondiente si €sta es
a) una ecuacion con coeficientes constantes,

b) una ecuacién de Cauchy-Euler.

12.

Encuentre una ecuacién diferencial de Cauchy-Euler
2.1

ax“y" + bxy' + cy = 0, donde a, b y ¢ sean constantes

reales, sabiendo que:

a) m; = 3y m, = —1 son raices de su ecuaciéon auxi-
liar,

b) m; = iesunaraiz compleja de su ecuacion auxiliar.

En los problemas 13 a 28, use los procedimientos desarrollados
en este capitulo para encontrar la solucion general de cada ecua-
cién diferencial.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

24,

25.
26.
27.
28.
29.

30.

31.

32.

Y'=2y'=2y=0
2y"+2y" +3y =0
Y+ 10y" +25y" =0

2" +9y"+ 12y +5y =0
3y" + 10y" + 15y" +4y =0
2yW 4+ 3y +2y" + 6y —dy =0
y' =3y +5y =4x’ - 2x
Yy =2y +y = x%
Y"=5y"+6y" =8+2senx
Y'=y'=6
V' =2y +2y = ¢ tanx

2¢"
e+te”
6x>y" +5xy' =y =0
2% + 19x%y" +39xy’ +9y =0
X2y —dxy’ + 6y = 2x* + ¥

Yi-y=

"

2y —-xy +y=x

Escriba la forma de la solucién general y = y. +y, dela

ecuacién diferencial dadaen los dos casosw # ay w = a.

No determine los coeficientes en y,.

a) y'+ o’y = sen ax

b) yr/_ wa — eax

a) Dado que y = sen x es una solucién de y* + 2y"” +
11y" + 2y" + 10y = 0, encuentre la solucién gene-
ral de la ED sin ayuda de una calculadora o una
computadora.

b) Encuentre la ecuacién diferencial lineal de segundo
orden con coeficientes constantes para los cuales
v, = lyy, = e sean soluciones de la ecuacion
homogénea asociaday y, = 1x* — x sea una solucién
particular de la ecuacién no homogénea.

a) Escriba la solucién general de la ED de cuarto orden
y¥ —2y" +y = 0 totalmente en términos de funcio-
nes hiperbdlicas.

b) Escriba la forma de una solucién particular de y*
-2y"+y = senh x.

Considere la ecuacién diferencial x%y" — (x* + 2x)y’ +

(x + 2)y = x°. Verifique si y, = x es una solucién de la

ecuacion homogénea asociada. Después, demuestre que

CAPITULO 3 Ecuaciones diferenciales de orden superior



el método de reduccién de orden analizado en la seccién
3.2 lleva tanto a una segunda solucidn y, de la ecua-
ci6n homogénea como a una solucion particular y, de la
ecuacién no homogénea. Conforme la solucién general
de la ED en el intervalo (0, o).

En los problemas 33 a 38, resuelva la ecuacion diferencial dada
sujeta a las condiciones indicadas.

33.

34,
35.
36.
37.
38.
39.

40.

Y'=2y"+2y =0, y<%) =0, y(m) = -1

Y'+2y'+y=0, y-1) =0, y(0) =0

Y'—y=x+senx, y0) =2, y'(0) =3

Y +y =sec’x, y0) =1, y'(0) = 3

Yy =dx, y(1) =5, y'(1) =2

2y =3y, y0) =1, y(0) =1

a) Use un CAS para ayudarse a encontrar las raices de
la ecuacién auxiliar para 12y + 64y” + 59y" — 23y’
— 12y = 0. Escriba la solucién general de la ecua-
cion.

b) Resuelva la ED de la parte a) sujeta a las condicio-
nes iniciales y(0) = -1, y'(0) = 2, ¥"(0) = 5, y"(0)
= 0. Use un CAS para resolver los sistemas resul-
tantes de cuatro ecuaciones en cuatro incognitas.

Encuentre un miembro de la familia de soluciones de
xy" +y' + Vx = 0 cuya grifica sea tangente al eje x en
x = 1. Use una herramienta graficadora para obtener la
curva solucion.

En los problemas 41 a 44, aplique la eliminacién sistemadtica
para resolver el sistema dado.

41.

43.

44,

45.

46.

@+ﬂ—2+2+1 42ﬂ—2+ +1-2
dt  dt ey T dt Yy

dx dy dy

dt dt Y dt i
(D-2)x -y =-¢

Bx+(D-4)y=-17¢
D+2)x+(D+ 1)y =sen?2t
S5x+ (D +3)y = cos 2t

Un sistema resorte-masa libre no amortiguado oscila
con un periodo de 3 s. Cuando se eliminan 8 libras del
resorte, el sistema tiene entonces un periodo de 2 s.
(Qué peso tenfa originalmente la masa en el resorte?

Un peso de 12 libras estira un resorte 2 pies. El peso se

libera desde un punto que estd 1 pie por debajo de la

posicién de equilibrio a velocidad ascendente de 4 ft/s.

a) Encuentre la ecuacién que describe el movimiento
armonico simple resultante.

b) (Cuéles son la amplitud, el periodo y la frecuencia
del movimiento?

¢) (En qué momentos el peso regresa al punto que estd
a 1 pie por debajo de la posicién de equilibrio?

d) (En qué momentos cruza el peso la posicién de
equilibrio moviéndose hacia arriba?, ;y al moverse
hacia abajo?

CAPITULO 3 Ejercicios de repaso

47.

48.

49.

50.

51.

52.

e) (Cudl es la velocidad del peso en t = 37/16 s?

/) ¢(En qué momentos la velocidad es de cero?

Un resorte tiene constante k = 2y estd suspendido en un
liquido que ofrece una fuerza de amortiguamiento igual
a cuatro veces la velocidad instantdnea. Si una masa m
estd suspendida del resorte, determine los valores de m
para los cuales el movimiento libre subsiguiente es no
oscilatorio.

Un peso de 32 libras estira un resorte 6 pulgadas. El peso
se mueve a través de un medio que ofrece una fuerza
amortiguadora igual a B veces la velocidad instantdnea.
Determine los valores de 3 para los cuales el sistema
exhibird movimiento oscilatorio.

Un circuito en serie contiene una inductancia de L =
1 h, una capacitancia de C = 10741, y una fuerza electro-
motriz de E(f) = 100 sen 50z V. En un inicio, la carga g y
la corriente i son cero.

a) Encuentre la ecuacion para la carga en el momento 7.

b) Encuentre la ecuacion para la corriente en el mo-
mento 7.

¢) Encuentre los momentos para los cuales la carga en
el capacitor es de cero.

Demuestre que la corriente i(¢) en un circuito LRC en
serie satisface la ecuacién diferencial

LdZi +Rdi + L, E'(?)
lid o= i
dr d C

donde E'(¢) denota la derivada de E(¢).

Considere el problema de valores en la frontera
y(0) = yQ2m), y'(0) =y Q2m).

Demuestre que salvo para el caso de A = 0, existen dos
funciones propias independientes que corresponden a
cada valor propio.

Y+ Ny =0,

Una cuenta estd restringida a deslizarse sin friccion por
una barra de longitud L. La barra gira en un plano ver-
tical a velocidad angular constante w en torno a un eje
P fijo localizado en el punto medio de la barra, pero el
disefio del eje le permite a la cuenta moverse a lo largo
de toda la barra. Digamos que 7(f) denota la posicion de
la cuenta en relacién con su sistema coordenado gira-
torio, como ilustra la figura 3.62. Con el fin de aplicar
la segunda ley de Newton del movimiento a este marco
de referencia giratorio, es necesario usar el hecho de
que la fuerza neta que actiia sobre la cuenta es la suma
de las fuerzas reales (en este caso, la fuerza debida a la
gravedad) y las fuerzas inerciales (coriolis, transversa y
centrifuga). Las operaciones matematicas son un tanto
complicadas, asi que s6lo damos la ecuacidn diferencial
resultante para r,

dr

i mw’r —mg sen (wt).

m
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cuenta

Figura 3.62 Barra giratoria para el problema 52

53.

192

a) Resuelva la ED anterior sujeta a las condiciones
iniciales r(0) = ry, r'(0) = v,.

b) Determine las condiciones iniciales en que la cuen-
ta exhibe el movimiento arménico simple. ;Cudl
es la longitud L minima de la barra en la cual se
puede presentar el movimiento arménico simple de
la cuenta?

c¢) Para condiciones iniciales diferentes a las obteni-
das en la parte b), la cuenta debe salir finalmente de
la barra. Explique esto mediante la solucién r(¢) de la
parte a).

d) Suponga que w = 1 rad/s. Use una herramienta gra-
ficadora para trazar la grafica de la solucién r(f)
bajo las condiciones iniciales r(0) = 0, r'(0) = v,,
donde vy es 0, 10, 15, 16, 16.1y 17.

e) Suponga que la longitud de la barra es L = 40 pies.
Para cada par de condiciones iniciales dado en la
parte d), utilice un buscador de raices para encontrar
el tiempo total que la cuenta permanece en la barra.

Suponga que una masa m yace sobre una superficie
plana, seca, sin friccidn, y estd sujeta al extremo libre
de un resorte cuya constante es k. En la figura 3.63a), la

masa se muestra en la posicion de equilibrio x = 0, es
decir, el resorte no se estira ni comprime. Segun la figu-
ra 3.63b), el desplazamiento x(f) de la masa hacia la de-
recha de la posicién de equilibrio es positivo y negativo
hacia la izquierda. Derive una ecuacion diferencial para
el movimiento horizontal libre (deslizante) de la masa.
Examine la diferencia entre derivar esta ED y el andlisis
que lleva a (1) en la seccion 3.8.

soporte
rigido

.

a) equilibrio

3

=
— | ——
(e

| -

«—x() <0 ——x(1) >0 —>

b) movimiento

Figura 3.63 Sistema deslizante resorte-masa
para el problema 53

54. En el problema 53, ;cudl es la ecuacién diferencial de

movimiento si la friccién cinética (pero ninguna otra
fuerza amortiguadora) actiia sobre la masa deslizante?
[Sugerencia: Asuma que la magnitud de la fuerza de
friccion cinética es f, = umg, donde mg representa el
peso de la masa y la constante u > 0 el coeficiente de
friccién cinética. Entonces considere dos casos x’ > 0
x" < 0. Interprete estos casos fisicamente.]
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CAPITULO

La transformada de Laplace

Estructura del capitulo J
=

4.1  Definicion de la transformada de Laplace
4.2 la transformada inversa y transformadas de derivadas
4.2.1 Transformadas inversas
4.2.2 Transformadas de derivadas
4.3 Teoremas de traslacion
4.3.1 Traslacion en el eje s
4.3.2 Traslacion en el eje t
4.4 Propiedades operacionales adicionales
4.4.1 Derivadas de transformadas
4.4.2 Transformadas de integrales
4.4.3 Transformada de una funcion periédica
4.5 La funcién delta de Dirac
4.6 Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
Ejercicios de repaso del capitulo 4

En los modelos matematicos lineales desarrollados para un sistema fi-
sico, tal como un sistema resorte-masa o un circuito eléctrico en serie,
la entrada o funcién impulsora representa o una fuerza externa f(t) o
un voltaje aplicado E(t). En la seccién 3.8 consideramos problemas en
los cuales las funciones fy E eran continuas. No obstante, funciones
impulsoras discontinuas no son raras (vea las figuras 4.37 a 4.42).
Resolver la ecuacion diferencial del sistema puede resultar dificil cuan-
do se utilizan las herramientas analizadas en el capitulo 3. La transfor-
mada de Laplace, que se estudia en este capitulo, es una herramienta
invaluable que simplifica la solucion de problemas como éstos.
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4.1 Definicion de la transformada de Laplace)

M Introduccion En el curso de célculo elemental, usted aprendié que la diferenciacién
y la integracion son transformadas, lo cual significa, a grandes rasgos, que estas opera-
ciones transforman una funcién en otra. Por ejemplo, la funcién f(x) = x* se transforma,
segtin sea el caso, en una funcién lineal, en una familia de funciones polinomiales cubicas,
y en una constante gracias a operaciones de diferenciacion, integracion indefinida e inte-
gracion definida:

d 2 1 3 } 2
—x? = 2x, xdx=—=—x +c, x“dx = 9.
dx 3 b
Ademas, estas dos transformadas poseen la propiedad de linealidad: ello significa que

la transformada de una combinacion lineal de funciones es una combinacion lineal de las
transformadas. Para las constantes a y 3,

< Taflo) + Be)] = of () + B'()

[ ety + oo ax = o syax + 8 ) ax

a J bf(x) dx + B J bg(x) dx

a

, [ e + gt

siempre que existan cada derivada y cada integral. En esta seccién examinaremos un tipo
especial de transformada integral llamada transformada de Laplace. Ademds de poseer
la propiedad de linealidad, la transformada de Laplace tiene muchas otras propiedades
interesantes que la hacen muy util para resolver problemas lineales de valor inicial.

Si f(x, y) es una funcion de dos variables, entonces una integral definida de f con res-
pecto a una de las variables produce una funcién de la otra variable. Por ejemplo, si y se
mantiene constante vemos que [ 2xy? dx = 3y*. De manera similar, una integral defini-
da, tal como [’ ’; K(s, 1) f(¢)dt, transforma a una funcién f{(¢) en una funcién de la variable
s. A nosotros nos interesan en particular las transformadas integrales de este tltimo
tipo, donde el intervalo de integracion es el intervalo [0, ©0) no acotado.

B Definicion basica Si f(x) estd definida para ¢ = 0, entonces la integral impropia
JOK(s, 1)f(t)dt estd definida como un limite:

JOOK(s, Nf(t) dr = h’mJ K(s, 1)f(¢)dr. (1)

b—o0

Si existe el limite, se dice que la integral existe o es convergente; si no hay limite, la
integral no existe y se afirma que es divergente. Este limite, en general, existe s6lo para
ciertos valores de la variable s. La eleccién K(s, 1) = ¢~ produce una transformada inte-
gral especialmente importante.

DEFINICION 4.1 Transformada de Laplace )
Sea f'una funcién definida para ¢ = 0. Entonces se dice que la integral
250} = | e pa @
0
es la transformada de Laplace de f, siempre y cuando la integral converja. )

Cuando la integral definitoria (2) converge, el resultado es una funcién de s. En el
andlisis general, cuando utilicemos letras minudsculas nos referiremos a la funcién que
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se va a transformar, y letras mayusculas denotaran su transformada de Laplace; por
ejemplo,

LD} = F(s), L{gd)) =Glks), L0} =Ys) y L{H()} = h(s).

Ejemplo 1  Uso de la definicion 4.1
Evalie £ {1}.

Solucion A partir de (2),
b

L1} = j e (1) dt = h'mJ e dr
o b—o0 o
__ st |b _efsb +1 1
= lim = lim——=—
b—co S 0 b—00 N S

siempre y cuando s > 0. En otras palabras, cuando s > 0, el exponente —sb es negativo y
e~* — 0 conforme b — co. Para s <0, la integral es divergente. a

El uso del signo de limite deviene en una tarea tediosa, de manera que adoptaremos la
notacién |’y como abreviatura de lim,_,..( )|%. Por ejemplo,

—5t Joo

—e 1

P{1} = roe‘"(l)dt = == s>0

N o N

En el limite superior, se entiende que nos referimos a que ¢ — 0 cuando ¢t — 00 para
s>0.

Ejemplo 2 Uso de la definicion 4.1
Evalie &£ {r}.

Solucion A partir de la definicion 4.1, tenemos que £{t} = [ ¢t dt. Si integramos por
partes usando lim, , te™ = 0, s > 0, junto con el resultado del ejemplo 1, obtenemos

—te™ 1 (% 1 1/1 1
{1} = +—| eMdt==F{l}=—|-|=—
{ s sL ¢ s {1 s (s) 52 J
Ejemplo 3 Uso de la definicion 4.1
Evalie ¥ {¢™}.
Solucion A partir de la definicién 4.1, tenemos
${6—3t} — J e—ste—St dt = j e—(s+3)t dt
0 0
3 _ef(s+3)t 00
s +3 o
- > =3
s+3 s '
El resultado deriva del hecho de que lim,_, e =0 paras+3>00s5>-3. a

Ejemplo 4 Uso de la definicion 4.1
Evalie & {sen 2t}.

4.1 Definicion de la transformada de Laplace
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TEOREMA 4.1 Transformadas de algunas funciones h

9
= El apéndice III

proporciona una lista
mas amplia de las
transformadas.

196

Solucion A partir de la definicién 4.1 y la integracién por partes obtenemos

< 2

—e sen2t =,
— | t| ¢"cos 2t dt
0

P{sen2t} = J e “'sen2tdr =
0

0
2 (>
=5 ¢ Stcos2tdt, s >0
0

lime *'cos2tdt = 0,s > 0

P Transformada de Laplace de sen 2¢
2] —efcos2t ™ 2 [T
= - — e *'sen 2t dt
s s o S
0
2 4
=— — — ${sen2s}.
N N

En este punto tenemos una ecuacién con F{sen 2¢} en ambos lados de la igualdad. Al
resolver para esa cantidad se produce el resultado

F{sen 2t} = s> 0. '}

2+ 47

M ¢ es una transformada lineal Para una suma de funciones, podemos escribir
J e af(r) + Bg(r)] dt = aJ e f(r) dt + BJ e Vg(r) dt
0 ) ()

siempre que ambas integrales converjan para s > c¢. Por lo tanto, se deduce que

Llaf()+Bs} = aL{f} + BL{sD} = aF(s) + BG(s). 3)

Debido a la propiedad dada en (3), se dice que & es una transformada lineal. Por ejem-
plo, de los ejemplos 1 y 2,

1 5
L4510 = L) +5F) = —+ 5,
N

y de los ejemplos 3 y 4,

4 20
FL{4e™ —10sen 2t} = 4L {e '} — 10L{sen 2t} = —— — :
s+3 s+ 4

La generalizacién de algunos de los problemas anteriores la enunciaremos mediante
el teorema 4.1. A partir de ahora nos abstendremos de indicar cualquier restriccion sobre
s, pues se entiende que s estd lo bastante restringida como para garantizar la convergen-
cia de la transformada de Laplace apropiada.

basicas
a) £{1} =%
b) §£{f'}=s:l—£l,n=1,2,3,... 19) ££{e‘”}=sia
d) Flsenkt) = 55 IR CosTEiis i 2
f)  ${senhkr} = = f 2z 8 Slewlile) = 3 i 2
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M Condiciones de suficiencia para que exista ¥ {f(t)} No es necesario que con-
verja la integral que define la transformada de Laplace. Por ejemplo, ni £{1/t} ni &£ {e’z}
existen. Las condiciones de suficiencia que garantizan la existencia de £{f(¢)} son que f
sea continua por tramos en [0, 00) y de orden exponencial cuando ¢ > T. Recuerde que una
funcién f'es continua por tramos en [0, ©0) si, en cualquier intervalo 0 = a = t = b, hay
cuando mucho una cantidad finita de puntos 7,, k = 1,2, ..., n (t,_, < t,), en los cuales f
tiene discontinuidades finitas y es continua en todo intervalo abierto #, _ | <t < #;. Vea la
figura 4.1. El concepto de orden exponencial estd definido de la siguiente manera.

DEFINICION 4.2

Orden exponencial

Se dice que una funcién fes de orden exponencial c si existen constantes ¢, M > 0,
y T > 0 tales que |f(¢)| = Me* para todo t > T.

Si fes una funcién creciente, entonces la condicion |f(r)] = Me“, r> T, s6lo indica que la
grafica de fen el intervalo (7, 00) no crece mds rapido que la grafica de la funcién exponen-
cial Me“', donde c es una constante positiva. Vea la figura 4.2. Todas las funciones f(r) = 1, f(1)
= ¢y f(f) = 2 cos t son de orden exponencial ¢ = 1 para ¢ > 0 puesto que, respectivamente,

| =¢€, le|=e€, [2cost=2¢.

En la figura 4.3 se ofrece una comparacion de las graficas existentes en el intervalo [0, 00).
Una funcioén tal como f(r) = ¢” no es de orden exponencial pues, como ilustra la
figura 4.4, su gréfica crece con mds rapidez que cualquier potencia lineal positiva de e
parat>c>0.
Una potencia integral positiva de ¢ siempre es de orden exponencial ya que, para ¢ >0

I7'l =< Me” o =M parat>T

ot

es equivalente a demostrar que 1im,_, _ 1"/ es finito paran = 1,2, 3, .. . El resultado se
obtiene mediante n aplicaciones de la regla de L’Hopital.

TEOREMA 4.2 Condiciones de suficiencia

para la existencia

Si f(¢) es continua por tramos en el intervalo [0, ©0) y de orden exponencial ¢, enton-
ces L {f(r)} existe para s > c.

Demostracion Mediante la propiedad aditiva del intervalo de las integrales definidas,
T [}
P{f(0)} = J e f(¢) dt + J e fe)ydt = I, + L.
0 T
Laintegral I, existe ya que se puede escribir como una suma de integrales en los intervalos

donde ¢*'f(¢) es continua. Ahora f'es de orden exponencial, por lo tanto existen constantes
¢, M >0, T> 0 de manera que |f(¢)] = Me para ¢ > T. Entonces podemos escribir

00 - e*(Sfc)T
= | e
T

para s > c. Puesto que [ Me =" dt converge, la integral [ |¢™'f(f)| dt converge segtin la
prueba de comparacién para integrales impropias. Esto, a su vez, implica que I, existe cuan-
do s > c. La existencia de I, e I, implica que £{f(#)} = [T ¢'f(t) dtexiste paras >c. 1O

s —cC

dt = MJ e Ve dt = MJ eI gt =M
T T

Ejemplo 5 Transformada de una funcién continua por tramos

Evalde % /(1) para f(0) {0’ 0=r=>
alue ara =

v P 2, 1= 3.

4.1 Definicion de la transformada de Laplace

VAUl

t t
‘ a t t3 b

Figura 4.1 Funcién continua

por tramos

1) Me (¢ > 0)
i)
t

|

|

1
T

Figura 4.2 La funcion fes
de orden exponencial

SO

o

/ el

a)

f@ / ,

e
\

o

67,‘

f©

A
v,

Figura 4.3 Las funciones con
graficas coloreadas son de orden
exponencial

ol ¢

4%1
c

Figura 4.4 f(t) = et no es
de orden exponencial
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Solucion La funcién continua por tramos aparece en la figura 4.5. Como festé definida
1 ° en dos partes, expresamos a & { f(£)} como la suma de dos integrales:
00 3 e}
T L)} = J e 'f(r)dt = J e (0)dr + J e (2)dt
0 0 3
} } } t 2e—st 00
3 —
S s
. .z . 2 —3s
Figura 4.5 Funcién continua por _ = §$>0 0
tramos s

A través de todo el capitulo nos concentraremos principalmente en las funciones
que son tanto continuas por tramos como de orden exponencial. Sin embargo, ad-
vertimos que estas dos condiciones son suficientes mas no necesarias para la exis-
tencia de una transformada de Laplace. La funcién f(r) = £ /2 no es continua por

tramos en el intervalo [0, 00); no obstante, existe su transformada de Laplace. Vea el
problema 42 en los ejercicios 4.1.

EJERCICIOS 4.1 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-8.
En los problemas del 1 al 18, use la definicién 4.1 para encon- 11. f(f) = e’ 12. f() =e #7°
tm B, 13 £() = te* 14. (1) = e
1. f(t) = {_1’ r<1 15. f(f) = e "sent 16. f(1) = €' cos ¢
L, t=1 17. f(t) =tcost 18. f(t) =tsent
4, 0=1r<2
2. f(n) = En los problemas del 19 al 36, use el teorema 4.1 para encon-
0, t=2
trar L {f(1)}.
t, 0=r<1 .
3. f(t) = . =1 19. f(t) = 2f 20. f(n =¢
2+1 0=r<1 21. f() =4t — 10 22. f(y="Tt+3
4. f(t) = 0 f=1 23. f) =1~ +6t—3 24. f(1) = —4F + 16t +9
’ o _ 3 _ N
sent, 0=r<ar 25. f() = (t+1) 26. f(H=2t—1)
5 0=, R 27. f() = 1+¢" 28. f() =1 —e"+5
.  (sent, 0=1<m/2 29. f(H) = (1 +¢*)? 30. f(tH) = (' —e ')
- f0) = 0, t=m/2 31. f(t) = 4 — 5sen 3¢ 32. f(t) = cos 5t + sen 2t
7 8. i 33. f(t) = senh kt 34. f(f) = cosh kt
2.2) 35. f(f) = ¢'senh t 36. f(f) = e 'cosht
: En los problemas del 37 al 40, encuentre &£{f(1)} utilizando
t primero una identidad trigonométrica adecuada.
1
37. f(t) = sen 2t cos 2t
Figura 4.6  Gréfica para Figura 4.7 Gréfica para 38. f(t) = cos’t
el problema 7 el problema 8 39. f(f) = sen(4 + 5)
™
9. ) 10. o 40. f(r) = 10 cos(t — g)
! ¢ 41. Una definicion de la funcién gamma esta dada por la
I ' 5! integral impropia I'(a) = j e dt,a > 0.
0
Figura 4.8 Grafica para Figura 4.9 Grafica para
el problema 9 el problema 10 a) Demuestre que I'(a + 1) = al'(a).
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42.

(o + 1)

arl ,a>—1.

b) Demuestre que ¥ {1*} =

Use el hecho de que I'(3) = Vo y el problema 41 para
encontrar la transformada de Laplace de:

ay f()y=1""
by f(t) =17
o f@)=r"

Problemas de analisis

43.

44,

45.

Construya una funcién F(f) que sea de orden exponen-
cial, pero donde f(r) = F'(f) no sea de orden exponencial.
Construya una funcién f que no sea de orden exponen-
cial, pero cuya transformada de Laplace exista.
Suponga que L{fi()} = F,(s) para s > ¢, y que L{f,(1)}
= F,(s) para s > ¢,. ;Cudndo L {f;(1) + fo(1)} = F,(s) +
Fy(s)?

La figura 4.4 sugiere, pero no demuestra, que la funcién

fo = ¢” no es de orden exponencial. ;Cémo puede la
observacién de que 1> >In M + ct, paraM >0y t lo

46.

47.

48.

“ . 2 .
suficientemente grande, demostrar que ¢'~ > Me® para
cualquier ¢?

Use el inciso ¢) del teorema 4.1 para demostrar que

. s—a+ib
¢ e(a+tb)t — .
{ ! (s — a)* + b*
donde a y b son reales e i* = —1. Muestre cémo aplicar

la férmula de Euler (pdgina 120) para deducir los resul-
tados

s—a
Ple“cosbt} = ——F5——
{ ' (s —a)* + b
y P{e"senbr} = S
(s —a)* + b*
(En qué condiciones una funcién lineal f(x) = mx + b,

m # 0, es una transformada lineal?
La demostracion del inciso b) del teorema 4.1 requiere
induccién matemadtica. Demuestre que si

P =(n— 15"
se asume como verdadera, entonces se deduce que
Ly = nls"+,

4.2
de derivadas

La transformada inversa y transformadas

M Introduccion En esta seccion damos unos cuantos pequefios pasos en el estudio de
como se puede utilizar la transformada de Laplace para resolver ciertos tipos de ecuacio-
nes. Después de analizar el concepto de la transformada inversa de Laplace y examinar
transformadas de derivadas, usamos la transformada de Laplace para resolver algunas
ecuaciones diferenciales ordinarias sencillas.

m Transformadas inversas

M El problema de la inversa Si F(s) representa la transformada de Laplace de una
funcién f(z), que es L{f(r)} = F(s), entonces decimos que f(¢) es la transformada
inversa de Laplace de F(s) y escribimos f(t) = $£'{F(s)}. Para los ejemplos 1, 2 y 3
dados en la seccion 4.1, tenemos, respectivamente,

1 1
=% {;}, t= ! {5_2} y ee¥=%" {

)
s +3)°

El anélogo del teorema 4.1 para la transformada inversa se presenta a continuacion.

TEOREMA 4.3

S
n!
n+l},n=1,2,3,... c)
s
k } )
s+ K ¢

k
f—ﬁ} 8

b) t”=§£1{

d) senkt= %! {

f) senhkt= £ {

Algunas transformadas inversas

eat: 33—1 {

cos kt = $7! {

1

s —a

cosh kr = ¥ {

s+k2}
)
=i

|

%

4.2 La transformada inversa y transformadas de derivadas
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factores lineales
distintos.
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Cuando evaluamos transformadas inversas, muchas veces sucede que una funcion
de s bajo consideracién no coincide exactamente con la forma de la transformada de
Laplace F(s) dada en una tabla. Puede ser necesario entonces “arreglar” la funcion de s
multiplicdndola y dividiéndola empleando una constante apropiada.

Ejemplo 1  Aplicacion del teorema 4.3

. ~ 1 ~ 1
Evalie a) £ {E} b) ! {s2 n 7}.

Solucion  a) Para hacer coincidir la forma dada en el inciso b) del teorema 4.3, identifi-
camos n+ 1 =5 on = 4y entonces multiplicamos y dividimos empleando 4!:

] ! 41 1
-1 _ - -1 _ =_4
* {SS} et {SS} YR

b) Para hacer coincidir la forma dada en el inciso d) del teorema 4.3, identificamos k> = 7
y, por lo tanto, k = /7. Arreglamos la expresién al multiplicarla y dividirla por V/7:

1 1 V7 1
-1 - -1 —_—
1% {s2+7} : 1% {s2+7} \ﬁsen\ﬁz. 0

B 77" es una transformada lineal La transformada inversa de Laplace también es
una transformada lineal; es decir, para las constantes o y f3,

L HaF(s) + BG(s)} = aL7HF(s)}) + BLHG(s)), (1)

donde F'y G son las transformadas de algunas funciones f'y g. Al igual que (2) de la seccién
4.1, (1) se extiende a cualquier combinacion lineal finita de transformadas de Laplace.

o

Ejemplo 2  Division término a término y linealidad
—2s +6
e 74 { 240)
sc+4
Solucion  Primero escribimos nuevamente como dos expresiones la funcién de s que
estamos considerando, lo cual se logra mediante la divisién de término a término, y des-

pués usamos (1):
Divisién término a término Linealidad y arreglo de constantes

l \!

—25s+6 -2 6 6 2
2 }=§£1{ - }=—2§£1{ = }+—§£1{ . } )
s+ 4 ss+4 s+ 4 s+ 4 2 s+ 4

= -2 cos 2t + 3 sen 2t. « Incisos ¢) y d) del teorema 4.3 con k = 2 |

M Fracciones parciales Las fracciones parciales cumplen una funcién importante
cuando se trata de encontrar las transformadas inversas de Laplace. Como se menciond
en la seccidn 2.2, la descomposicion de la expresion racional en fracciones componen-
tes puede hacerse con rapidez mediante un solo comando en la mayoria de los sistemas
computacionales algebraicos. De hecho, algunos de estos sistemas contienen programas
que implementan los comandos de la transformada de Laplace y de la transformada in-
versa de Laplace. En esta seccion y en las siguientes, para aquellas personas con acceso a
tales programas, revisaremos algunos conocimientos basicos de dlgebra en los casos im-
portantes donde el denominador de una transformada de Laplace F(s) contenga factores
lineales distintos, factores lineales repetidos y polinomios cuadraticos sin factores reales.
Examinaremos cada uno de estos casos conforme se desarrolle el capitulo.

Ejemplo 3 Fracciones parciales y linealidad
s+ 6s+9 }
(s—=1)(s—=2)(s+4)})

Evalie £7! {

CAPITULO 4 La transformada de Laplace



Solucion Existen constantes tnicas A, By C tales que
s+ 6s+9 A B C
= + +
(s—Ds—2)(s+4) s—1 s—2 s+4
CA(s = 2)(s+4)+ Bls — 1)(s +4)+ C(s — 1)(s — 2)
B (s — (s — 2)(s + 4) '
Puesto que los denominadores son idénticos, los numeradores son idénticos:

s +65s+9=A—-2)(s+4)+Bs—1)(s+4)+Cs—1)(s—2). 3

Por comparacién de los coeficientes de potencias de s en ambos lados de la igualdad,
sabemos que (3) es equivalente a un sistema de tres ecuaciones en las tres incognitas: A,
By C. No obstante, recuerde que hay una via mds corta para determinar estas incognitas.

Si establecemos s = 1, s = 2y s = —4 en (3) obtenemos, respectivamente,*
16 = A(—1)(5), 25 = B(1)(6), 1= C(—=5)(—6),
y entonces A = —¢ B = %, C = . Por lo tanto, la descomposicién de la fraccién
parcial es
24+ 65+ 9 16/5 25/6 1/30
T _165  »e Y )

(s=Ds—=2)(s+4) s—1 s—2 s+4

y de esta manera, con base en la linealidad de & -1 y el inciso ¢) del teorema 4.3,

2
L S+ 6s+9 }__E _1{ i } 25 _1{ | } 1 _1{
= {(s—l)(s—Z)(s+4) S Py It Py T

= ——¢ + = + %e . ) O

M Transformada de una derivada Tal como fue sefialado en la introduccién a este ca-
pitulo, nuestra meta inmediata es usar la transformada de Laplace para resolver ecuaciones
diferenciales. Con ese fin, necesitamos evaluar cantidades como L{dy/dt} y L{d*y/dt*}.
Por ejemplo, si f” es continua cuando # = 0, la integracién por partes da entonces

E{f )= j (1) dt = e™f(1) Oo+s J e'f(t) dt
0 0 0
=—f(0) +sL{f(n)}
0 LS (1)} = sF(s) - 0. (6)

—St

Aqui hemos asumido que e™ f(f) — 0 cuando  — o0. De manera similar, con ayuda de (6),

00

0

L{f"(0} = J efydt =€) | +s J e (1) dt
0 0

=0 +sL{f' (1}
= s[sF(s) = f(O)] - f"(0) « De(6)
0 LA (D) = $°F(s) - 5f(0) = f(0). (7N
Asimismo, es posible demostrar que
L")} = $F (5) = $°(0) = 5 (0) - f"(0). ®)

La naturaleza recursiva de la transformada de Laplace de las derivadas de una funcién f
debe ser evidente en los resultados obtenidos en (6), (7) y (8). El teorema siguiente pro-
duce la transformada de Laplace de la n-ésima derivada de f. Se omite la demostracién.

*Los niimeros 1, 2'y —4 son los ceros del denominador comun (s — 1)(s — 2)(s + 4).

4.2 La transformada inversa y transformadas de derivadas
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TEOREMA 4.4 Transformada de una derivada )

Sif,f',...,f" Y son continuas en [0, 00) y de orden exponencial, y si f ™(¢) es
continua por tramos en [0, c0), entonces

L{FOD) = $"F(s) - 5" F0) - 5"~ (0) = —f"~(0),

donde F(s) = L{f()}. )

B Solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales A partir del resultado
general que se da en el teorema 4.4, resulta evidente que £{d"y/dt"} depende de Y(s) =
L{y(®)} y de las derivadas n — 1 de y(¢) evaluadas en ¢t = 0. Esta propiedad hace que la
transformada de Laplace sea tan adecuada para resolver problemas de valor inicial linea-
les donde la ecuacion diferencial tenga coeficientes constantes. Una ecuacion diferencial
de tal indole simplemente es una combinacién lineal de los términos y, y', ", ..., y™:

dny dn—ly ()
a,——+a, | ——; +-- +ayy = g,
n dtn n—1 dln7] oy 8
Y(0) = 6, ¥'(0) = yi, ..., Y PO0) = 3,y
donde a;, i =0,1,...,nY Yy, Y1 ---» Yy SOn constantes. Gracias a la propiedad

de linealidad, la transformada de Laplace de esta combinacion lineal es una combinacion
lineal de transformadas de Laplace:

dn dn—l
a {dtf} va, . {dt—f} +oragply) = L)), )

Con base en el teorema 4.4, (9) se convierte en

a,[s"Y(s)—s"" ly(O) e — y("— 1)(0)]
+a, ([s"Y(s) =" (0) = - =y TRO0)] + -+ +ap¥(s) = G(s), (10)

donde £{y(r)} = Y(s) y £{g(®)} = G(s). En otras palabras, [a trransformada de Laplace
de una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes se convierte en una ecua-
cion algebraica en Y(s). Si resolvemos la ecuacion general transformada (10) para el
simbolo Y(s), primero obtenemos P(s)Y(s) = Q(s) + G(s), y después escribimos

O(s) | G(s)
PG)  Ps)

Y(s) = (11)

donde P(s) = a,s" + a, s""' +---+ ay, O(s) es un polinomio de grado s menor o igual

que n — 1 y consiste en varios productos de los coeficientes a;, i = 1, ..., n, y las condi-
ciones iniciales prescritas yg, y;, ..., ¥,_1, Y G(s) es la transformada de Laplace de g(7).*
Por lo general, ponemos los dos términos dados en (11) sobre el menor denominador
comtn y después descomponemos la expresion en dos o mds fracciones parciales. Por
tiltimo, la solucién de y(¢) del problema de valor inicial original es y(f) = £~ {¥(s)},
donde la transformada inversa se efectia término a término.

*El polinomio P(s) es lo mismo que el polinomio auxiliar de n-ésimo grado dado en la expresién (13) de la
seccion 3.3, con el stmbolo acostumbrado m reemplazado por s.
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El procedimiento se resume en el siguiente diagrama.

Encuentre la incégnita La ED transformada
¥(?) que satisfaga una se convierte en una
ED y las condiciones ecuacion algebraica
iniciales en Y(s)

—> Aplique la transformada de Laplace ¥ ——>|

Resuelva la ecuacion
transformada de Y(s)

Resuelva y(7) del

PV original l«—— Aplique la transformada inversa ¥~ <«—]

El ejemplo siguiente ilustra este método de resolucién de ecuaciones diferenciales.

Ejemplo 4 Resolucion de un PVI de primer orden

Usar la transformada de Laplace para resolver el problema de valor inicial

dy
E+3y = 13sen2t, y(0)=6.

Solucion  Primero tomamos la transformada de cada miembro de la ecuacién diferencial:

dy
${Z}+3§E{y} = 13 £ {sen 2t}. (12)

Pero de (6), £{dyldt} = s¥(s) —y(0) = sY(s) — 6, y de la parte d) del teorema 4.1, &£ {sen
2t} = 2/(s*> + 4), y por lo tanto (12) es lo mismo que

sY(s)— 6+ 3Y(s) =

0 (s+3)Y(s) =6+

s+ 4 s+ 4
Al resolver la dltima ecuacion para Y(s), obtenemos

6 N 26 658+ 50
s+3  (s+3)(s*+4) (s+3)(s*+4)

Y(s) = (13)

Puesto que el polinomio cuadritico s> + 4 no se factoriza con niimeros reales, su numera-
dor asumido en la descomposicion de la fraccidn parcial es un polinomio lineal en s:

6s> + 50 A Bs + C

+ .
(s+3)(s*+4) s+3 s +4

Al poner el lado derecho de la igualdad sobre un denominador comtn e igualar los
numeradores se tiene 65> + 50 = A(s> + 4) + (Bs + C)(s + 3). Al establecer s = -3, de
inmediato se produce A = 8. Como el denominador no tiene mds ceros reales, igualamos
los coeficientes de s”y s: 6 = A+ By 0 = 3B + C. Aplicando el valor de A en la primera
ecuacion se tiene B = -2, y al usar después este tltimo valor en la segunda ecuacién
resulta C = 6. Por lo tanto,

Y(s) 65> + 50 8 + —25 + 6
s) = = .
(s+3)(s*+4) s+3 s +4

Atn no hemos terminado porque la dltima expresion racional todavia tiene que escribir-
se como dos fracciones. Pero esto se hizo en el ejemplo 2 mediante la division término a
término. Con base en (2) de ese ejemplo,

1 s 2
t) = 8$1{ } — 2351{ } + 3$1{ }
¥ s+3 S+ 4 S+ 4

Se deduce de los incisos ¢), d) y e) del teorema 4.3 que la solucién del problema de valor
inicial es y(1) = 8¢ ' — 2 cos 21 + 3 sen 21. Q

4.2 La transformada inversa y transformadas de derivadas

A
@ Fracciones parciales:

t

polinomiales cuadrati-
cas sin factores reales.
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Ejemplo 5 Solucion de un PVI de segundo orden
Resuelvay’ —3y" +2y=e¢™¥  y0)=1, y'(0)=S5.

Solucion  Si procedemos como en el ejemplo 4, transformamos la ED al tomar la suma
de las transformadas término por término, usamos (6) y (7), aplicamos las condiciones
iniciales dadas, asi como la transformada inversa c¢) del teorema 4.3, y después resolve-
mos para Y(s):

2{2—2} - 355{%} + 2%y} = ${e )

s7Y(s) — sy(0) = y'(0) = 3[sY(s) — y(0)] + 2¥(s) = 1

P35+ 2)Y(s) =s+2+
(s"=3s+2)¥(s) =5 !

s+ 2 . 1 B s*+6s+9
s —=3s+2 (=35 +2)(s+4) (s—1)(s—2)(s+4)

Y(s) = (14)

y, por lo tanto, y(7) = PYY(s)}. Los detalles de la descomposicion de Y(s) en fraccio-
nes parciales ya fueron analizados en el ejemplo 3. En vista de (4) y (5), la solucién del
problema de valor inicial es

1
)r+7rr+ )-lr.
€759 T3¢ s

Los ejemplos 4 y 5 ilustran el procedimiento bdsico de como usar la transformada
de Laplace para resolver un problema de valor inicial lineal, pero estos ejemplos pue-
den aparecer para demostrar un método que no es mucho mejor que el presentado para
tales problemas en las secciones 2.4 y de la 3.3 a la 3.6. No saque ninguna conclusién
negativa de estos dos ejemplos. Si hay una gran cantidad de dlgebra inherente en el uso
de la transformada de Laplace, pero observe que no tuvimos que usar la variacién de
pardmetros o preocuparnos por los casos y el dlgebra del método de coeficientes in-
determinados. Ademds, como el método incorpora las condiciones iniciales prescritas
directamente a la solucién, no hay necesidad de realizar operaciones por separado para
aplicar las condiciones iniciales a la solucién general y = ¢y, + ¢y, + -+ ¢y, + y, de
la ED para encontrar constantes especificas en una solucién particular del problema de
valor inicial.

La transformada de Laplace tiene muchas propiedades operacionales. Examinaremos
algunas y en las secciones siguientes ilustraremos cémo nos permiten resolver proble-
mas de mayor complejidad.

Terminemos esta seccién con un poco de teoria adicional relacionada con los tipos de
funciones de s con los que trabajaremos normalmente. El teorema siguiente indica que
no toda funcién arbitraria de s es una transformada de Laplace de una funcién continua
por tramos de orden exponencial.

TEOREMA 4.5 Comportamiento de F(s) cuando s — oo

Sifes continua por tramos en [0, 00) y de orden exponencial, entonces lim £L{f(r)} = 0.

§—>00

Demostracion Como f{(7) es continua por tramos en 0 =< 7 = T, estd necesariamente
acotada en el intervalo. Es decir, |[f(t)] = M, = M % También, debido a que f se asume

204 CAPITULO 4 La transformada de Laplace



como de orden exponencial, existen constantes y, M, >0y T > 0, tales que |f(¢)| = M,e""
para t > T. Si M denota el méximo de {M,, M,} y c¢ denota el maximo de {0, vy}, enton-
ces

© o0 e*(s*c)t 00 M
)}y = J e f(n)| dr = Mj e ol dt = —M _
0 0

s—cly, s—c

para s > c¢. Cuando s — oo, tenemos |£{f()}| — 0, y, por lo tanto, £ {f(r)} — 0. Q

Como una consecuencia del teorema 4.5, podemos decir que funciones de s tales
como Fi(s) = 1y Fy(s) = s/(s + 1) no son las transformadas de Laplace de funciones
continuas por tramos de orden exponencial ya que F(s) = 0y F,(s) = 0 cuando s — 0.
Pero usted no debe concluir a partir de esto que F,(s) y F,(s) no son transformadas de
Laplace. Existen otras clases de funciones.

Comentarios

i) La transformada inversa de Laplace de una funcién F(s) puede no ser Unica, en
otras palabras, es posible que £{f(1)} = L{ (1)} y que incluso f; # f,. Para nues-
tros propdsitos, esto no es algo por lo que haya qué preocuparse. Si f; y f> son conti-
nuas por tramos en [0, c0) y de orden exponencial, entonces dichas funciones son en
esencia las mismas. Consulte el problema 44 en los ejercicios 4.2. Sin embargo si f; y
/> son continuas en [0, 00) y L{fi(t)} = L{f>(?)}, entonces f; = f, en el intervalo.

ii) Este comentario es para aquellos que requieran hacer a mano una descomposicion
fraccional parcial. Hay otra forma de determinar los coeficientes en una descompo-
sicién fraccional parcial en el caso especial cuando £{f(¥)} = F(s) es una funcién
racional de s y el denominador de F es un producto de distintos factores lineales.
Iustremos lo anterior al volver a analizar el ejemplo 3. Suponga que multiplicamos
ambos lados de la descomposicion supuesta

s+ 65+ 9 A e B -
(s—1D(s—2)(s+4) s—1 s—2 s+4

5)

por, digamos, s — 1, simplifique, y después establezca s = 1. Como los coeficientes
de By C en el lado derecho de la igualdad son cero, tenemos

s+ 6s+9 I 16
(s = 2)(s + 4) ;= 5°
Escrito de otra forma,
s+ 6s+9 . _E _ A
G- +4) | 5

donde hemos coloreado u ocultado el factor que se cancel6 cuando multiplicamos el
lado izquierdo por s — 1. Ahora, para obtener B y C, simplemente evaluamos el lado
izquierdo de (15) mientras cubrimos, a su vez, s — 2y s + 4:

s+ 6s+9 _E_B s+ 65+ 9 _i_c
G162 +4) | 6 7 (5=D—2)s+4) |y 30

La descomposicion deseada (15) estd dada en (4). Esta segunda técnica para deter-
minar los coeficientes se conoce como el método de cubrimiento.

iii) En este comentario continuamos con nuestra introduccion a la terminologia
de sistemas dindmicos. Debido a (9) y (10), la transformada de Laplace estd bien
adaptada a sistemas lineales dindmicos. En (11), el polinomio P(s) = a,s" + a,_;s"""
+ -+ + aq es el coeficiente total de Y(s) en (10) y es simplemente el lado izquierdo

4.2 La transformada inversa y transformadas de derivadas
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de la ED con las derivadas d*y/dt* sustituidas por las potencias s*, k = 0,1, ..., n. Es
comtn denominar al reciproco de P(s), usualmente conocido como W(s) = 1/P(s),
como la funcién de transferencia del sistema y escribir (11) como:

Y(s) = W()Q(s) + W(s)G(s). (16)

De esta manera hemos separado, a manera de suma, los efectos sobre la respuesta
que se deben a las condiciones iniciales (esto es, W(s)Q(s)) y a la funcion de entrada
g (es decir, W(s)G(s)). Véanse (13) y (14), Por lo tanto, la respuesta del sistema y(7)
es una superposicion de dos respuestas:

¥ = LTHWESO®)) + LTHWESG()} = o) + y1(1).

Si la entrada es g(7) = 0, entonces la solucién al problema es yy(£) = L~ {W(s)Q(s)}.
A esta solucion se le denomina respuesta de entrada nula del sistema. Por otro
lado, la funcién y,(f) = L~ Y{W(s)G(s)} es la salida provocada por la entrada g(¢).
Abhora, si el estado inicial del sistema es el estado nulo (es decir, todas las condicio-
nes iniciales son cero), entonces Q(s) = 0, y por tanto la tnica solucién al problema
de valor inicial es y;(f). A la solucion anterior se le conoce como respuesta para
el estado nulo del sistema. Tanto y,(#) como y,(#) son soluciones particulares: y,(7)
es una solucién del problema de valores iniciales que consiste en la ecuacidon ho-
mogénea asociada con las condiciones iniciales dadas, y y,(¢) es una solucién del
problema de valor inicial que consiste en la ecuacion no homogénea cuyas condi-
ciones iniciales son nulas. En el ejemplo 5 se ve que, a partir de (14), la funcién de
transferencia es W(s) = 1/(s> — 3s + 2), y la respuesta de entrada nula es:

yo(t) = $_1{—(s _SI;SZ_ 2)} = —3¢' + 4¢%,

y la respuesta para el estado nulo es:

1 1 1
— -1 — __ T 2t 4+ — —4t‘
i) =% {(s — )5 — 2)s + 4)} 5¢7T6 T3¢

Verifique que la suma de y,(7) y y,(?) sea la solucién y(¢) en ese ejemplo y que
¥0(0) = 1, y5(0) =5, en tanto que y,(0) = 0, y;(0) = 0.

EJERCICIOS 4.2 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-8.
p % p pagl
Transformadas inversas 3 331{ 4s } 4 551{ ! }
— ' >+ 1 ' 45" + 1
En los ejercicios del 1 al 30, use el teorema 4.3 para encontrar 45" +
la transformada inversa dada. e 33—1{25 - 6} % gg—l{ s+ 1 }
1 c(g—l{l} 2 g—l{l} ' Sz + 9 ’ S2 + 2
' s ' s' 1 +1
1 8 2 1 2 ]7 3_1{ > } ]8 g_l{ i }
3 Pl 2 4;,0—1{___ s+ 3s s- — 4s
S2 S5 N S3 1
3 2 19. &B‘l{;} 20. 58‘1{ }
5. if_l{s+1)} 6 .EB_I{L_FZ)} S+ 25— 3 s +s—20
S4 S3 09
(11 1 (4 6 1 21. 52-1{ ) }
7$1{§_§+s—2}8$1{§+s_5_s+8} (s —0.1)(s + 0.2)
-3
B 1 B 1 -1 s
9. $! 0. & ‘{ } 22. { }
{4s+1} 55— 2 (s = V3)s + V3)
_ 5 _ 10s o s
1. £ 1{ } 12. &£ 1{ } 23. & { }
$2 + 49 s>+ 16 (s = 2)(s = 3)(s — 6)
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2 e )

25. & l{s +55} 26. x-l{wz)sm}
a4 l{ E +2Ss_s4+ 1)}

2. & 1{ }

2. & 1{ e +4)}

04 l{s isstr3+4}

Transformadas de derivadas

En los problemas del 31 al 40, use la transformada de Laplace
para resolver el problema de valor inicial dado.

31 ﬂ =1, y0) =0
-dt—y_’)’()—

32. 29+y=0, y(0) = -
dt
33. y +6y=¢eY y0)=2
34, y' —y=2cos5t, y(0)=0
35. y'+5y +4y =0, y0) =1, y(0) =0
36. ¥ -4y =6e" -3¢, y(0) =1, y(0) = -
37y +y=\V2sen V2 1, y(0) = 10, y'(0) =
38. y"+9y=¢, y(0)=0, y(0)=0
39. 2y"+3y"-3y' -2y =¢", y(0)=0, y'(0) =0,y"(0) =1

40. y"+2y"—y' =2y =sen 3¢, y(0) =0, y'(0) =
”(0) =1

Las formas inversas de los resultados obtenidos en el problema
46 de los ejercicios 4.1 son

_ S —da a
£ 1{(s—a)2+bz} = e“cos bt

) b )
y & l{m} = e“sen bt

En los ejercicios 41 y 42, use la transformada de Laplace y
estas inversas para resolver el problema de valor inicial dado.

41. y' +y=e¢>cos 2, y(0) =0
42, ' -2y +5y=0,y0)=1,y'(0) =3

Problemas de analisis

43. a) Con un ligero cambio en la notacidn, la transforma-
da incluida en (6) es lo mismo que

{0} = s LD} - 1(0).
Con f(r) = te”, analice cémo puede usarse este resul-
tado junto con c¢) del teorema 4.1 para evaluar £ {re"'}.
b) Proceda como en el inciso a), pero esta vez analice
como usar (7) con f(¢) = ¢t sen kt junto con d) y e)

del teorema 4.1 para evaluar & { sen kr}.

44. Construya dos funciones f; y f> que tengan la misma
transformada de Laplace. No son necesarias ideas muy
elaboradas.

45. Leade nuevo el apartado Comentarios iii) de las paginas
205 y 206. Encuentre la entrada cero y la respuesta de
estado cero para el PVI del problema 36.

46. Suponga que f(f) es una funcién para la cual f'(¢) es con-
tinua por tramos y de orden exponencial c. Use los resul-
tados obtenidos en esta seccion y en la 4.1 para justificar

F(0) = lim sF(s),
donde F(s) = L{f(r)}. Verifique este resultado con f(¢) =

I 4.3 Teoremas de traslacion

cos kt.

M Introduccion No es conveniente usar la definicién 4.1 cada vez que deseemos
encontrar la transformada de Laplace para una funcién f(¢) dada. Por ejemplo, la inte-
gracién por partes requerida para determinar la transformada de, digamos, f(f) = €'’
sen 3¢ es, en pocas palabras, formidable cuando se hace a mano. En esta seccién y en la
siguiente presentamos varios teoremas que ahorran esfuerzo y permiten crear una lista
mds amplia de transformadas (vea la tabla incluida en el apéndice III) sin la necesidad de
usar la definicion de la transformada de Laplace.

m Traslacion en el eje s

Evaluar transformadas tales como ${e” £} y £{e™ cos 4t} resulta sencillo siempre que
conozcamos L{£} y ${cos 4t}, lo cual sabemos. En general, si conocemos L{f(r)} =
F(s) es posible calcular la transformada de Laplace de un multiplo exponencial de la
funcién f, es decir, £{e“f(r)}, sin ningln esfuerzo adicional que el de trasladar, o des-
plazar, F(s) a F (s — a). Este resultado se conoce como primer teorema de la traslacion
o primer teorema del desplazamiento.

4.3 Teoremas de traslacion
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F(s) F(s—a)

TEOREMA 4.6

Primer teorema de la traslacion

Si {f(t)} = F(s) y a es cualquier nimero real, entonces

L{ef()} = F(s-a).

I |
s=a,a>0

Figura 4.10 Desplazamiento
sobre el eje x

Demostracion La demostracion es inmediata, dado que por definicién de 4.1
ﬂqfﬂo}zj e%ﬂhﬂh=J.e““W@dr=F@—a) O
0 0

Si consideramos a s como una variable real, entonces la grifica de F(s — a) es la gréfica
de F(s) desplazada sobre el eje x por la cantidad |al. Si a > 0, la grafica de F(s) se desplaza
a unidades hacia la derecha, mientras que si a < 0, la gréfica se desplaza |a| unidades hacia
la izquierda. Vea la figura 4.10.

Para enfatizar, algunas veces resulta util usar el simbolismo

L0} = LD} 500

donde s — s — a significa que en la transformada de Laplace F(s) de f(f) reemplazamos el
simbolo s siempre que aparezca por s — d.

Ejemplo 1  Uso del primer teorema de la traslacion
Evalie a) £{e”f} y b) L{e ¥ cos4t).
Solucion Los resultados se deducen de los teoremas 4.1 y 4.6.
6
s (s —5)°
S
s+ 16

61) g{ejltj} = =(£{t3}x~>s—5 = 2

4

s+ 2
=0 J

) _ —
by L{e ¥ cosdr) = Llcosdt}, (= s GH2+ 16

M Forma inversa del teorema 4.6 Para calcular la inversa de F (s — a) debemos recono-
cer F(s), encontrar f{f) al tomar la transformada inversa de Laplace de F(s), y después mul-
tiplicar f{r) por la funcién exponencial e”. Este procedimiento se puede resumir de manera
simbdlica en la siguiente forma:

FHF(s-a)) = LHF()issa) = f () (1)
donde f(t) = L7F(s))}.

A
@ Fracciones parciales:

factores lineales
L repetidos.
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Ejemplo 2 Fracciones parciales y completar el cuadrado

2s +5 s/2 +5/3
Evalie a) & (s—37) vy D NP +4a5+6])

Solucion @) Un factor lineal repetido es un término (s — a)", donde a es un ndmero real y n
un entero positivo = 2. Recuerde que si (s — a)" aparece en el denominador de una expresion
racional, entonces la descomposicion asumida contiene # fracciones parciales con numera-
dores y denominadores constantes s — a, (s — a)’, ..., (s—a)". Porlo tanto, cona = 3 yn=2
escribimos

2s+5 A B

= + .
(s—3P s—3 (s—3)7
El numerador obtenido al poner los dos términos situados a la derecha sobre un denominador
comun es 2s + 5 = A(s — 3) + B, y esta identidad produce A = 2y B = 11. Por lo tanto,
2s +5 2 11
P + 2
(s—=37 s—3 (s—3)

y 24{é%;§%}=2&H{;%§}+41$4{@i}§§} 3)

CAPITULO 4 La transformada de Laplace
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Ahora 1/(s — 3)* es F(s) = 1/s* desplazada 3 unidades hacia la derecha. Como £~'{1/5%}
= t, se deduce de (1) que
} =t
s—s—3 :

ATEE NP

2s + 5
Por tltimo, (3) es P! (s—37) = 263 + 11t 4)

b) Para comenzar, observe que el polinomio cuadritico s> + 4s + 6 no tiene ceros reales
y, por lo tanto, no tiene factores lineales reales. En esta situaciéon completamos el cua-
drado:

s/2+5/3  5/2+5/3
S+45+6 (s+2)P+2

®)

Nuestra meta aquf es reconocer la expresion planteada en la derecha como alguna trans-
formada de Laplace F(s) donde s ha sido reemplazado en todas partes por s + 2. Lo
que estamos intentando es parecido a lo hecho en el inciso ) del ejemplo 1 anterior. El
denominador en (5) ya esté en la forma correcta, es decir, s* + 2 con s reemplazado por
s + 2. No obstante, debemos arreglar el numerador manipulando las constantes: s + % =
s+ +3-3 =3(s+2)+3.

Ahora por division término a término, la linealidad de L', los incisos ¢) y d) del teo-
rema 4.3, y por ultimo la forma (1),

s/2 +5/3 _(1/2)(s+2)+2/3_l s+2 +g 1
(s+22+2  (s+22+2  2(s+2PF+2 3(s+22+2

2+5/3 1 +2 2 1
S e B (e B R (e
s +4s+6 2 (s+2)7+2 3 (s+2)+2
1 2 2 2
Al ) e L)
2 s©+ 2 s—s+2 3\/2 § +2 [s—s+2

1 2
= Eefz’cos Vot + %ez’ sen \/21. (7

Ejemplo 3 Problema de valor inicial
Resuelvay’ —6y' +9y = 2%, y(0) =2, y'(0)=17.

Solucion Antes de transformar la ED, observe que su lado derecho es similar a la fun-
cion incluida en el inciso a) del ejemplo 1. Usamos el teorema 4.6, las condiciones ini-
ciales, simplificamos, y entonces resolvemos para Y(s) = £ {f(1)}:

LU -6L Y} +9L{y} = L{re’}

2
$*¥(s) = sy(0) = y'(0) — 6[s¥(s) — y(0)] + 9¥(s) = G-
(s°—6s+9)Y(s) =2s+5 +%
(s =3)
2
—_ 2 = _—
(s=3)Y(s) =2s+5+ (5 - 3)
25 + 5 2

P P

4.3 Teoremas de traslacion
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El primer término localizado a la derecha ya se ha descompuesto en fracciones parciales
individuales en la expresion (2) del inciso a) del ejemplo 2:

2 4 11 . 2
s=3 (s=37 (s—23)

B DR (e Rl el
Por lo tanto, y(r) = 2¥ {5—3 + 11& =3 +4!§£ =3y . (®)

A partir de la forma inversa (1) del teorema 4.6, los dltimos dos términos son

1 4!
ggl{z } — te}r y 551{5 } — t4e3’,
7 [s—s—3 7 [s—>s—3

yasi (8) es y(1) = 2% + 111e” + 51 Q

Y(s) =

1

Ejemplo 4 Un problema de valores iniciales
Resuelvay’+4y" +6y=1+¢"', y0)=0, y'(0)=0.

Solucion EV 4L} +6L{y) = L1} + L)
2 , 1 1
s7Y(s) = sy(0) =y (0) + 4lsY(s) - y(O)] + 6¥(s) = =+ ——
(2 +4s + 6)V(s) = 2L
s(s + 1)
25 +1
Y(s) =

s(s + 1)(s* + 4s + 6)
Puesto que en el denominador el término cuadratico no se factoriza en factores lineales

reales, se encuentra que la descomposicion de la fraccion parcial para Y(s) es

1/6 N 1/3 s/2 +5/3
) s+ 1 S +4s+6

Ademads, en la preparacion para tomar la transformada inversa, ya hemos manipulado el
ultimo término en la forma necesaria a partir del inciso b) del ejemplo 2. De manera que,
en vista de los resultados obtenidos en (6) y (7), tenemos la solucién

I PR 6 ) T VRN OO U R s+2 2 V2
0 = ggl{s}+3$l{s+1} 2" 1{(s+2)2+2} Vo 1{(s+2)2+2}

6

1 1 2
ge_t _ Ee_ZZCOS \/Et — %e_m sen \/Et. u

m Traslacion en el eje t

B Funcion escaléon unitario En ingenieria es comun encontrar funciones que estén
en estado “activo” o “inactivo”. Por ejemplo, una fuerza externa que actie sobre un
sistema mecdnico o un voltaje aplicado a un circuito pueden ser suspendidas después
de cierto tiempo. Resulta conveniente, entonces, definir una funcién especial que sea
del nimero O (inactiva) hasta cierto tiempo ¢ = a, y de nimero 1 (activa) después de ese
tiempo. Esta funcién se denomina funcién escalén unitario o funcién de Heaviside.
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DEFINICION 4.3

Funcion escalon unitario

La funcién escalén unitario 9 (7 — a) se define como

i 0, 0=¢r<
WUt — a) = { ’ !

1, t = a.

Observe que definimos U(7 — @) sélo en el eje ¢ no negativo puesto que es todo lo
que nos interesa en el estudio de la transformada de Laplace. En un sentido mas amplio,
WU (t—a) = 0 cuando ¢ < a. La gréfica de WU(z — a) se presenta en la figura 4.11.

Cuando una funcién f definida para ¢ = 0 se multiplica por AUt — a), la funcién
escalén unitario “desactiva” una porcion de la gréifica de esa funcién. Por ejemplo, con-
sidere la funcién f(f) = 2¢ — 3. Para “desactivar” la parte de la grédfica de f'en, digamos,
el intervalo 0 = ¢ < 1, simplemente formamos el producto (27 — 3)AL(t — 1). Vea la figura
4.12. En general, la gréfica de f())U(t — a) es 0 (desactivado) para 0 < t < a y es la por-
cion de la gréfica desactivada (activada) cuando ¢ = a.

La funcién escalon unitario también se puede utilizar para escribir en forma compacta
funciones definidas por tramos. Por ejemplo, al considerar los intervalos 0 = 1< 2,2 =
t<3,t=3,ylos valores correspondientes de WU(r—2) y U(¢—3), debe resultar evidente que la
funcién definida por tramos mostradaen la figura4.13 eslamismaque f(¢) = 2-3U(t—2) +
U (¢ — 3). También, una funcién general definida por tramos del tipo

_Je), 0=1r<a
10 = {h(t), t=a ©)
es la misma que
[0 = g - g)WU(t —a) + h(HU(t - a). (10)
De manera similar, una funcién del tipo
0, 0=tr<a
f(y=9¢g@), a=t<b (11)
0, t=b
se puede escribir como  f(¢) = g(O)[WU(r—a) — WU(t - b)]. (12)

Ejemplo 5 Una funcion definida por tramos

200, O0=¢r<5 . . P .
en términos de funciones escalon unitario. Grafiquelos.

Exprese f(t) = { 0 i=5

Soluciones La grifica de f se presenta en la figura 4.14. Ahora, a partir de (9) y (10)
cona = 5, g(t) = 20t y h(t) = 0, obtenemos f(¢) = 20t — 20¢U(t - 5). ]

Considere una funcién general y = f(#) definida para + = 0. La funcién definida por
tramos
0, 0=tr<a

f(t — a), t=a

desempeiia un papel importante en el siguiente andlisis. Como se muestra en la figura
4.15, cuando a > 0 la grafica de la funcién y = f(t — a)?U(z — a) coincide con la grifica
de y = f(t— a) cuando t = a (la cual es foda la graficade y = f(t), t = 0, desplazada en a
unidades hacia la derecha en el eje 7), pero es idéntica a cero cuando 0 = 7 < a.

En el teorema 4.6 vimos que un miltiplo exponencial de f(f) da como resultado una
traslacién de la transformada F(s) en el eje s. Como una consecuencia del teorema si-
guiente vemos que siempre que F(s) se multiplique por una funcién exponencial e,
a > 0, la transformada inversa del producto e™*F(s) serd la funcién f desplazada a lo
largo del eje ¢ en la forma ilustrada por la figura 4.15b). Este resultado, presentado a
continuacién en su version transformada directa, se denomina segundo teorema de la
traslacion o segundo teorema del desplazamiento.

ft—a)U(t—a) = { (13)

4.3 Teoremas de traslacion

U
1<‘>
} t

Figura 4.11 Gréfica de la funcion
escaldén unitario

Figura 4.12 La funcion se puede
escribir como f(t) = (2t - 3)WU(t - 1)

f@)

P —

f—t—1

1+

Figura 4.13 La funcion se puede

escribir como f(t) = 2t - 3U(t - 2)

+U(t - 3)
J@
100 +

5

Figura 4.14 La funcion se puede
escribir como f (t) = 20t - 20tU(t - 5)

a) fit),t=0

A0

%

b) fit—a) Wt—a)

Figura 4.15 Desplazamiento
enel gje t
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TEOREMA 4.7 Segundo teorema de la traslacion

Si F(s) = L{f(t)} y a >0, entonces
L{f(t—a)U(t—a)} = e“F(s).

Demostracion Mediante la propiedad aditiva de intervalos para integrales, [§°¢™"f(r—a)
AU(t — a) dt puede escribirse como dos integrales:

L{ft-a)UE-a)} = J e'f(t —a)U(t — a) dr + J ef(t —a)W(t — a) dt
0

a

Ceropara0 =t<a Uno parat=a

= J ef(t—a) dt.

a

Ahora, si establecemos que v = f — a, dv = dt en la dltima integral, entonces
L{ft-—a)U(Et—-a)} = J e If(v) dv
0

= j ef(v)ydv = eﬂ”“%{f n}. -
0

Muchas veces deseamos encontrar la transformada de Laplace de sélo una funcién es-
calén unitario. Esto se puede lograr con base en la definicion 4.1 o en el teorema 4.6. Si
identificamos f{r) = 1 en el teorema 4.7, entonces f(t —a) = 1, F(s) = L {1} = /s, y asi

,as

LUt -a)} = .

(14)

Por ejemplo, mediante (14), la transformada de Laplace de la funcién ilustrada en la
figura 4.13 es

LD} = 2% (1) = 3L U —2)} + LU - 3))
—2s —3s
221_36 e
S

+ .
N s

B Forma inversa del teorema 4.7  Sif(1) = £7'{F(s)}, la forma inversa del teorema
4.7, a>0,es

P e F(s)} = f(t—a)WU(t - a). (15)

Ejemplo 6 Uso de la formula (15)

; —2s s —s/2
Evalie a) $7'\ 5 — 4° y b) £\ ¢2+9°¢ :

Solucién  a) Con las identificaciones a = 2, F(s) = 1/(s — 4), £7{F(s)} = ¢, a partir
de (15) tenemos

1
$1{ 4€2S} = 72 (r — 2).
5 —

b) Cona = /2, F(s) = s/(s> +9), £7{F(s)} = cos 3t, (15) produce

EBI{ZSe’”/Z} = cosS(t - W)%(t - 7T>.
s+ 9 2 2

La dltima expresion puede simplificarse un poco mediante la férmula de adicién para el
coseno. Verifique si el resultado es 1o mismo que —sen 37U (t — 7/2). a
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M Forma alternativa del teorema 4.7 Con frecuencia enfrentamos el problema
de encontrar la transformada de Laplace del producto de una funcién g y una funcién
escalén unitario AU(7 — a) donde la funcién g carece de la forma desplazada precisa
f(t — a) del teorema 4.7. Para encontrar la transformada de Laplace de g()AU(t — a),
podemos arreglar g(f) para convertirla en la forma requerida f(t — a) empleando mani-
pulaciones algebraicas. Por ejemplo, si queremos usar el teorema 4.7 para encontrar la
transformada de Laplace de #29U(f — 2), tendriamos que forzar a g(f) = ¢ a convertirse en
la forma f(t — 2). Usted deberd trabajar los detalles minuciosamente y verificar que > =
(t—2)> + 4(t—2) + 4 es una identidad. Por lo tanto,

LU -2)} = L{(r=2)*WU( - 2) + 4(r = 2)WU(r — 2) + 4U(1 - 2)},

donde cada término de la derecha puede evaluarse ahora mediante el teorema 4.7. Pero
como estas manipulaciones son lentas y con frecuencia no resultan evidentes, es mas
facil disefnar una version alternativa del teorema 4.7. Empleando la definicion 4.1, la
definicién de AU(7 — a), y la sustitucién u = ¢ — a, obtenemos

LlgWU(-a)} = J eg(t) dt = J e Doy + a) du.

a a

Es decir, L{eOWU(Et—-a)} = e“L{gt+a)}. (16)

Ejemplo 7 Segundo teorema de la traslacion. Forma alternativa
Evalie & {cos tU(t — m)}.

Solucion Con g(¢) = cos 1, a = , entonces g(t + ) = cos (¢ + ) = —cos ¢ mediante la
férmula de la adicidn para la funcién coseno. Entonces, por (16)

s
P _ = o =_ -5
{cos tU(t — )} e ™ ¥ {cos t} S e O

Ejemplo 8 Un problema de valores iniciales
0, O0=r<mm,

Resuelva y’ +y = f(1), 0) =5, dond 1=
esuelvay’ +y = f(f), y(0) onde f(?) {300”’ PR

Solucion La funcién f se puede escribir como f(f) = 3 cos tU(z — 7r) y entonces por
linealidad, con los resultados del ejemplo 7 y las fracciones parciales acostumbradas,
tenemos

L'} + Ly} = 3L {cos Ut — )}

$Y(s) = y(0) + Y(s) = -3——— ™

g+1°
(s+ D)Y(s) =5 — 23S e
o+ 1
PR N R
s+1 2 s+1 s +1 s+ 1

Ahora que si procedemos como lo hicimos en el ejemplo 6, a partir de (15) cona = 7 se
deduce que las inversas de los t€rminos entre llaves son

1 1
¢! { " lem} =AUt -m), P! { o 16”} = sen (t — m)WU(t — m),
s s

y P! { 5 i le_”} = cos(t — m) WU(t — 7).
s

4.3 Teoremas de traslacion
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/ N\
0F 3t
i 4 A\
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T 2 3

Figura 4.16 Grafica de la solucion
dada en (18)

w(x)
m
muro v
F— — —— ——— x
L
Ay 7.

Figura 4.17 Viga empotrada con
una carga variable
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Por lo tanto, la inversa de (17) es

3 3 3
y(&) = 5¢7" + 5 e MU — ) — 5 sen(t — m)W(t — ) — 5 cos (t — m)Ut — )
] .
=5¢"+ 5 e "™ + sent + cost AW(t — 7r) < Identidades trigonométricas

S5e”, 0=:<
{e t<a (18)

Se '+ 3¢ "™ + sent + 3 cost, t=.

Con ayuda de una herramienta de graficacion, obtenemos la grafica de (18) mostrada en
la figura 4.16. a

B Vigas En la seccién 3.9 vimos que la deflexién estética y(x) de una viga uniforme
de longitud L que soporta una carga w(x) por unidad de longitud se encuentra a partir de
la ecuacién diferencial de cuarto orden

d*y
ElI— = w(x), 19
dx* () (19)
donde E es el mddulo de Young de elasticidad e / es un momento de inercia del corte
transversal de la viga. La transformada de Laplace resulta particularmente ttil cuando
w(x) estd definida por tramos, pero con el fin de usar la transformada, debemos asumir de
manera tdcita que y(x) y w(x) estdn definidas en (0, c0) y no en (0, L). Observe también

que el siguiente ejemplo es un problema de valores en la frontera mas que de valor inicial.

Ejemplo 9 Un problema de valores en la frontera

Una viga de longitud L estd empotrada por ambos extremos como se muestra en la figura
4.17. Encuentre la deflexion de la viga cuando la carga estd dada por

2
wol—zx, 0<x<L/2

() = 0, L2 <x<L,

donde wyes una constante.

Solucion Recuerde que, como la viga estd empotrada por sus dos extremos, las condi-
ciones de frontera son y(0) = 0, y'(0) = 0, (L) = 0, y'(L) = 0. Ahora, con base en (10),
podemos expresar w(x) en términos de la funcién escalén unitario:

o=l gl - Gl 3)
SR G ]

Al transformar (19) respecto a la variable x se tiene

2

wo| L/2 B
El(s4Y<s) — £3(0) = '(0) — £5"(0) y’"(O)) - Z[L/ LR /}

L s S Ky

2w, | L/2 1 1
0 bien s*Y(s) — sy”(0) — y"(0) = ﬂ[ / =

|
EILL s & &
Si establecemos ¢; = y"(0) y ¢, = y"(0), entonces

oo 2w[L/2 1 1, }
Yo) =S5+ + 2| = — =+ e b2,
(®) s st EIL[ $ 650 ¢
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yeén consecuencia

: J. S
4 %{% g—l{ﬂ} _ Lsg—l{s_!} + igg—l{ﬂe—mﬂ}}
EIL| 4! $ 5! 0 5! s°

5
—clx2+ G 3+&[5—Lx4—x5+(x—£>%<x—£>].
60EIL| 2 2 2

Al aplicar las condiciones y(L) = 0y y'(L) = 0 al dltimo resultado se produce un sistema
de ecuaciones para ¢, y ¢,:
L’ L} 49wyL*

‘T 2% T 1920E1

Lol Sowl
Ty T 960ET

Al resolver, encontramos ¢; = 23wL*/960EI y ¢, = —9w,L/40EI Por lo tanto, la de-
flexion es:

5
y(x) = 23W0L 3WOL X+ Yo {%x“ - X + <x - £> 0u< - é)} d

1920EI 80EI 60EIL

EJERCICIOS 4.3 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-9.
oo - " ! = 2t = ’ =
Traslacion en el eje s Moy ee’, SO 2O =0
En los problemas del 1 al 20, encuentre F(s) o f{(z), como se 2. y"— y’ D t; YO =0,y f ) =
indica. 26. y' -4y’ +4y=r, y0)=1, y(0)=
1. P{te'} 2. Pt} 27. y'—-6y' +13y =0, y0)=0, y'(0)=-
3. P{Pe?) 4. F(1%e 28. 2y"+20y"+51y =0, y0)=2, y»'(0)=0
5. L{t(e + ¥} 6. L{¥(1- 1)) 29. y'—y' =eé'cost, y(0)=0, y'(0)=0
7. ${e'sen 3t} 8. Z{e ¥ cosdt) 30. y'=2y"+5y=1+1, y0)=0, y(0) =
9. F{(1-¢+3e™)cos 51} En los ejercicios 31 y 32, use la transformada de Laplace y el
o t procedimiento delineado en el ejemplo 9 para resolver el pro-
10. 9 =4t + 10sen— blema de valores en la frontera dado.
31. y'+2y"+y =0, y(0)=2, y(1)=2
1n. ¢! s+2 2. £ s—l "y _ — 0 v(m) =
32. V" + 8y +20y =0,y(0) =0, y'(m) =0
. . 33. Un peso de 4 libras estira un resorte 2 pies. El peso se li-
13. £ ¢ - 6s + 10 14 £7\ 2 + 2s +5 bera del reposo a 18 pulgadas por encima de la posicién
{ } { 29+ 5 } de equilibrio, y el movimiento resultante se presenta en
1 1 : . ‘i
15 LN\P 1 45 + 5 16. L7\ 9 + 65 + 34 un medlq que 0f7rece una fuerza'amo.rtlguadf)ra numéri
camente igual a g veces la velocidad instantdnea. Use la
{ } { } transformada de Laplace para encontrar la ecuacién de
17. (s +1)7 18. (s — 2)? movimiento x().
2s — 1 (s + 1) 34. Recuerde que la ecuacion diferencial para la carga instan-
19. £ (s + 1) 20. &£° (s + 2)* tédnea g(7) en el capacitor de un circuito LRC en serie es:
d’q dg 1
En los problemas del 21 al 30, use la transformada de Laplace Ld_t2 + R_ + c?~ E1). (20)

para resolver el problema de valor inicial dado.
Vea la seccién 3.8. Use la transformada de Laplace para
’ — 4 —
21. y’ tdy=e i’ y0) =2 encontrar g(f) cuaando L = 1 h, R = 20 Q, C = 0.005 f,
22. y'—y=1+t, y0)=0 E@®) = 150V, t> 0, g(0) = 0 e i(0) = 0. ;Cudl es la
23. y'+2y'+y =0, yO) =1, y(0)=1 corriente i(#)?

4.3 Teoremas de traslacion 215



35. Considere la bateria de voltaje constante E, que carga el capacitor mostrado en la figura 4.18. Divida la ecuacién
(20) entre L y defina 2\ = R/L y w> = 1/LC. Use la transformada de Laplace para mostrar que la solucién ¢(f) de

q"+2\q" + > g = Ey/L, sujeta a g(0) = 0, i(0) = 0, es

Circuito del problema 35

10 /\
I

p _
A
E,C| 1 — e M(coshVA?* — w’t + ——=senh V\* — w2t>} A>w
L A= o
q(t) =S EC|1 —e ™1 + )\t):|, A=w
i A Figura 4.18
E,C|1 — e‘“( cos Vw? — Nt + ———sen Vo’ — /\2t>:|, A<w ¢
\ L ' — A
36. Use la transformada de Laplace para encontrar la carga 49, 50.
g(?) enuna serie RC cuando ¢(0) = 0y E(f) = E,e ™™, k>0. f()
Considere dos casos: k # 1/RCy k = 1/RC.
|
|
., . |
Traslacion en el eje t ! .
| Ll T t
En los problemas del 37 al 48, encuentre F(s) o f(f), como se a b
indica. Figura 4.20 Grafica
37. L{t-DAUEr-1)} 38. {7 UG -2)} para el problema 49
39. L{tU(1r-2)} 40. L{Gr+DaUCE-1)}
41. £ A{cos 2t WU(t— )} 42, 35{ sen 19U <t - Z)}
51.

10

=) ()
¢ s .2 s+ 2

43.

<

o e ———

|
|
t
a

Figura 4.21  Gréfica
para el problema 50

45, 46.

{ e } {Sews/Z}
L2 +1 LNe+4a |
—s —2s
47 35‘{ : } 48 351{72 : }
: s(s + 1) . s(s — 1)

En los problemas del 49 al 54, haga coincidir la grafica dada
con alguna de las funciones ilustradas de a) a f). La gréfica de
f(¢) aparece en la figura 4.19.

S 4——

52.
1)

f0

Figura 4.22  Gréfica para el problema 51

N}
(S S —

e b ’
Figura 4.19 Grafica para los problemas del 49 al 54
53.

JO —f@0) Ut —a) f

Sf(t—b) Ut - b)
() Ut - a)
J(0) = f(2) Ut - b) '
S0 Ut — a) — f(1) Uz - b)
f(t—a) U(t— a) — f(t — a) U(t — b)

a)
b)
©)
d)
e)
5

t !
b

[ S

Figura 4.24  Gréfica
para el problema 53
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54.

Figura 4.23  Grafica para el problema 52

f

a

>~ ——

Figura 4.25 Gréfica
para el problema 54



En los problemas del 55 al 62, escriba cada funcién en térmi-
nos de las funciones escaldn unitario. Encuentre la transforma-
da de Laplace de la funcién dada.

2, 0=r<3
55. f(t)={_2 ‘=3
I, 0=tr<4
56. f(r)=40, 4=r<5
1, t=35
0, 0=r<1
57. f(t)={t2 =1
58. (1) = {O, 0=1<3m/2
' sent, t=3m/2
t, 0=r<?2
59, f(t)={0 f=2
sent, 0=1t<2mw
60. f(t)={0 t =2
61. 62.
0 i
37 —
|
o
N |
b |
—t—t—1
1 2 3 4

funcién escalera

pulso rectangular

Figura 4.26  Gréfica
para el problema 61

Figura 4.27 Gréfica
para el problema 62

En los ejercicios del 63 al 70, use la transformada de Laplace
para resolver el problema de valor inicial dado.

63. y' +y = flr), y(0) =0, dond t)—{o’ 0=r=l
-y y—f(,y()—,onef(—s’ f=1
64. y' +y = fit), y(0) = 0, dond t)—{ boo=r=l
- Y +y=f0), y0) =0, donde f{r) = 1, f=1

, 0=r<1
0, r=1

66. y'+4y = f(r), y(0) = 0,y'(0) = -1, donde
I, 0=1r<1
0 - {

0, tr=1
67. y'+4y =sentU(-2m), y(0) =1, y'(0)=0
68. y' -5y +6y =AU(-1), y0)=0, y'(0) =1
69. V' +y = f(1), y(0) =0, y'(0) = 1, donde
0, 0=r<mw
fy=41, mw=1<2mw
0, t =27

65. y' +2y = f(t), y(0) =0, donde f(r) = {

4.3 Teoremas de traslacion

70. y'+4y" +3y =1-U(-2) - WU —4) + WUt - 6),
y(©0)=0, y'(0)=0

71. Suponga que un peso de 32 libras estira un resorte 2
pies. Si el peso se libera del reposo desde la posicion
de equilibrio, encuentre la ecuacién de movimiento x(f)
si una fuerza aplicada f(f) = 20t actda sobre el sistema
cuando 0 = ¢ < 5 y después se elimina (vea el ejemplo
5). Ignore cualquier fuerza de amortiguamiento. Use
una herramienta de graficacion para obtener la grafica
x(7) en el intervalo [0, 10].

72. Resuelva el problema 71 si la fuerza aplicada f(f) = sen
t actua sobre el sistema cuando 0 = 7 < 27 y después se
elimina.

En los problemas 73 y 74, use la transformada de Laplace para
encontrar la carga g(f) en el capacitor de un circuito RC en
serie sujeto a las condiciones dadas.

73. q(0)=0,R=12.5Q,
C = 0.08 f, E(t) dada en

74. q(0) = g5, R = 10 Q,
C =0.1f, E(t) dadaen la

la figura 4.28 figura 4.29
E(n) E(t)
s e |
| |
| |
| |
| |
: |
. 307 I
f t } t
3 1.5
Figura 4.28 E(t) del Figura 4.29 E(t) del

problema 73 problema 74

75. a) Use la transformada de Laplace para encontrar la
corriente i(¢) en el circuito LR en serie de malla
simple cuando i(0) = 0,L=1h,R = 10 Q y E(¢) es

como aparece en la figura 4.30.
b) Use un programa computacional de graficacién para
graficar i(7) en el intervalo 0 = ¢ = 6. Utilice la gra-

fica para estimar 7,4, € iy, 108 valores maximos y
minimos de la corriente.

E(1)

1 sent, 0 <1< 372

: : :
J{ 2 an/z
-

Figura 4.30 E(t) del problema 75

76. a) Mediante la transformada de Laplace, encuentre la
carga ¢(?) en el capacitor de un circuito RC en serie
cuando ¢(0) = 0, R =50 Q, C = 0.01 fy E(?) es
como aparece en la figura 4.31.

b) Asuma que E, = 100 V. Use un programa de cémpu-
to para trazar la grafica g(7) en el intervalo 0 =1 = 6.
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77.

78.

79.

80.

81.
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Emplee la grafica para estimar g4, el valor maxi-
mo de la carga.

20
EU

Figura 4.31 £(t)

A
del problema 76

Una viga en voladizo estd empotrada en su extremo iz-
quierdo y libre en el derecho. Use la transformada de
Laplace para encontrar la deflexién y(x) cuando la carga
estd dada por

B {wo, 0<x<L/2
"= Lp=x<rL
Resuelva el problema 77 cuando la carga estd dada por
0, 0<x<L/3
we, L/3 < x < 2L/3
0, 2L/3 < x < L.

w(x) =

Encuentre la deflexion y(x) de una viga en voladizo em-
potrada en su extremo izquierdo y libre en el derecho
cuando la carga es como se dio en el ejemplo 9.

Una viga estd empotrada en su extremo izquierdo y sim-
plemente apoyada en el derecho. Encuentre la deflexion
y(x) cuando la carga es como la dada en el problema 77.

Pastel dentro de un horno Lea de nuevo el ejemplo 4
de la seccién 2.7 sobre el enfriamiento de un pastel que
se saca del horno.

a) Disefie un modelo matematico para la temperatura
de un pastel mientras estd adentro del horno con
base en los siguientes supuestos: en ¢ = 0, la mezcla

b)

del pastel estd a la temperatura ambiente de 70°F; el
horno no estd precalentado, de manera que cuando
t = 0y la mezcla del pastel se coloca en el horno,
la temperatura en el interior de éste es también de
70°F; la temperatura del horno se incrementa lineal-
mente hasta = 4 minutos, cuando se llega a la tem-
peratura deseada de 300°F; la temperatura del horno
es una constante de 300° cuando ¢ = 4.

Use la transformada de Laplace para resolver el pro-
blema de valor inicial dado en el inciso a).

Problemas de analisis

82. Analice cdmo arreglaria cada una de las siguientes fun-
ciones de manera que el teorema 4.7 pudiera usarse di-
rectamente para encontrar la transformada de Laplace
dada. Verifique sus respuestas mediante la expresién
(16) de esta seccion.

a)

c)
83. a)

b)

L+ DHWUE-1)} by Lle'WU(t-5)}
P{cos tU(t — )} dy L{*-3nU(F-2)}

Asuma que el teorema 4.6 se mantiene cuando el
simbolo a es reemplazado por ki, donde k es un nu-
mero real e i* = —1. Demuestre que se puede utilizar
P{te!"} para deducir

S2 _ k2
ENP{I cosS kt} = m
2ks
y Ptsenkt} = e

Ahora use la transformada de Laplace para resolver
el problema de valor inicial

X'+ w*x = cos wt, x(0) =0, x'(0) = 0.

|| a4

Propiedades operacionales adicionales )

M Introduccion En esta seccién desarrollamos muchas mds propiedades operaciona-
les de la transformada de Laplace. En especifico, veremos como encontrar la transfor-
mada de una funcién f(f) que estd multiplicada por un monomio ¢", la transformada de
un tipo especial de integral, y la transformada de una funcion periddica. Las dos tdltimas
propiedades de las transformadas nos permiten resolver algunas ecuaciones con las
cuales no hemos trabajado hasta este punto: las ecuaciones integrales de Volterra, ecua-
ciones integrodiferenciales, y ecuaciones diferenciales ordinarias donde la funcion de
entrada es una funcién periddica definida por tramos.

m Derivadas de transformadas

B Multiplicacion de una funcion por t”

La transformada de Laplace del producto

de una funcién f(7) con ¢ se puede encontrar al diferenciar la transformada de Laplace de
f@@). Si F(s) = L{f(} y si asumimos que es posible efectuar el intercambio de diferen-
ciacién e integracion, entonces

d d(~* _, (T
EF(S)_EJ; e f(l‘)dt—J0

es decir,

£}

e 7fle)] e = — L ey di =

d
i} = s Z{f®)}.
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De manera similar, ~ L{~f()} = L{t-tf(D)} = —% Fltf ()}

- L pigp) = L wign

Los dos casos anteriores sugieren el resultado general para £ {¢'f(r)}.

TEOREMA 4.8 Derivadas de transformadas

SiF(s) = L{f(t)} yn=1,2,3,..., entonces

LA} = (-1)

Ejemplo 1  Uso del teorema 4.8
Evalie £ {tsen kt}.

Solucion Con f(f) = sen kt, F(s) = ki(s* + k¥*) y n = 1, el teorema 4.8 da

d d k 2ks
st =~ stomrt = <5 () - Ay o

Si deseamos evaluar £{#* sen kr} y £ £ sen kt}, todo lo que necesitamos hacer, cada
vez, es tomar el negativo de la derivada respecto a s del resultado obtenido en el ejemplo
1 y después tomar el negativo de la derivada respecto a s de £{#* sen kt}.

Para encontrar las transformadas de las funciones #'e”, podemos usar el primer teore-
ma de la traslacién o el teorema 4.8. Por ejemplo,

1 1
T 4.6: L{te¥} =Pt} ., i =— =
eorema {te™} {thos-3 =73 s (5 - 3)
d d 1 _ 1
Teorema 4.8: ${te*'} = s P} = Tass—3 (s—3)7= (s — 3)

Ejemplo 2  Un problema de valor inicial
Resuelva x” + 16x = cos 4¢, x(0) =0, x'(0)=1.

Solucion EI problema de valor inicial podria describir el movimiento forzado, sin
amortiguacion, y resonante de una masa en un resorte. La masa comienza con velocidad
inicial de 1 pie por segundo en direccion descendente a partir de la posiciéon de equili-
brio.

Al transformar la ecuacién diferencial se tiene

s X(s) 1 . S
- s) = :
s+ 16 s+ 16 (s* + 16)?

(s> + 16)X(s) = 1 +
Del ejemplo 1, acabamos de aprender que

2ks
F! (s + K2 =tsen kt, (1)

4.4 Propiedades operacionales adicionales

@ Observe que se puede

L

utilizar cualquier
teorema.
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y entonces, con la identificacion k = 4 en (1) y en el inciso d) del teorema 4.3, obtenemos

1 4 1 _1{ 8s }
= — + — S
X0 =% {sz n 16} 5L\ F 167

1 1
= —sen4t + —tsen4t. |
4 8

m Transformadas de integrales

M Convolucion  Si las funciones f'y g son continuas por tramos en [0, o), entonces un
producto especial, denotado como f x g, estd definido por la integral

frg= J f(mglt—m)dr 2
0

y se conoce como convolucion de 'y g. La convolucion f = g es una funcién de z. Por
ejemplo,

!
1
e xsent = J e"sen(t—71)dr = E(—sen t—cost+e. 3)
0

Se puede demostrar que [ f(7)g(t — 7) d = [{,f(t — 7)g(7) d7, es decir, [+ g = g = /. Esto
significa que la convolucién de dos funciones es conmutativa.

No es verdad que la integral de un producto de funciones sea el producto de las in-
tegrales. No obstante, es verdad que la transformada de Laplace del producto especial
(2) es el producto de las transformadas de Laplace de f'y g. Esto significa que es posible
encontrar la transformada de Laplace de la convolucion de dos funciones sin evaluar
realmente la integral como lo hicimos en (3). El resultado que se deriva es conocido
como teorema de convolucion.

TEOREMA 4.9 Teorema de convolucién

Si f(t) y g(¢) son continuas por tramos en [0, c0) y de orden exponencial, entonces

F(fxg) = LUOYLLg0)} = F($)G(s).

Demostracion Sea

RO = S0} = | emmar v 66 = 2} = | e Fep)ap

Si procedemos de manera formal, tenemos

FIs)G(s) = Ume”f(f) d)( j Cete(B) dﬁ)

j e (r)g(B) dr dB

- [ [ exmas

Al mantener 7 fija, t = 7+ 3, dt = df3, de manera que

F(s)G(s) = L ") dTJOOe_”g(t — 7)dt.

T

N ¥

7:0at

En el plano ¢7 estamos integrando sobre la region sombreada de la figura 4.32. Como f'y
g son continuas por tramos en [0, 00) y de orden exponencial, es posible intercambiar el
orden de la integracion:

FS)G(s) = f e f St — 7 = Jm{ j St - T)df} dt = E{fag) 0

Figura 4.32 Cambio en el orden
de integracion de t primera a 7
primera
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Ejemplo 3 Transformada de una convolucién
t

Evalde SE{J e"sen(t — 7) dr}.
0

Solucion Conf(r) = €'y g(r) = sen t el teorema de convolucién establece que la trans-
formada de Laplace de la convolucién de f'y g es el producto de sus transformadas de
Laplace:

sfz{ [[ersente - ﬂm} = e oent) = = T

4

M Forma inversa del teorema 4.9 El teorema de convolucién algunas veces resulta
util para encontrar las transformadas inversas de Laplace del producto de dos transfor-
madas de Laplace. Con base en el teorema 4.9 tenemos

LHF$)GE)) = f g “)

Muchos de los resultados incluidos en la tabla de transformadas de Laplace del apéndice
IIT se pueden derivar utilizando (4). Por ejemplo, en el ejemplo siguiente obtenemos la
entrada 25 de la tabla:

2

& {sen kt — kt cos kt} = m (5)

Ejemplo 4 Transformada inversa como una convolucién
1
Evalie £ (2 + K22

Solucion Sea F(s) = G(s) =

s+ K

k 1
1 I
de manera que [y =g = © SE'{sz + kz} Tk senkt.
En este caso, (4) da
1 1 !
P! (2 + K2)? T 2| senkrsenk(r—7)dr. (6)
0
De sus conocimientos de trigonometria, recuerde ahora que
1
sen A sen B = E [cos (A —B) —cos(A + B)].

Si establecemos A = kty B = k(t — T), podemos realizar la integracion en (6):

. 1 L[
@ 1{m} = ﬁ,[) [cosk(2T — 1) — coskt] dr

11 !
= ﬁ{isenk(}r — t) — Tcoskt .

senkt — ktcos kt
2k3 '

Al multiplicar ambos lados por 2k3 resulta la forma inversa de (3). a

M Transformada de una integral Cuando g(t) = 1y & {g(©)} = G(s) = 1/s, el teore-
ma de convolucién implica que la transformada de Laplace de la integral de f'es

ol [y gL - F8)
flJ f(T)dT..[ o (7

0

4.4 Propiedades operacionales adicionales
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La forma inversa de (7),

ﬂf’(r)dr = J{IE)} (8)

se puede usar en vez de fracciones parciales cuando s” es un factor del denominador y
f() = LY F(s)} es ficil de integrar. Por ejemplo, para f(f) = sen ¢ sabemos que
F(s) = 1/(s* + 1), y, por lo tanto, mediante (8)

1 t
SEI{Z—} = J sentdr = 1 — cost
s(s* + 1) )
_ 1 '
& l{m} = L(l - COST)dT =1 — sent

1 ' 1
L = — = —fF — +
¥ {s3(s2 " 1)} L (r — sent)dr 2t2 1 + cost

y asi sucesivamente.

M Ecuacion integral de Volterra El teorema de convolucién y el resultado obtenido
en (7) son ttiles para resolver otros tipos de ecuaciones en los cuales una funcion des-
conocida aparezca bajo un signo integral. En el ejemplo siguiente, resolveremos una
ecuacion integral de Volterra para f(7),

f@) =g+ [ f(mh(t —7) dr. 9)

Y0
Las funciones g(f) y h(¢) son conocidas. Observe que la integral incluida en (9) tiene la
forma de convolucién (2) con el simbolo 4 como parte de g.

Ejemplo 5 Una ecuacion integral
Resuelva f(f) = 3t>— ¢ — j f(m)e'"dr paraf(z).
0

Solucion En la integral identificamos h(t — 7) = ¢'~7 de manera que A(f) = ¢'. Tomamos
la transformada de Laplace de cada término; en particular, mediante el teorema 4.9, la
transformada de la integral es el producto de L{ (1)} = F(s) y £{e'} = /(s 1):

Después de resolver la dltima ecuacion para F(s) y realizar la descomposicion de la frac-
cién parcial, encontramos

2
s+ 1

6 6 1
Fo)=5-—a+5~

©
=)

Entonces la transformada inversa da

- B ) o g e )

=312 +1-2¢". 0

M Circuitos en serie En una malla tnica o circuito en serie, la segunda ley de
Kirchhoff establece que la suma de las caidas de voltaje a través de un inductor, un resis-
tor y un capacitor es igual al voltaje aplicado E(f). Ahora se sabe que las caidas de voltaje
a través de un inductor, un resistor y un capacitor son, respectivamente,

di 1

LE, Ri(1) y —L i(t)dr,
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donde i(?) es la corriente y L, R y C son constantes. Se deduce que la corriente en un
circuito, tal como el ilustrado en la figura 4.33, estd regida por la ecuacion integrodife-
rencial

L% + Ri(r) + éﬁi(r)dr = E(1). (10)

)

Ejemplo 6 Una ecuacion integrodiferencial

Determinar la corriente i(¢) en un circuito LRC de malla inica cuando L = 0.1h,R =2 (),
C =0.1f1,i(0) = 0y el voltaje aplicado es
E(f) = 1201 — 120¢U(¢ - 1).

Solucion Mediante los datos proporcionados, la ecuacién (10) se convierte en

di . "
0.1 o +2i+ 10 | i(7) dr = 120t — 120¢U(t - 1).
0
Ahora, por (7), L{ [ i(t) dr} = I(s)/s, donde I(s) = L{i(r)}. Por lo tanto, la transforma-
da de Laplace de la ecuacién integrodiferencial es

1(s) | A R B
0.1sl(s) + 2I(s) + 10— = 120 - — e ¥ — —e™* |.« Por (16) de la seccion 4.3
N Ky Ky N

Al multiplicar esta ecuacién por 10s, usando s? + 20s + 100 = (s + 10)%, y resolviendo
entonces para I(s) resulta

1 1 1
I(s) = 1200 - - .
) [s(s F107  s(s + 102 (s + 102° }
Por fracciones parciales,
1/100 1/100 1/10 1/100 N
s+ 10 (s + 10)? s ¢
1/100 /10 1 _]
+ e’ + e’ — e’ |
s+ 10 (s + 10)? (s + 10)?

I(s) = 1200{

A partir de la forma inversa del segundo teorema de traslacion, la ecuacién (15) de la
seccion 4.3, finalmente obtenemos

i) = 12[1 = U — 1)] =12[e™'% — & 10=Dq s — 1)]
—120te™'% — 1080(¢ — 1)e %D — 1).

Escrita como una funcién definida por tramos, la solucién anterior es

. 12 — 12¢7'% — 1207e™ 1, 0=r<1
i(r) = (11)

—12¢71 + 127170 — 120771 — 1080(r — 1)e 1%~ t=1.
Usamos la dltima forma de la solucién y un CAS para graficar i(f) en cada uno de los dos

intervalos, y después combinamos las graficas. En la figura 4.34, observe que aunque la
entrada E(7) es discontinua, el resultado o respuesta i(f) es una funcién continua. a

m Transformada de una funcién periédica

M Funcion periédica Si una funcién periddica f tiene periodo T, T > 0, entonces
f(t+T) = f(t). La transformada de Laplace de una funcién periddica se puede obtener
por integracién en un periodo.

4.4 Propiedades operacionales adicionales

/o0

L

| |
I
c

Figura 4.33  Circuito LRC en serie

P o e o

10F b

Figura 4.34 Grafica de solucion
dada en (11)
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TEOREMA 4.10 Transformada de una funcidn h

periodica

Si f() es continua por tramos en [0, 00), de orden exponencial, y periédica con
periodo 7, entonces

L) = | ¢ MO

—
1 e A

Demostracion Escribimos la transformada de Laplace de f como dos integrales:

T

L{f(0)} = J e f(t) dt + Jwe‘“f(t) dt.

0
Cuando 7 = u + T, la dltima integral se convierte en

]

Looe‘“f(t)dt = Lme—mr)f(u + T)du = 7 j () = e T

(=)

T

Por lo tanto, F{f} = J e ) dt + eTL{f(1)}.

0

El teorema se demuestra resolviendo para £{f(¢)} la ecuacién incluida en la dltima
linea. |

E(®)
1 | | | :_
I
12 3 4
Figura 4.35 Onda cuadrada
224

Ejemplo 7 Transformada de una funcion periodica

Encontrar la transformada de Laplace de la funcién periddica mostrada en la figura 4.35.

Solucion La funcién E(f) se denomina onda cuadrada y tiene periodo T = 2. En el
intervalo 0 = ¢ < 2, E(f) puede definirse mediante

1, 0=r<1
E(t) =
0, 1=r<2,

y fuera del intervalo por f(¢ + 2) = f(#). Ahora, con base en el teorema 4.10,

1 2 1 1 2
g{E(I)} = —_ZJ eiStE(l)dt = 7t|:f e e 1dt+ J e 5. Odt]
1—e~ N 1 —¢"* b .
1 1—¢"* i
:m R —l-e”=({+e")(]l-¢)
1
ZW. (12) O

Ejemplo 8 Un voltaje periddico aplicado

La ecuacion diferencial para la corriente i(¢) en un circuito LR en serie de malla unica es
di
LE + Ri = E(1). (13)

Determinar la corriente i(f) cuando i(0) = 0 y E(¢) es la funcién de onda cuadrada que
ilustra la figura 4.35.

Solucion Mediante el resultado obtenido en (12) del ejemplo anterior, la transformada
de Laplace de la ED es

1 1/L
— I(S) = / . .
s(1 + ™) s(s+R/IL) 1+e*

LsI(s) + RI(s) = (14)
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Para encontrar la transformada inversa de Laplace de la dltima funcién, usamos primero
las series geométricas. Con la identificacion x = ¢, s > 0, la serie geométrica

1
=1—-—x+x>—x+ - seconvierte en — =1 —e¢ e P —e ¥+ -
1+x 1+e*
1 L/R LR
Con base en

s +RIL) s  s+R/L

podemos escribir (14) como

=t e e ey

s s+ R/L

1(1 e’ e d e ) 1( 1 1 _ e e )
- - _ _ 4+ = = _ e s + _ + - ).
R\s s s s R\s+R/L s+ R/L s+R/L s+ R/L

Al aplicar la forma del segundo teorema de traslacion a cada término de ambas series
obtenemos

i(r) = %(1 =AU — 1) + WU —2) —UF—3)+ )

(eI = TR — 1) Y = 2) = ROV — 3) 4 o)

0, de modo equivalente,
1 [ee]
i(t) — _(1 —Rt/L EE (1 _ —R(t ")/L)Ou(t _ n)

Para interpretar la solucién asumamos, con fines ilustrativos,que R =1, L =1y 0 =1¢
< 4. En este caso,

i(=1-e"—(1-eNUFt-1)+ (1 —e)UF-2) - (1 — D)UYt - 3); i

en otras palabras, 150 -
— 1+ -
1—e, 0=r<1
-t —(t—1) 051 i
,n_ )—e ' te . 1=1r<2 1
i(t) = T N ) )=t <3 (15 o t
Ce TN = D 4 =Y 3= <4 o1 2 3 4

La gréfica de i(7) en el intervalo 0 = t < 4, dado en la figura 4.36, se obtuvo con ayudade  Figura 4.36 Grafica de la solucion
un CAS. 1 dadaen (15)

EJERCICIOS 4.4 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-9. .

2 En los ejercicios del 9 al 14, use la transformada de Laplace
m Derivadas de transformadas para resolver el problema de valor inicial dado. Consulte la

En los problemas del 1 al 8, use el teorema 4.8 para evaluar la  tabla de transformadas de Laplace incluida en el apéndice III

transformada de Laplace dada. segiin sea necesario.
1. L} 2. £{re} 9. y+y=tsent, y(0) =0
3. ${tcos 2t} 4. £ {tsenh 3t} 10. y' —y = te'sent, y(0) = 0
5. % {tsenh t} 6. L{t’cos 1} 11. y"+9y =cos 3¢, y(0) =2, y'(0) =5
7. L {te*sen 6t} 8. F{te? cos 3t} 12. y'+y=sent, y(0) = 1, y'(0) = -1

4.4 Propiedades operacionales adicionales 225



13. y" +16y = f(r), y(0) = 0, y'(0) = 1, donde
cosdt, 0=r<m
l’ =
14. y'+y = f(n), y(0) = 1, y'(0) = 0, donde

f(t)={1’ 0=t<m/2

r=/2
En los problemas 15 y 16, use una herramienta de graficacién
para trazar la solucién indicada.

sen f,

15. y(¢) del problema 13 en el intervalo 0 = t < 27
16. y(t) del problema 14 en el intervalo 0 =< t < 37

En algunos casos, la transformada de Laplace puede usarse
para resolver ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
de variable monomial. En los problemas 17 y 18, use el teore-
ma 4.8 para reducir la ecuacién diferencial dada a una ecuacion
diferencial lineal de primer orden en la funcién transformada
Y(s) = L{y()}. Resuelva la ED de primer orden para Y(s) y
después encuentre y(f) = L {¥(s)}.

17. "=y =27, y(0) =0

18. 2y"+ 1y’ =2y =10, y(0) =y'(0) =0

Transformadas de integrales

En los problemas del 19 al 30, use el teorema 4.9 para evaluar
la transformada de Laplace dada. No evalde la integral antes de
transformar.

19. £{1 %1%} 20.
21. F{e' we' cost) 22.

t
23. ££{ J er’T} 24,
0
t
25. SB{JeTcosrdT} 26.
0[ r\t
27. 35{ J TetTdT} 28. i{J senTcos (f — T)dq-}
0, n .
29. §E{IJ SeanT} 30. sﬁ{tjte‘fdr}
0 0

En los problemas del 31 al 34, use (8) para evaluar la transfor-

mada inversa dada.
o)
1N\ =
32. & S2(S _ 1)

31. g-‘{ﬁ}
33. $-‘{ﬁ} 34. 52-{@}

35. La tabla incluida en el apéndice III no contiene una en-

trada para
o { 8% }
(s> + k) )°

a) Use (4) junto con los resultados obtenidos en (5)
para evaluar esta transformada inversa. Con ayuda
de un CAS, evalte la integral de convolucion.

P {t? «te')
P{e* xsen 1)

i{f CcOST d’T}
0
t
i{JTSGHTdT}

b) Examine de nuevo su respuesta al inciso ). jPodria
haber obtenido el resultado de otra manera?
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36. Use la transformada de Laplace y los resultados del pro-
blema 35 para resolver el problema de valor inicial

Y'+y=sent+tsent, y(0) =0, y'(0)=0.
Emplee una herramienta de graficacidn para trazar la

solucién.

En los problemas 37 a 46, use la transformada de Laplace para re-
solver la ecuacion integral o la ecuacién integrodiferencial dada.

37. f(r) + Jt(t - 7)f(r)dr =t

38. f(r) =2t — 4J sentf(r — 7)dr
0

39. f(r) =t + ij(t - 7)dr
0
40. f(1) + 2Jf('r) cos(t — 7)dT = 4e”' + sent

0
1

41. f(r) + Jf('r)d’r =1

0

42. f(t) = cost + Je”f(t - 7)dr
0

43, f(H)=1+1t— gj (r = )¥f(r)dr

44, t — 2f(1) = J(eT — e f(t — 7)dr

45. y'(r) = 1 — sent — Jy(T)dT,

0

d t
46. % + 6y(1) + 9Jy(7')d7' =1, y0)=0
0

En los problemas 47 y 48, resuelva la ecuacién (10) sujeta a i(0)
=0con L, R, Cy E(t) como estd dado. Use una herramienta de
graficacion para trazar la solucién en el intervalo 0 = ¢ = 3.
47. L=0.1h,R=3Q,C = 0.05f,
E(®) = 100{U( - 1) = Ut - 2)]
48. L =10.005h,R =1, C=0.02f,
E(t) = 100[¢ - (r— 1)Uz - 1)]

Transformada de una funcion
periddica

En los problemas del 49 al 54, use el teorema 4.10 para encon-

trar la transformada de Laplace de la funcion periddica dada.

49. S

1 —
|
|
|

al 2a| 3a) 4a|
| | | |

Funcién serpenteante

Figura 4.37 Grafica para el problema 49
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50.
£
14 1
|
|

4a 3a

1

]

’_
!
4a

Onda cuadrada
Figura 4.38 Grafica para el problema 50

51.
S

a “ LAy

2b 3b 4b
Funcidn diente de sierra

Figura 4.39 Grafica para el problema 51
52.

S0

t ¥ t t

1 2 3 4

Onda triangular

Figura 4.40 Gréafica para el problema 52

53.

Rectificacion de onda completa para sen ¢

Figura 4.41 Gréafica para el problema 53

54.
S0

1
2r 3 4

.
‘ x

Rectificacion de media onda para sen ¢

Figura 4.42 Grafica para el problema 54

En los problemas 55 y 56, resuelva la ecuacion (12) sujeta a i(0)
= 0 con E(f) como estd dado. Use una herramienta graficadora
para trazar la solucién en el intervalo 0 = ¢ < 4 para el caso de
L=1yR=1
55. E(t) es la funcién serpenteante del problema 49 con am-
plitud lya = 1.
56. E(t) es la funcién diente de sierra del problema 51 con
amplitud 1 y b = 1.

4.4 Propiedades operacionales adicionales

En los problemas 57 y 58, resuelva el modelo para un sistema
resorte-masa impulsado con amortiguamiento

d2
" ar

donde la funcién impulsora f es como se especifica. Use una he-
rramienta de graficacion para trazar x(f) en el intervalo indicado.

57. m =%, B =1,k =15, fes la funcién serpenteante descri-
ta en el problema 49 con amplitud de 10,ya = 7,0 =1t
<2m.

58. m = 1,8 =2,k =1, fes la onda cuadrada del problema
50 con amplitudde 5,y a = 7, 0 = t < 4.

+B—+m

f(0), x(0) =0, x'(0) =0,

Problemas de analisis

59. Analice como se puede usar el teorema 4.8 para encon-

trar
$l{lns — 3}
s+ 1)

60. La ecuacion diferencial de Bessel de orden n = 0 es
ty" +y" +ty = 0. En la seccion 5.3 veremos una solucién
del problema de valor inicial ry” + y" + ty = 0, y(0) = 1,
y'(0) = 0 esy = Jy(1), llamada funcién de Bessel de la
primera especie de orden v = 0. Use el procedimiento
indicado en las instrucciones para resolver los problemas
17 y 18 y mostrar que

1

F{I(0)} = Veil

[Sugerencia: Quiza necesite consultar el problema 46 en
los ejercicios 4.2. También, se sabe que J,(0) = 1.]

61. a) Se sabe que la ecuacion diferencial de Laguerre

'+ -0y +ny=0
posee soluciones polinomiales cuando n es un en-
tero no negativo. Desde luego, estas soluciones se
denominan polinomiales de Laguerre y se denotan
mediante L,(7). Encuentre y = L,(f), paran = 0, 1, 2,
3, 4 sabiendo que L,(0) = 1.

b) Demuestre que

e d -\ _
ég{n!dt”tne }— (s),

donde Y(s) = £{y} y y = L,(¢) es una solucién poli-
nomial de la ED del inciso a). Concluya que
e d
L(t)=——1", =012, ....

Tareas para el laboratorio de computo

62. En este problema se le conducird por los comandos de
Mathematica que le permitirdn obtener la transforma-
da simbdlica de Laplace de una ecuacién diferencial y
la solucién del problema de valor inicial al encontrar
la transformada inversa. En Mathematica, la transfor-
mada de Laplace de una funcién y(#) se obtiene usan-
do LaplaceTransform [y[t], t, s]. En la linea dos de la

227



y
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sintaxis, reemplace LaplaceTransform [y[t], t, s] por 63. Modifique de manera apropiada el procedimiento del
el simbolo Y. (Si usted no tiene Mathematica, entonces problema 62 para encontrar una solucién de
adapte el procedimiento dado para encontrar la sintaxis

correspondiente en el CAS que tenga a la mano.)

Considere el problema de valor inicial

Y'+3y' =4y =0, y(0) =0, y'(0) =0, y'(0) = 1.

64. La carga ¢(7) de un capacitor instalado en un circuito LC

Y'+6y +9y=rtsent, y(0) =2, y'(0) = -1. en serie estd dada por
. 2
ReProduzca el.probllema de.manera precisa y des- ‘21 +q=1-4U1-m) + 69Ut -3m), ¢(0) = 0, ¢'(0) = 0.
pués, a su debido tiempo, ejecute cada linea en la dt

secuencia de comandos dada. Copie el resultado a

mano o imprimalo.

Modifique de manera apropiada el procedimiento del
problema 62 para encontrar ¢(f). Grafique la solucién.

diffequat = y"[t] + 6y’[t] + 9y[t] = = t Sin[t]
transformdeq = LaplaceTransform [diffequat, t, s]/.

{y[0] ->2,y'[0] ->-1,

LaplaceTransform [y[t], t, s] - > Y}
soln = Solve[transformdeq, Y] // Flatten

Y =Y/. soln

InverseLaplaceTransform[Y, s, t]

2a |

fh—a fo fh+a

} t
)

b) Comportamiento de &, cuando a — 0

Figura 4.43 Impulso unitario
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4.5 La funcion delta de Dirac )

B Introduccion Justo antes del apartado Comentarios incluido en la pagina 205 indi-
camos, como una consecuencia inmediata del teorema 4.5, que F(s) = 1 no puede ser la
transformada de Laplace de una funcidn f continua por tramos en [0, c0) y de orden ex-
ponencial. En el siguiente andlisis vamos a presentar una funciéon muy diferente a las que
usted ha estudiado en cursos previos. Veremos que, de hecho, existe una funcién, o mas
precisamente, una funcién generalizada, cuya transformada de Laplace es F(s) = 1.

B Impulso unitario Los sistemas mecdnicos trabajan muchas veces bajo una fuerza
externa (o fem en un circuito eléctrico) de magnitud mayor que actia s6lo durante un
periodo muy corto. Por ejemplo, un reldampago puede hacer vibrar el ala de un avién, o
una masa sujeta a un resorte puede recibir un fuerte impacto con la cabeza de un martillo,
una pelota (de béisbol, golf o tenis) puede lanzarse hacia las alturas por un golpe violento
dado con algtn tipo de palo (bat de béisbol, palo de golf, raqueta de tenis). La grafica de la
funcién definida por tramos

O’
1 0=t<ty—a
St — 1) = P h—ast<ty+a (1
t=1ty, + a,
0, 0

a >0, t, > 0, mostrada en la figura 4.43a), serviria como un modelo para una fuerza de
tal tipo. Para un valor pequefio de a, §,(f — ,) es esencialmente una funcién constante de
gran magnitud que estd “activa” durante un periodo muy corto, alrededor de #,. El com-
portamiento de 6,(f — ;) cuando a — 0 se ilustra en la figura 4.43b). La funcién 8,(t — t,)
se denomina impulso unitario puesto que posee la propiedad de integracion [ *8,(t — )
dt=1.

M Funcion delta de Dirac En la préctica, resulta conveniente trabajar con otro tipo de
impulso unitario, una “funcién” que aproxime 6,(f — f,,) y esté definida por el limite
(t—ty) = lim 8,,(t — 1,). 2)
0

a—>
La ultima expresion, que no es en absoluto una funcién, se puede caracterizar por dos
propiedades

, {oo, t=t,
0)o(t—1) =

ji 6(t—ty) dt = 1.
0, t#1, y n)L( )

CAPITULO 4 La transformada de Laplace



El impulso unitario 8(f — #,) se denomina funcién delta de Dirac.
Es posible obtener la transformada de Laplace de la funcién delta de Dirac mediante
el supuesto formal de que £ {5(r—1y)} = lim,_,o L{5,(t —1,)}.

TEOREMA 4.11 Transformada de la funcion delta
de Dirac
Para 1, > 0, PL6(t — 1))} = e *". 3)

Demostracion Para comenzar, podemos escribir 8,(f — ;) en términos de la funcién es-
caldn unitario por virtud de (11) y (12) de la seccién 4.3:

St = 1) = oo (UG~ (6 — @) — U~ (1 + )]

Con base en la linealidad y en (14) de la seccién 4.3, la transformada de Laplace de esta
dltima expresion es

ty—a)

1 —( —s(ty+a) sa __ ,—sa
ol - ) = ol e - e (2T @

2a N ) 2sa

Puesto que (4) tiene la forma indeterminada 0/0 cuando a — 0, aplicamos la regla de
L Hopital:

esa — E*S{l
PL8(t — ¢, = 1lim {5 (t — ¢, = ¢ W )=,
{ ( 0)} ali)rg) { a( O)} (5 ug%( Dsa > e |

Ahora, cuando #, = 0, parece factible concluir con base en (3) que
L6} = 1.

El dltimo resultado enfatiza el hecho de que 6(#) no es el tipo usual de funcién que hemos
estado considerando, pues a partir del teorema 4.5 esperamos que £ {f(f)} — 0 cuando
5 — 0.

Ejemplo 1  Dos problemas de valor inicial
Resuelva y” +y = 48 (t — 27) sujeto a

a) y0)=1, y(0)=0 b) y0)=0, y'(0)=0.

Losdos problemas de valorinicial podrian servir como modelos paradescribirel movimien-
to de una masa localizada en un resorte que se mueve en un medio cuyo amortiguamiento
es de magnitud insignificante. Cuando t = 27, la masa recibe un fuerte golpe. En a), la
masa se libera del reposo desde una unidad por debajo de la posiciéon de equilibrio. En
b), la masa estd en reposo en la posicion de equilibrio.

Solucion a) De (3), la transformada de Laplace de la ecuacién diferencial es

S 4e7 7

$S+1 £+ 1

S2Y(s) — s + Y(s) = 4¢72™ 0o Y(s) =

Mediante la forma inversa del segundo teorema de traslacién, encontramos
y(t) = cos t + 4 sen(t — 27) U(t — 277).
Puesto que sen(z — 27) = sen ¢, la solucién anterior se puede escribir como

COSt, 0=tr<2mw

y(t) = { (5)

cost + 4sent, t = 2.

4.5 La funcion delta de Dirac
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Figura 4.44 La masa recibe un
golpe cuando t = 27

Figura 4.45 No hay movimiento
hasta que la masa recibe un golpe
cuando t = 27

230

En la figura 4.44, vemos que a partir de la gréfica trazada para (5), la masa estd exhi-
biendo un movimiento armoénico simple hasta que recibe un golpe en ¢ = 2. La influen-
cia del impulso unitario es para incrementar la amplitud de la vibracién a V17 cuando
t>2m.

b) En este caso, la transformada de la ecuacién es simplemente

46727”
Y(s) = .
(5) s+ 1

4 sen(r — 2) WU(r — 277)

y asi y()

{0, 0=r<2m
4sent, t = 2. (©)

La grafica de (6) ilustrada en la figura 4.45 muestra, como podria esperarse a partir de las
condiciones iniciales, que la masa no exhibe movimiento sino hasta que recibe un golpe
cuando t = 2. d

i) Si 6(z — t,) fuera una funcién en el sentido usual, entonces la propiedad i) en la pagina
225 podria implicar que [°8(f — #,) dt = 0 en lugar de [;°8(¢ — t,) dt = 1. Dado que
la funcién delta de Dirac no se “comporta” como una funcién ordinaria, aun cuando
quienes la usaron produjeron resultados correctos, en un principio los matemadticos la
recibieron con gran desdén. Sin embargo, en la década de 1940, el matematico francés
Laurent Schwartz, en su libro La Théorie de Distribution le otorgé fundamentos séli-
dos a la controversial funcion de Dirac, lo cual, a su vez, condujo a una rama de las
matematicas completamente nueva conocida como la teoria de las distribuciones o
funciones generalizadas. En esta teoria, (2) no es una definicion aceptada de 6(¢ — t,),
ni se habla tampoco de una funcién cuyos valores sean oo o 0. Aunque ya no se abunde
mas sobre este tema, basta con decir que la funcién delta de Dirac es mejor caracteriza-
da por sus efectos sobre otras funciones. Si fes una funcién continua, entonces

[ [(0)8(t — 1,)dt = f(t,) (7
70
puede tomarse como la definicion de d(¢ — t,). Este resultado se conoce como propie-
dad de tamizado porque (7 — 1) tiene el efecto de dispersar el valor de f(,) fuera del
conjunto de valores de f'en [0, c0). Observe que la propiedad ii) (con f(r) = 1) y (3) (con

f(®) = ™) son consistentes con (7).

ii) En el apartado Comentarios de la seccion 4.2 indicamos que la funcién de trans-
ferencia de una ecuacion diferencial lineal general de n-€simo orden con coeficientes
constantes es W(s) = 1/P(s), donde P(s) = a,s" + a,, _ it et a,. La funcion de
transferencia es la transformada de Laplace de la funcién w(z), llamada funcién peso
de un sistema lineal. Pero w(7) se puede caracterizar en términos del andlisis que se esté
realizando. Por simplicidad, consideremos un sistema lineal de segundo orden en el
cual la entrada sea un impulso unitario cuando ¢ = 0:

aY'+ay +ayy =061, y0) =0, y'(0)=0.

Al aplicar la transformada de Laplace y usando £{8(¢)} = 1, se muestra que la trans-
formada de la respuesta y es, en este caso, la funcion de transferencia

Y(s) = ! = Pgs) W(s) ysi y= i_l{ﬁ} = w(t).

(12s2 + a;s + ay

Con base en esto podemos ver, en general, que la funcién de peso y = w(#) de un
sistema lineal de n-€simo orden es la respuesta de estado cero del sistema a un impulso
unitario. Por esta razon, w(¢) se denomina también respuesta de impulso del sistema.

CAPITULO 4 La transformada de Laplace



EJERCICIOS 4.5

En los problemas del 1 al 12, use la transformada de Laplace
para resolver la ecuacién diferencial dada sujeta a las condicio-
nes iniciales que se indican.

.y =3y=68(1-2),y0)=0

2. vV +y=38(-1),y0)=2

3. Y"+y=68(-2m),y0)=0,y'0) =1

4. y"+ 16y = 6(t—2m), y(0) = 0,y (0) =0

5. V'+y=38(t-m/2)+6(—3m/2),y0)=0,y'(0)=0
6. V'+y=38(t-2m) +8(—4m),y0)=1,y(0)=0
7
8

-

LY+ 2y =68(—-1),y0) =0,y (0) =1
LY =2y =1+8(-2),y0)=0,y'(0) =1
9. y'+4y" +5y=68(t-2m),y0)=0,y(0)=0
10. y"+2y"+y=06(@—-1),y0)=0,y'(0)=0
1. Y'+4y + 13y =8t —m) +8(t—3m), y0)=1,y'(0) =0
12 V' =Ty +6y =€ +6(1—-2)+6(1—4),y0) =0, y(0)=0
13. Una viga uniforme de longitud L soporta una carga con-
centrada wy en x = L/2. La viga estd empotrada en su
extremo izquierdo y libre en el derecho. Use la trans-

formada de Laplace para determinar la deflexion y(x) a
partir de

Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-10.

a' L
EI—{ = w05<x = —>,
dx 2

donde y(0) =0,y'(0) =0,y"(L) =0y y"(L) = 0.

14. Resuelva la ecuacién diferencial dada en el problema 13
sujetaa y(0) = 0,y'(0) = 0, y(L) = 0, y'(L) = 0. En este
caso, la viga estd empotrada en ambos extremos. Vea la

figura 4.46.
Wo
7 ﬂ
L — 1 ——— x
L Figura 4.46 \Viga para
y 7. el problema 14

Problemas de analisis

15. Alguien le dice a usted que las soluciones de los dos
problemas de valor inicial

Y'+2y'+10y =0, y(0) =0,y'(0) =1
y Y +2y" + 10y = 6(r), ¥(0) =0,y'(0) =0

son exactamente las mismas. ;Estd usted de acuerdo o en
desacuerdo? Defienda su respuesta.

4.6
lineales

Sistemas de ecuaciones diferenciales

M Introduccion Cuando las condiciones iniciales estdn especificadas, la transforma-

da de Laplace se reduce de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coefi-

cientes constantes a un conjunto de ecuaciones algebraicas simultaneas en las funciones

transformadas.

M Resortes acoplados En nuestro primer ejemplo resolvimos el modelo
mx| = —kx; + ky(x, — x,)

= —ky(x — x)

que describe el movimiento de dos masas m, y m, en el sistema de resorte acoplado que
ilustra la figura 3.58 de la seccién 3.11.

ey

MyXs

Ejemplo 1 Ejemplo 4 de la seccion 3.11 vuelto a tratar
Use la transformada de Laplace para resolver
=0

4x;+ x+4x,=0

X{ + 10x; — 4x,

()
sujeto a x;(0) = 0, xj(0) = 1, x,(0) = 0, x5(0) = —1. Este es el sistema (1) con k, = 6,
ky=4,m =1ym,=1.
Solucion La transformada de cada ecuacién es
57X, () — 5x,(0) — x{ (0) + 10X,(s5) — 4X5(s) = 0
—4X,(5) + 5°X5(s) — 5x,(0) — x5(0) + 4X,(s) = 0,

4.6 Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales 231



Figura 4.47 Red eléctrica
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donde X,(s) = L {x;(0)} y X5(s) = L{x,(r)}. Elsistema anterior es lo mismo que

(5% + 10)X,(s) — 4X,(s) = 1 3
—4X,(5) + (8* + HX,(s) = —1. )
Al resolver (3) para X,(s) y usar fracciones parciales en el resultado se tiene
2 1/5 6/5
Xi(s) = s2 :_z/ +2/ ’
(s* + 2)(s* + 12) sS+2 s+ 12
y, por lo tanto,
" 1 gl{\/z}+ 6 gg,{ Wz}
w(f) = —
: 5V2 sS+2) 5V §+ 12
2 3
= —%sen V2t + %sen 2V3t.
Al sustituir la expresion por X;(s) en la primera ecuacion de (3) se obtiene
s+ 6 2/5 3/5
Xy(s) = 2 2 = T2 T2
(s* + 2)(s* + 12) sS+2 s+ 12
2 V2 3 V12
B T ) v e Fraed
5V2 sc+ 2 5V12 sc+ 12
V2 V3
= —Tsen\th BT 2V3t.
Por ultimo, la solucién para el sistema (2) dado es
V2 V3
x(t) = —Wsen\/it + ?senZ\/gt
4)
V2 V3
x(f) = ———sen V2t — ——sen2V/3t.
5 10
La solucién (4) es la misma que la obtenida en (14) de la seccién 3.11. a

Redes En la expresion (18) de la seccidn 2.9 vimos que las corrientes i,(7) e i,(f) mostradas
en la red que contiene el inductor, el resistor y el capacitor de la figura 4.47 estaban regidas
por el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

di, )
L— + Ri, = E(1)
dt
di, ®)
RC— +1i, — i, = 0.
dt

Resolvemos este sistema mediante la transformada de Laplace del siguiente ejemplo.

Ejemplo 2 Red eléctrica

Resuelva el sistema dado en (5) bajo las condiciones E(f) = 60 V,L =1h,R =50, C =
107 f, considerando que las corrientes i, e i, son inicialmente cero.

CAPITULO 4 La transformada de Laplace



Solucion Debemos resolver

dil .
E + 50i, = 60
di
50(10“‘);2 +i,— i, =0

sujetaa i;(0) = 0, i,(0) = 0.
Cuando se aplica la transformada de Laplace a cada ecuacién del sistema y se sim-
plifica resulta

60
sI(s) + 507,(s) = o

—2001,(s) + (s + 200),(s) = 0,

donde I,(s) = L{i,()} e I,(s) = L{iy(1)}. Al resolver el sistema para I, e I, y descom-
poner los resultados en fracciones parciales se tiene

1) 60s + 12000  6/5 6/5 60

S o . | | e . —

‘ s(s + 100)? s s+100 (s + 100)
12000  6/5  6/5 120

L(s)=—" = - .
As) s(s + 1002 s s+ 100 (s + 100)

Al tomar la transformada inversa de Laplace, encontramos que las corrientes son

6 6
il(t) — g _ ge—lom _ 601‘67100[
6 6
(1) = 5 = ge M = 12007 |

Observe que tanto #,(f) como i,(f) del ejemplo 2 tienden hacia el valor E/R = 2 cuan-
do t — c0. Ademads, como la corriente que atraviesa el capacitor es i5(f) = i;(f) — i,() =
60te™1%% observamos que i3(f) — 0 cuando ¢ — o0.

M Péndulo doble Tal como ilustra la figura 4.48, un péndulo doble oscila en un plano
vertical debido a la influencia de la gravedad. Para desplazamientos pequefios 6,(¢) y 0,(?),
se puede demostrar que el sistema de ecuaciones diferenciales que describe el movimiento
es

(my + m)IP0 | + myl, 1,05 + (my + my)l g0, =0

6
myl205 + mol, 1,0 + myl,g0, = 0. ©)
Como se indica en la figura 4.48, 6, se mide (en radianes) desde una linea vertical que se
extiende hacia abajo a partir del eje del sistema, y 6, se mide desde una linea vertical que
se extiende hacia abajo a partir del centro de la masa m,. La direccién positiva es hacia la
derecha y la negativa hacia la izquierda.

Ejemplo 3 Péndulo doble

Se deja como ejercicio completar los detalles mediante la transformada de Laplace para
resolver el sistema (6) cuando m, = 3, m, = 1,1, = I, = 16, 6,(0) = 1, 6,(0) = -1, 6,'(0)
=01y 6,(0) = 0. Debe encontrarse que

0,(1) ! 2 t+ 3 2t
= —cos—=1+ ~—cos
: 477V3r 4
1 2 3 @
0,(1) = Ecos%t — 5 cos 2t.

4.6 Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

Figura 4.48 Péndulo doble
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Con ayuda de un CAS, se obtuvieron las posiciones de las dos masas en

=0 i=lA =25 t = 0 y en los momentos siguientes que se muestran en la figura 4.49.
Vea el problema 21 en los ejercicios 4.6.

a) b) c)
z41 t69> =85
d) e) f)

Figura 4.49 Posiciones de las masas en diferentes momentos |

EJERCICIOS 4.6 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-10.

En los problemas del 1 al 12, use la transformada de Laplace

para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales dado. 11. ‘52 +3 ? +3y=0 12 % =4x -2y +2WU((1 - 1)
dx dx
1. — == 2. — =2 4
i o dt a E 3 t ol 3 WUt —1)
+ = _— = — =+ —
dy 5 dy g dar y=te dt Y
—_— = —_— = —1
a a X(0) = 0, x'(0) = 2, X(0)= 0, y(0) = 1
x(0) =0, y0) =1 x(0)=1, y0)=1 y(0) =
3. dx =x— 2 4. L3 + 3x + Q =1 13. Resuelva el sistema (1) cuando k; = 3, k, = 2, m; = 1, m,
Z’t dt ddf = 1yx,(0) =0, x}(0) = 1, x,(0) = 1, x5(0) = 0.
d
;y =5x-y ;x - x+ d_y —y=é 14. Derive el sistema de ecuaciones diferenciales descritas
! ! ! por el movimiento vertical en linea recta de los resortes
x(0) = -1, y(0) =2 x(0)=0, y0)=0 acoplados en equilibrio que muestra la figura 4.50. Use la
dx  dy dx dy transformada de Laplace para resolver el sistema cuando
5.254_?2‘ 2x =1 6. E‘i‘x—d—t-i-y: =1k =1k=1m=1m=1yx(0) =0,x/(0)
= -1, x,(0) = 0, x,(0) = 1.
dx + d— 3x-3 2 dx + Q +2y=0
at a7 at " dr
x(0) =0, y0)=0 x(0) =0, y0) =1 R S
'dtzxy Cdf dr i %
le d2 dy dx L
— +y-x=0 +—-—4—=0 e
a7 daf | dr - dt
X=07——————— <
x(0) =0, x'(0) =-2 x(0) =1, x'(0) =0, T
X
¥(0) =0, y'(0) =1 y0) =-1, y'(0) =5 ’
dx &y dx &’y L ______
9. +-—==17 10. — —4x+—5 =6sent
ar " dt a e T
BBy @ by
af dr a7 ar
x(0) =8, x'(0) = 0, x(0) =0, y(0) =0,
y(0) =0, y'(0) =0 y'(0) =0, y"(0) =0 Figura 4.50 Resortes acoplados, problema 14
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

a) Muestre que el sistema de ecuaciones diferenciales
para las corrientes i,(f) e i5(f) presentes en la red eléc-
trica mostrada en la figura 4.51 es

L, 4 + Riy + Riy = E(Y)
dt

L, s, Ri, + Ri; = E(1).
dt

b) Resuelva el sistema dado en el inciso a) siR = 5 (),
L, =0.01h,L,=0.0125h, E=100V, i,(0) =0e
i;(0) = 0.

¢) Determine la corriente i(f).

L,

Figura 4.51 Red para
el problema 15

a) En el problema 12 de los ejercicios 2.9 se le pidio
demostrar que las corrientes i,(f) e i5(¢) ilustradas en
la red eléctrica de la figura 4.52 satisfacen

L=—2+L—+Rj,=E{
dt dr 12 ()
R pda, L =0
Va4 P
Resuelvael sistemasi R, = 10Q,R, =50, L=1h,
C=02f,
120, 0=1r<?2
E@) = ,
0, t=2

i,(0) = 0ei3(0) =0.

b) Determine la corriente i,(¢).

Figura 4.52 Red para
el problema 16

Resuelva el sistema dado en la expresion (17) de la sec-
ciéon2.9cuandoR, =6 Q, R, =5Q0,L,=1h,L, = 1h,
E(t) = 50sen tV, i,(0) = 0 e i5(0) = 0.

Resuelva (5) cuando E =60V, L = %, R=50Q,C=

107 £, i,(0) = 0 e i,(0) = 0.

Resuelva (5) cuando E=60V,L=2h,R=50Q,C =

107 £, i,(0) = 0 e i,(0) = 0.

a) Muestre que el sistema de ecuaciones diferenciales
para la carga ¢g(t) presente en el capacitor y la co-

4.6 Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

b)

rriente i5(f) de la red eléctrica mostrada en la figura
453 es

dgq
R, % + —q + Rji; = E(1)
dis 1
L5+R2l3 _Eq = 0.

Encuentre la carga presente en el capacitor cuando
L=1hR =1Q,R,=1Q,C=1f,

0<r<1
t=1

;3(0) = 0y g(0) = 0.

~

Figura 4.53 Red para
el problema 20

Tareas para el laboratorio de computo

21.

a)

b)

9]

d)

e)

h

Use la transformada de Laplace y la informacién del
ejemplo 3 para obtener la solucién (7) del sistema
dado en (6).

Use una herramienta de graficacién para trazar las
gréficas de 0,(7) y 0,(¢) en el plano #0. ;Qué masa
tiene los desplazamientos extremos de mayor mag-
nitud? Con las gréficas, estime el primer momento
en que cada masa pasa por la posicion de equilibrio.
Analice si el movimiento de los péndulos es peri6-
dico.

Como ecuaciones paramétricas, grafique 6,(¢) y
0,(t) en el plano 6,0,. La curva definida por estas
ecuaciones paramétricas se denomina curva de
Lissajous.

La posicién de las masas cuando ¢ = 0 estd dada en
la figura 4.49a). Observe que hemos usado 1 radidn
=~ 57.3°. Use una calculadora o alguna aplicacién
computacional para hacer tablas y elabore una tabla
de valores para los dngulos 6,y 6, parat = 1,2, ...,
10 segundos. Después, grafique las posiciones de
las dos masas en esos tiempos.

Use un CAS para encontrar el primer momento en
que 6,(1) = 6,(7) , y calcule el valor angular corres-
pondiente. Trace las posiciones de las dos masas en
esos tiempos.

Utilice un CAS para trazar también las lineas apro-
piadas y simular las barras del péndulo en la figura
4.49. Use la capacidad de animacién de su siste-
ma para hacer una “pelicula” del movimiento del
péndulo doble desde ¢+ = 0 hasta ¢+ = 10 usando un
incremento de tiempo de 0.1. [Sugerencia: Exprese
las coordenadas (x,(7), y,(?)) y (x,(2), ¥,(¢)) de las
masas m, y m,, respectivamente, en términos de
0,(1) y 05(0).]
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EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 4

Las respuestas a los problemas impares
seleccionados comienzan en la pagina RESP-10.

En los problemas 1y 2, use la definicion de la transformada de
Laplace para encontrar &£ { f(r)}.

t, 0=r<1
1. t) =
1) {2—1‘, t=1
0, 0=r<?2
2. f(=41, 2=r<4
0, t=4

En los problemas del 3 al 24, llene los espacios en blanco o res-
ponda verdadero o falso.

3. Si fno es continua por tramos en [0, 00), entonces no
existird £ {f(r)}.

4. La funcién f(#) = (¢")!° no es de orden exponencial. ___

5. F(s) = s*/(s* + 4) no es la transformada de Laplace de
una funcién continua por tramos y de orden exponen-
cial.

6. Si L{f(n} = F(s) y {g(r)} = G(s), entonces
LHF©G(s)} = f(Dg).

7. L) = 8. Pt} =
9. ¥{sen2t} = 10. $L{esen2t) =
11. ${rsen2t} = 12. F{sen2tU(t—m)} =
20 1
-1 ) =Y _ -1 —
13. & {sé} 14. &£ {3s_1}

15. £\ ———=

16. ¥

18. ¢!

19. ¢!

20. ¢!

{
{
mog{ e
{
{
{

21. ${e™™} existe para s >

22. Si L{f(®)} = F(s), entonces L{te’f(£)} =

236

23. Si L{f(t)} = F(s)y k > 0, entonces L{e"f(t — k)
WUt —k)} = .

24, &E{ L temf(T)dT} =
sfer[ar} -

En los problemas del 25 al 28, use la funcién escalén unitario y
anote una ecuacion para cada grafica en términos de la funcién
y = f(¢) cuya grafica estd dada en la figura 4.54.

mientras que

y
y=f
|
I ; Figura 4.54 Grafica para
fo los problemas del 25 al 28
25.
y
|
| , Figura 4.55 Grafica
) para el problema 25
26.
y
I
I Figura 4.56 Grafica
ly para el problema 26
27.
y

Figura 4.57 Gréfica
0 para el problema 27
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\/\

0 I

~

Figura 4.58 Grafica para el problema 28

En los problemas del 29 al 32, exprese f'en términos de funcio-

nes escal6n unitario. Encuentre £ {f()} y L {'f(1)}.
29.

f@®

1
. i
0 2 s
Figura 4.59 Grafica para el problema 29
30.
S @)
i N
_l‘l‘ Mﬂ 3;7

Figura 4.60 Grafica para el problema 30
31.

f@

Figura 4.61 Gréafica para el problema 31
32.

f@®

t t
2

Figura 4.62 Grafica para el problema 32

En los problemas del 33 al 38, use la transformada de Laplace

para resolver la ecuacién dada
33. y' -2y +y=¢, y0)=0, y (@0 =5
34, y' -8y +20y =te', y(0)=0, y'(0)=0
35. '+ 6y +5y=t—tWU@E-2), y0)=1, y(0)=0

36.

2,
-

y" =5y = f(¢), donde

0=r<1

, v(0) =1
0. 1=1 y(0)

37. y'(t) = cost+ J y(7) cos(t — 1) dr, y(0) =1
0

38.

J f(0) ft—7) dr = 68
0

En los problemas 39 y 40, use la transformada de Laplace para
resolver cada sistema.

39.

41.

42.

43.

44,

45.

40. X' +y" = ¢&*
Zxr + ylr — _eZI
x(0) =0, y0)=0
x'(0)=0, y (0 =0

La corriente i(f) presente en un circuito RC en serie se
puede determinar con base en la ecuacién integral

X' +y=t
4x+y' =0
x(0) =1, y(0)=2

Ri + éLi(T) dr = E(1),

donde E(7) es el voltaje aplicado. Determine i(f) cuando
R=10Q,C=05fyE@® = 2(t*+1).

Un circuito en serie contiene un inductor, un resistor y
un capacitor para los cuales L = % h,R=10QyC=
0.01 f, respectivamente. El voltaje

10,
E(t) =
w={"
se aplica al circuito. Determine la carga instantdnea g(7)

presente en el capacitor cuando 7> 0 si g(0) = 0y ¢'(0)
=0.

0=r<5
t=5

Una viga uniforme en voladizo, de longitud L, estd em-
potrada en su extremo izquierdo (x = 0) y libre en el de-
recho. Encuentre la deflexién y(x) si la carga por unidad
estd dada por

-2 [E e (o= Bue- )]

Cuando una viga uniforme estd soportada por una base
elastica, la ecuacién diferencial para su deflexion y(x) es

dly w(x)

— + 4a4y = —,

dx EI
donde a es una constante. Para el caso en que a = 1,
encuentre la deflexion y(x) de una viga de longitud 7
soportada eldsticamente y que estd empotrada en con-
creto por ambos extremos cuando se aplica una carga
concentrada wy en x = /2. [Sugerencia: Use la tabla de
transformadas de Laplace incluida en el apéndice III.]

a) Suponga que dos péndulos idénticos estdn acopla-
dos por medio de un resorte con constante k. Vea la
figura 4.63. Bajo los mismos supuestos formulados
en el andlisis del ejemplo 3, es posible demostrar
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b)

que cuando el desplazamiento de los dngulos 6,(7) y
0,(1) es pequeio, el sistema de ecuaciones diferen-
ciales lineales que describe el movimiento es

n g k
07 + 701 = _Z(gl - 92)

” g k
03 + 702 = Z(Ol — 6,)
Use la transformada para resolver el sistema cuando
0,(0) = 6, 61(0) = 0, 6,(0) = s, 6;(0) = 0, donde
0, y ¥, son constantes. Por comodidad, establezca
w® = g/l, K = kim.

Use la solucién obtenida en el inciso a) para ana-
lizar el movimiento de péndulos acoplados en el
caso especial donde las condiciones iniciales son

0,(0) = 0,, 0,(0) = 0, 6,(0) = 6, 6;,(0) = 0. Cuando
las condiciones iniciales son 6,(0) = 6,, 6;(0) = 0,
6,(0) = —b;, 63(0) = 0.

Figura 4.63 Péndulos acoplados, problema 45
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CAPITULO

Soluciones en serie para
ecuaciones diferenciales lineales

Estructura del capitulo J

5.1 Soluciones en torno a puntos ordinarios
5.1.1  Repaso de las series de potencias
5.1.2  Soluciones en series de potencias
5.2 Soluciones en torno a puntos singulares
5.3 Funciones especiales
5.3.1 Funciones de Bessel
5.3.2 Funciones de Legendre
Ejercicios de repaso del capitulo 5

Hasta aqui hemos resuelto principalmente ecuaciones diferenciales de
segundo orden o de orden mayor donde la ecuacion es lineal y tiene
coeficientes constantes. Cuando se trata de aplicaciones, las ecua-
ciones lineales de segundo orden con coeficientes variables son tan
importantes, si no es que mas, como las ecuaciones diferenciales con
coeficientes constantes. La (nica ecuacion diferencial lineal con coefi-
cientes variables que hemos considerado hasta ahora es la ecuacion de
Cauchy-Euler (seccién 3.6). En este capitulo veremos que la facilidad
con que resolvimos las ecuaciones de Cauchy-Euler de segundo orden
no se podra aplicar ni siquiera a una simple ecuacion lineal de segundo
orden con coeficientes variables como y” + xy = 0.
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5.1 Soluciones en torno a puntos ordinarios]

M Introduccion En la seccién 3.3 vimos que resolver una ecuacién diferencial lineal
homogénea con coeficientes constantes era esencialmente un problema de algebra. Cuando
encontramos las raices de la ecuacion auxiliar pudimos escribir una solucién general de la
ecuacién diferencial como una combinacién lineal de las funciones elementales x*, x*e®*,
xe, cos Bx y x*e**sen Bx, donde k es un entero no negativo. Pero como se sefial6 en la
introduccioén a la seccién 3.6, no es posible resolver la mayoria de las ecuaciones dife-
renciales lineales de orden superior con coeficientes variables en términos de funciones
elementales. Un método comiin para resolver ecuaciones de esta naturaleza es asumir
una solucién en la forma de series infinitas y proceder de manera similar al método de
coeficientes indeterminados (seccion 3.4). En esta seccion, consideramos ecuaciones dife-
renciales lineales de segundo orden con coeficientes variables que poseen soluciones en la
forma de series de potencias.

BEEERN Repaso de las series de potencias

De sus conocimientos de cdlculo, recuerde que una serie de potencias en x — a es una
serie infinita de la forma

o0
Ecn(x —a)'=cy+ ci(x —a) + c(x —a)? + -
n=0

Se dice que tal serie es una serie de potencias centrada en a. Por ejemplo, la serie de
potencias >, ~o(x + 1)"estd centrada en a = —1. En esta seccién, nos enfocaremos prin-
cipalmente en las series de potencias en x; en otras palabras, series de potencias como

Dol 2" = x + 2x* + 4x* + -+ que estén centradas en a = 0. La siguiente lista

resume algunas cuestiones importantes sobre las series de potencias.

« Convergencia Una serie de potencias 2, _, c,(x — a)" es convergente en un valor espe-
cifico de x si su secuencia de sumas parciales {Sy(x)} converge; es decir, si limy_,,, Sy(x) =
limy_,.. 2V _c,(x — a)" existe. Si el limite no existe en x, se dice que la serie es diver-
gente.

* Intervalo de convergencia Toda serie de potencias tiene un intervalo de convergencia.
El intervalo de convergencia es el conjunto de todos los nimeros reales x para los que la
serie converge.

* Radio de convergencia Toda serie de potencias tiene un radio de convergencia R. Si
R >0, entonces una serie de potencias 2%,_,c,(x — a)" converge para lx — al < Ry diverge
paralx — a | > R. Si la serie converge s6lo en su centro a, en ese caso, R = 0. Si la serie
converge para toda x, entonces escribimos R = 00. Recuerde que la desigualdad de valor
absoluto Ix — al < R es equivalente a la desigualdad simultdneaa — R <x<a + R. Una
serie de potencias puede o no converger en los extremos @ — Ry a + R de su intervalo.

* Convergencia absoluta Dentro de su intervalo de convergencia, una serie de potencias
converge de manera absoluta. En otras palabras, si x estd en el intervalo de convergencia
y no es un extremo del intervalo, entonces la serie de valores absolutos 27,_, lc,(x — a)"l
converge.

* Prueba de relacion La convergencia de las series de potencias a menudo se puede
determinar mediante la prueba de relacion. Suponga que ¢, # 0 para toda n, y que

lim Cn+1('x B a)n+l Cn+1

n—00

= |x — a| lim = L.

n—00

cfx — a)f

n

Si L < 1, la serie converge absolutamente; si L > 1, la serie diverge, y si L = 1, la prueba
no es concluyente. Por ejemplo, para la serie de potencias 27%,_, (x — 3)"/2"n, la prueba de
relacion da

— |x = 3| lim ———— = ~ |x — 3|.

y
. %2+ 1) 2

n—00

(x _ 3)n+l/2n+l(n + 1)‘
(x — 3)"/2"

CAPITULO 5 Soluciones en serie para ecuaciones diferenciales lineales



La serie converge absolutamente para % Ix —3l<lolx—3l<201<x<5.Este tltimo
intervalo se denomina intervalo abierto de convergencia. La serie diverge para | x — 3 >
2, es decir, para x > 5 o x < 1. En el extremo izquierdo x = 1 del intervalo abierto de con-
vergencia, la serie de constantes X,_; ((—1)"/n) es convergente de acuerdo con la prueba
de la serie alterna. En el extremo derecho x = 5, la serie X% _, (1/n) es la serie arménica
divergente. El intervalo de convergencia de la serie es [1, 5) y el radio de convergencia es
R=2.

* Una serie de potencias define una funciéon Una serie de potencias define una funcién
f(x) =27 _oc,(x — a@)" cuyo dominio es el intervalo de convergencia de la serie. Si el
radio de convergencia es R > 0, entonces f es continua, diferenciable e integrable en el
intervalo (a — R, a + R). Ademds, f'(x) y | f(x) dx se pueden determinar mediante
diferenciacion e integracion término a término. En un extremo, la convergencia puede
perderse por diferenciacion o ganarse por integracion. Si y = %% _c ,x” es una serie de
potencias en x, entonces las primeras dos derivadas sony’ = 3% _ nx""'yy' =37 _ n(n —
1)x"~2. Observe que el primer término en la primera derivada y los primeros dos términos
en la segunda derivada son cero. Omitimos estos términos y escribimos

yo= D enx" "y y' = Denn — Dx" A (1)
n=2

n=1
Estos resultados son importantes y se utilizardn en breve.

* Propiedad de identidad Si X’ _c,(x — a)" =0, R > 0, para todo nimero x en el inter-
valo de convergencia, entonces c, = 0 para toda n.

* Funcién analitica en un punto Se dice que una funcién f es analitica en un punto a si
puede representarse mediante una serie de potencias en x — a con un radio de convergen-
cia positivo. En cdlculo se ha demostrado que es posible representar funciones tales como
e”, cos x, sen x, In(x — 1), mediante las series de Taylor. Recuerde, por ejemplo, que

.X3 X5 X2 .X4 )C6

X
X = 4+ — 4+ — 4+ .. = - — 4+ — — ... = -t — - — 4+ ...
T TR e TE TR R TR TR IR )
para | x | < co. Estas series de Taylor centradas en 0, llamadas series de Maclaurin,

muestran que ¢, sen x y cos x son analiticas en x = 0.

* Aritmética de las series de potencias Las series de potencias pueden combinarse
mediante operaciones de suma, multiplicacion y division. Los procedimientos son si-
milares a la forma en que se suman, multiplican o dividen dos polinomios, es decir, se
suman los coeficientes de potencias iguales de x, se aplica la ley distributiva, se agru-
pan términos semejantes, y se efectda una larga division. Por ejemplo, usando series
de potencias en (2),

xZ x3 x4 x3 .X'S x7
senx =(14+x+=+—+—+)(x—=+—— + e
e senx ( Ty )(x 6 120 5040 )

6 24
11 11 1 11
=()x+ )+ —+= 3+<——+—)4+(———+—>5+~~
(Dx =+ (1) (6 2>x 6 6)° "\120 12 24)"
3
:x+x2+£_£_...
3 30

Puesto que la serie de potencias para e* y sen x convergen para | x| < 0o, la serie de pro-
ducto converge en el mismo intervalo. Los problemas que implican la multiplicacién o la
division de una serie de potencias se pueden resolver de modo mads sencillo mediante un
sistema computacional de dlgebra.

B Cambio del indice de suma Para el resto de esta seccion, asi como para el capitulo,
es importante que usted se adiestre en la simplificacion de la suma de dos o mds series
de potencias, expresada cada serie en notacion de suma (sigma), para una expresién con
una sola 3. Tal como ilustra el siguiente ejemplo, combinar dos 0 mds sumas en una sola
muchas veces requiere de volver a realizar la indexacion, es decir, un desplazamiento del
indice de la suma.
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Ejemplo 1 Suma de dos series de potencias

Escriba 3% _, n(n — 1)c,x" 2 + 2% _;c,x"*'como una serie de potencias.

Solucion Con el fin de sumar las dos series, es necesario que ambos indices de las sumas
comiencen con el mismo niimero y que en cada serie las potencias de x estén “en fase”,
es decir, si una serie inicia con un multiplo de, digamos, x a la primera potencia, entonces
la otra serie deberd comenzar con la misma potencia. Observe que en el problema dado, la
primera serie comienza con x°, mientras que la segunda serie empieza con x'. Si escribimos
el primer término de la primera serie fuera de la notacién de suma,

serie comienza con serie comienza con
xparan=3 xparan=0

o8]

o0 (o @] [o¢]
nn = Dex" 2+ Dex" =2 1ex® + Donn — e 2+ D et
=2 n=0 n=3 n=0

n

vemos que ambas series del lado derecho comienzan con la misma potencia de x, es
decir, con x'. Para obtener el mismo indice de suma nos basamos en los exponentes de x;
seak=n — 2 en la primera serie y al mismo tiempo sea k = n + 1 en la segunda serie. El
lado derecho se convierte en

mismo
2¢, + 2 (k + 2)(k + 1)cg4ox* + ch,lx 3)
% mismo T

Recuerde que el indice de la suma es una variable “muda”; el hecho de que k=n — 1
enun casoy k=n+ 1 en el otro, no debe causar confusion si se recuerda que lo impor-
tante es el valor del indice de la suma. En ambos casos, k adopta los mismos valores
sucesivos k=1, 2, 3, ... cuando n asume los valores n =2,3,4, ...parak=n— 1y
n=0,1,2,... para k=n+ 1. Ahora ya estamos en condiciones de sumar las series ex-
presadas en (3) término a término:

S = De,x" 2+ D ex" =20, + Z [(k+ 2)(k + Degr + o X @) O
=0 i=

n=2

Si no estd convencido del resultado de (4), entonces escriba algunos términos en
ambos lados de la igualdad.

m Soluciones en series de potencias
M Una definicion Supongamos que la ecuacién diferencial lineal de segundo orden
a(0)y" + a;(X)y" + ap(x)y =0 )
se escribe en su forma estdndar
Y'+ P)y" + Q(x)y =0 (6)

si se divide entre el primer coeficiente a,(x). Formulamos la siguiente definicion.

Puntos ordinarios y singulares

Se dice que un punto x, es un punto ordinario de la ecuacién diferencial (5) si
tanto P(x) como Q(x) de la forma estdndar (6) son analiticos en x,. Y de un punto
que no es ordinario se afirma que es un punto singular de la ecuacion.
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Todo valor finito de x es un punto ordinario de y” + (¢*)y’ + (sen x) y = 0. En particular,
x = 0 es un punto ordinario, pues como ya vimos en (2), tanto ¢' como sen x son analiticos
en este punto. La negacion en el segundo enunciado de la definicién 5.1 estipula que si al
menos una de las funciones P(x) y O(x) de (6) no es analitica en x,,, entonces x, €s un punto
singular. Observe que x = 0 es un punto singular de la ecuacién diferencial y” + (e*)y’ +
(In x)y = 0, puesto que Q(x) = In x es discontinua en x = 0y, por lo tanto, no se puede
representar mediante una serie de potencias en x.

M Coeficientes polindmicos Nos interesa principalmente el caso en que (5) tiene
coeficientes polindmicos. Un polinomio es analitico en cualquier valor x, y una funcién ra-
cional es analitica salvo en los puntos donde su denominador sea cero. Por lo tanto, si a,(x),
a;(x) y ay(x) son polinomios sin factores comunes, entonces ambas funciones racionales
P(x) = a,(x)ay(x) y Q(x) = ay(x)la,(x) son analiticas excepto donde a,(x;) = 0. Por lo
tanto, se deduce que x = x; es un punto ordinario de (5) si a,(x,) # 0, mientras que x = X,
es un punto singular de (5) si a,(xy) = 0. Por ejemplo, los tnicos puntos singulares de la
ecuacién (x> — 1)y” + 2xy’ + 6y = 0 son soluciones de x> — 1 = 0 0o x = *1. Todos los
demads valores finitos* de x son puntos ordinarios. Un examen de la ecuacién de Cauchy-
Euler ax®y” + bzy’ + cy = 0 muestra que tiene un punto singular en x = 0. Los puntos sin-
gulares no necesitan ser niimeros reales. La ecuacién (x> + 1)y” + xy’ — y = 0 tiene puntos
singulares en las soluciones de x>+ 1 =0, es decir, x = *i. Todos los demds valores de x,
reales o complejos, son puntos ordinarios.

Enunciamos, sin demostrarlo, el teorema siguiente sobre la existencia de soluciones
en forma de series de potencias.

TEOREMA 5.1 Existencia de soluciones en forma

de series de potencias

Si x = x, es un punto ordinario de la ecuacidn diferencial (5), siempre podemos en-
contrar dos soluciones linealmente independientes en forma de series de potencias

. &) ., .
centradas en x, es decir, y = E 0c,,(x — Xp)". Una solucién en forma de serie
L, . n= . .
converge al menos en algtin intervalo definido por |x — x,| < R, donde R es la dis-
tancia entre x, y el punto singular mds cercano.

/

Se dice que una solucién de la forma y = %7, _ jc,(x — x,)" es una solucién en torno
al punto ordinario x,. En el teorema 5.1, la distancia R es el valor minimo o el limite
inferior para el radio de convergencia. Por ejemplo, los nimeros complejos 1 = 2i son
los puntos singulares de (x> — 2x + 5)y" +xy’ — y = 0, pero puesto que x = 0 es un punto
ordinario de la ecuacidn, el teorema 5.1 garantiza que podemos encontrar dos soluciones
en forma de series de potencias en 0. Es decir, las soluciones se parecen a y = 27 _,
c,x"y, ademds, sin encontrar realmente esas soluciones, sabemos que cada serie debe
converger al menos para 1x| < /5, donde R = /5 es la distancia entre 0 y cualquiera
de los nimeros 1 + 2i o 1 — 2i presentes en el plano complejo. Sin embargo, la ecuacién
diferencial tiene una solucién que es valida para valores mucho mas grandes de x; de
hecho, esta solucién es vélida en (—o0, 00) porque podemos demostrar que una de las
dos soluciones es un polinomio.

En los siguientes ejemplos, asi como en los ejercicios 5.1, por simplicidad, s6lo en-
contraremos soluciones en forma de series de potencias en torno a un punto ordinario
x = 0. Si fuera necesario encontrar una solucion en forma de series de potencias de una
EDO en torno a un punto ordinario x, # 0, simplemente podemos cambiar la variable
t = x — Xy en la ecuacion (esto traduce x = x, en ¢ = 0), encontrar las soluciones para la
nueva ecuacion de la forma y = 2% _c,?", y después volver a sustituir r = x — x,.

Encontrar una solucién en forma de series de potencias de una EDO lineal homo-
génea de segundo orden se ha descrito con exactitud como “el método de coeficientes

*Para los fines de este libro, los puntos singulares y los ordinarios siempre serdn puntos finitos. Es posible
que una EDO tenga, digamos, un punto singular en el infinito.
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en forma de series
de potencias estaran
centradas en 0.

Todas las soluciones
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indeterminados de series”, puesto que el procedimiento es muy parecido al efectuado en
la seccién 3.4. En resumen, la idea es ésta: sustituimos y = 2% _,c,x" en la ecuacion di-
ferencial, combinamos las series como lo hicimos en el ejemplo 1, y después igualamos
todos los coeficientes del lado derecho de la ecuacién para determinar los coeficientes c,,.
Pero como el lado derecho es cero, el dltimo paso requiere, en virtud de la propiedad de
identidad incluida en la lista anterior, que todos los coeficientes de x se igualen a cero.
No, esto no significa que todos los coeficientes sean cero; ello no tendria sentido, des-
pués de todo, el teorema 5.1 garantiza que podemos encontrar dos soluciones. El ejem-
plo 2 ilustra cémo el solo supuesto de que y = 3% _c,X" = ¢y + ;X + cx* + -+ lleva a
dos conjuntos de coeficientes tales que sélo tengamos dos series de potencias distintas
v1(x) y ¥,(x), desarrolladas ambas en torno al punto ordinario x = 0. La solucién general
de la ecuacion diferencial es y = C,y;(x) + C,y,(x); de hecho, se puede demostrar que
Ci=cyC,=c.

Esta formula se
denomina relacion
de recurrencia de dos

términos.
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Ejemplo 2 Soluciones en forma de series de potencias
Resuelva y” + xy = 0.

Solucion Puesto que no hay puntos singulares finitos, el teorema 5.1 garantiza que exis-
ten dos soluciones en forma de series de potencias, centradas en 0, convergentes para |x|
< o0, Al sustituir y = 3% _ ¢, x" y la segunda derivada y' = 3% _, n(n — 1)c,x" "2 (vea la
expresion (1)) en la ecuacion diferencial se obtiene

Y +xy= D cnn— 1x" 2+ x D= Denn— Dx"F+ D e, x" (D)
n=2 n=0 n=2 n=0

Ahora ya agregamos las ultimas dos series al lado derecho de la igualdad en (7) mediante
el desplazamiento del indice de la suma visto en el ejemplo 1. Con base en el resultado
de (4),

Y +xy =20+ > [k + Dk +2)cp 0+ ¢ ]xF = 0. (8)
k=1

En este punto, recurrimos a la propiedad de identidad. Como (8) es igual a cero, necesita-
mos que el coeficiente de cada potencia de x sea igual a cero, es decir, 2c, = 0 (es el
coeficiente de x°), y

k+ D+t =0, k=1,2,3,.... )

Ahora 2¢, = 0 ordena evidentemente que ¢, = 0. Pero la expresion dada en (9), denomi-
nada relacion de recurrencia, determina las ¢, de tal manera que podemos elegir que
cierto subconjunto del conjunto de coeficientes sea diferente de cero. Como (k + 1)(k + 2)
# 0 para todos los valores de k, podemos resolver (9) para ¢, , en términos de ¢;_;:

Crk—1
Cryo= —7 v = k=1,23,....
ke2 (k+ D)k +2) (10)
Esta relacién genera coeficientes consecutivos de la solucién asumida cuando dejamos
que k adopte los enteros sucesivos indicados en (10):

c
k:l’ C3:_ 0
2-3
€l
k=2, Ccy = —
3-4
k=3 ---2 9
=3, Cs = 4‘5— < C, es cero
c 1
k=4, co=——

5.6 2-:3:5-6
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Cy 1

k=S 6= 773 4.6.7C
k=6, 4= — =2 =0 o escero
7-8
k=1, Cg = — S _ _ ! Co
8:9 2:3:5:6-8-9
k=8, «¢p=— 9 __ - ! c
9-10 3:4:6:7-9-10
k=09, 0”2_100-811:0 « cges cero

y asi sucesivamente. Ahora, al sustituir los coeficientes que se acaban de obtener en el
supuesto original

Y=o+ cix + eox? + c3x + cgxt + esx’ + cgx® + ox” + cgx B+ cox® + oo O+ cppx 4+

obtenemos
C c ¢
y=cptex+0— ¥ — 0+ x®
23 3-4 2:3:5-6
¢ 7 o 9 G 10
+— 40— - +0+ -
3-4-6-7 2:3-5:6:8-9°  3:4-6-7-9-10"

Después de agrupar los términos que contienen ¢, y los términos que contienen c;, ob-
tenemos y = ¢,y (x) + ¢, y,(x), donde

1 1 1 00 _lk
yx)=1- v+ X = x9+~~~=1+2 (—1) et
203020305060 20305:6:819 & 2.3 (3n - 1)(3n)
1 4 1 1 00 (_l)k
=y - + 7 0 4= o k1
yx) = % 3-47 3-4-6-7° 3-4-6-7-9-10" o 1;13'4"'(311)(3114—1)

Puesto que el uso iterativo de (10) dejé a ¢, y ¢, completamente indeterminados,
podemos elegirlos de manera arbitraria. Como se menciond antes de este ejemplo, la
combinacién lineal y = ¢,y;(x) + ¢, y,(x) en realidad representa la solucion general de
la ecuacidn diferencial. Aunque sabemos a partir del teorema 5.1 que cada solucién en
forma de serie converge para |x| < oo, este hecho se puede verificar también mediante
la prueba de la relacion. d

Laecuacioén diferencial del ejemplo 2 se conoce como ecuacion de Airy, y se encuentra
al estudiar la difraccién de la luz, la difraccién de las ondas de radio alrededor de la superfi-
cie terrestre, aerodindmica, y la deflexion de una delgada columna vertical uniforme que se
arquea por su propio peso. Otras formas comunes de la ecuacién de Airy sony” —xy =0y
y" + a*xy = 0. Vea el problema 40 en los ejercicios 5.3 para conocer una aplicacién de
la dltima ecuacion.

Ejemplo 3  Solucion en forma de series de potencias
Resuelva (x> + 1)y" + xy’ — y = 0.

Solucion Como vimos en la pagina 243, la ecuacién diferencial dada tiene puntos sin-
gulares en x = iy, por lo tanto, una solucién en forma de series de potencias centrada
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en 0 convergerd al menos para lx| < 1, donde 1 es la distancia desde O hasta i o —i en el
plano complejo. El supuesto de que y = 37 _c,x" y sus primeras dos derivadas (vea
(1)) llevan a

o0 [e¢]
n(n — e, x"" 2+x2ncnx”7]—
n:2 n=1

(o) o0 o0 (o)
Soan — De,x" + D n(n — e, x" 2 + Encnx” - D"
n=2 = =0

S
Mz
(o)

=
=
=

[e0)
20,0° — cgx® + 6c3x + cx — cx + E n(n — 1)c

%/—J
k=n
[o¢] (o] [o¢]
+ Enn—l X" 4 Encnx"— Ecnx"
n=4 n=2 n=2
- ~ /o \ J - J
k=n—2 k=n k=n

=2, = ¢+ 6c3x + D [k(k — 1) + (k + 2)(k + Degsy + ke — ¢ )x*

=2c, = ¢+ 6c3x + D [(k+ 1)k — D + (k + 2)(k + 1), ]x* = 0.

De esta tltima identidad, concluimos que 2¢, — ¢y = 0, 6¢; = 0, y

(k+ D)k — Deg+ (k+2)(k + Dy, = 0.

1
Por lo tanto, ) = ECO’ ;=0
1 —k
Ck+2:mck, k:2,3,4,....
Al sustituir k = 2, 3,4, ... en la tltima formula se tiene
1 1 B 1
GTTeT Ty T Ty
-
Cs 5 C3 < 3 €s cero
__2 B 3 _1-3
T R I A SETI
I S
Cy 7 Cs < Cs €S cero
5 3-5 1-3-5
Cg = ——Ce = — Cop = — c
i 8 ° 2:4.6-8" 24 0
6
Cy = —50720 < (7 €S cero
7 3-5-7 1-3-5-7
Clop= ——<-Cg = Cy = c
10 10° 2-4-6-8-10"° 235! 0
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y asi sucesivamente. Por lo tanto,
y=C0+C1X+C2x2+C3x3+C4x4+C5x5+C6x6+C7x7+C8x8+C9x9+C10x10+ s

Loa L3, 10305, 103:5:7,
222! 2°3!

1
=G| 1+ 5% - 244 2351

= ¢y (%) + €1 y2(0).
Las soluciones son el polinomio y,(x) = x y las series de potencias

> 1-3-5--(2n—3
2+ E(—l)"_1 ( )xz”, x| < 1. Q
=, 2" nl

N | =

nx) =1+

Ejemplo 4 Relacion de recurrencia de tres términos

Si buscamos una solucién de series de potencias y = 3%,_,c,x" para la ecuacién diferen-
cial

Y= (L+x)y=0,
obtenemos ¢, = ¢(/2 y la relacion de recurrencia

Cr + Cr—1

Chor =" < k=1,2,3,....
T+ D)k +2)

El examen de la férmula muestra que los coeficientes cs, ¢y, Cs, ... estdn expresados

en términos tanto de ¢; como de ¢, y, ademds, el dlgebra requerida para hacer esto se

dificulta un poco. Para simplificar, podemos elegir primero ¢, # 0, ¢; = 0; esto produce

coeficientes consecutivos para una solucién que se expresan por completo en términos

de c:

1
CZZECO
oGt o 1
T 2.3 2.3 6°
C_cz+clz Co :LC
‘T 3.4 2-3-4 24°
LGt G [1 1}:%
7 4.5 4-516 2| 30°

y asi sucesivamente. Después, al elegir ¢, = 0, ¢; # 0, los coeficientes para la otra solu-
cion se expresan en términos de c;:

=0
Cy 2C0—
ot o 1
ST 23 T2.3 6
¢t C 1

3:-4 3-4 12

et o c 1
Cs - =

4.5 4-5-6 120

5.1 Soluciones en torno a puntos ordinarios

P+ x0T = Fox

)\

{;

Esta formula se
denomina relacién
de recurrencia de tres

términos.
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y" + (cosx)y

y asi sucesivamente. Por dltimo, vemos que la solucion general de la ecuacion es y =
CoY1(¥) + €1y,(x), donde

1 1 1 1
=l+-d+ -+t
N 2 6F 24t T30

1 1 1
=x+ =+ =+ —+
y Yax) = x e at

Cada serie converge para todos los valores finitos de x. o

M Coeficientes no polinomiales El ejemplo siguiente ilustra cémo encontrar una so-
lucién en forma de series de potencias en torno a un punto ordinario x, = 0 de una ecuacién
diferencial cuando sus coeficientes no son polinomios. En este ejemplo presentaremos una
aplicacién de la multiplicacién de dos series de potencias.

Ejemplo 5 Ecuacion diferencial ordinaria con coeficientes no polinomiales

Resuelva y” + (cos x)y = 0.

Solucion Observamos que x = 0 es un punto ordinario de la ecuacién porque, como ya
hemos visto, cos x es analitico en ese punto. Mediante la serie de Maclaurin de cos x dada
en (2), junto con el supuesto acostumbrado y = X% _c,x"y los resultados de (1), encontra-
mos que

00 X2 X4 )C6 00
_ n—2 _ - n
ngzn(n De,x""* + (l 2 + TR + >Ecnx

n=0
@ X
2¢, + 6c3x + 12¢4x% + 20c5x® 4 -+ + (1 oyttt w)(co +ox + ox® o’ + )
1 2 1 3
=2¢, + ¢y + (6¢c5 + ¢)x + 1204+c2—560 X+ 2005+c3—501 x4+ =0.

Se deduce que
1 1
2c,+¢y=0, 6c3+c¢;=0, 12¢c4+c, — Ecozo, 20cs + ¢35 — 5 c; =0,

. . 1 1 1 1
y asf sucesivamente. Esto da ¢, = — 3 ¢y, c3= — 5 €}, €4 =13 Co» €5 =3¢ C1» - - - - Al agrupar
términos, llegamos a la solucidn general y = ¢y, (x) + ¢, y,(x), donde

1 1 1 1
:1_72_’_74_... — _73_’_7)(5_,,,.
(%) AT y o om0 =x - ox oo
Puesto que la ecuacion diferencial no tiene puntos singulares finitos, ambas series con-
vergen para | x | < oo. a

M Curvas solucion La grafica aproximada de una solucién en forma de series de poten-
cias y(x) = 2%_yc,x" puede ser determinada en varias formas. Siempre podemos recurrir
a la graficacion de los términos en la secuencia de sumas parciales de las series; en otras
palabras, las graficas de los polinomios Sy(x) = 2V _,c,x". Para valores grandes de N, Sy(x)
nos debe indicar el comportamiento de y(x) cerca del punto ordinario x = 0. También pode-
mos obtener una curva solucién aproximada con ayuda de un programa de solucién numé-
rica, tal como lo hicimos en la seccion 3.10. Por ejemplo, si usted revisa cuidadosamente
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las soluciones en forma de series de la ecuacion de Airy presentada en el ejemplo 2, vera
que y,(x) y y,(x) son, a su vez, las soluciones de los problemas de valor inicial

y0)=1,
¥(0) =0,

i

Y +xy=0, y'(0)=0,

y(0)=1.

Las condiciones iniciales especificadas “eligen” las soluciones y;(x) y y,(x) a partir s \
de y = cgy,(x) + c1y,(x), pues debe resultar evidente luego de nuestro supuesto basico  f /\ NN

. - . . C \]
de la serie y = 2% _, c,x" que y(0) = ¢, y y'(0) = ¢,. Ahora, si su programa de solucién E \/ \/ V E
numérica requiere un sistema de ecuaciones, la sustitucion y' =u en y" + xy =0da )" = 2 0 2 4 6 8 10
u' = —xy, y por lo tanto un sistema de dos ecuaciones de primer orden equivalente a la
ecuacion de Airy es

Y +xy=0, (1) 2f

=

a) Grafica de yl(x) en relacion con x

y=u
u' = —xy. (12) O

y2 . . . . .
AWV
\/ V VY
Las condiciones iniciales para el sistema (12) son los dos conjuntos de condiciones ]
iniciales presentados en (11), pero se escriben como y(0) = 1, u(0) = 0 y y(0) = 0, u(0)
= 1. Las graficas de y,(x) y y,(x) mostradas en la figura 5.1 se obtuvieron con ayuda de 3} 3
un programa de solucién numérica aplicando el método de Runge-Kutta de cuarto orden 2 0 2 4 6 38 10
con un tamaiio del paso de 7 =0.1.

i) En los problemas que siguen, no espere poder escribir una solucién en términos
de la notacion de sumatoria para cada caso. Aun cuando sea posible generar tantos
términos como se desee en una solucién en serie y = .., ¢, X" ya sea por medio
de una relacion de recurrencia o, como en el ejemplo 6, por multiplicacion, quizas
no sea posible deducir ningin término general para los coeficientes c,. Tal vez
tengamos que conformarnos con simplemente escribir los primeros términos de la
serie, como lo hicimos en los ejemplos 5y 6.

ii) Un punto x, es un punto ordinario de una ED lineal no homogénea de se-
gundo orden y” + P(x)y" + Q(x)y = f(x) si P(x), Q(x) y f(x) son analiticas en x.
Ademads, el teorema 5.1 se extiende a las ecuaciones diferenciales de este tipo,
en otras palabras, podemos encontrar soluciones en forma de series de potencias
y = 2orocl(x — x,)" de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas igual
que en los ejemplos del 2 al 5. Vea el problema 36 en los ejercicios 5.1.

b) Grafica de yz(x) en relacién con x

Figura 5.1  Soluciones
de la ecuacion de Airy

EJERCICIOS 5.1

Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-11.

Repaso de las series de potencias

En los problemas del 1 al 4, encuentre el radio de convergencia y
el intervalo de convergencia para las series de potencias dadas.

%) 2n 0 (100)" .
1. n:1;x" 2. 20 py (x +17)
S (- 1)

|
)
N
Mg

X . KHx — 1DF
=10t I3 ( )

0

En los problemas 5 y 6, la funcioén dada es analitica en x = 0.
Encuentre los primeros cuatro términos de una serie de poten-
cias en x. Desarrolle a mano la multiplicacion o use un CAS,
como le sea indicado.

5.1 Soluciones en torno a puntos ordinarios

5. sen x cos x 6. e “cosx

En los problemas 7 y 8, la funcién dada es analitica en x = 0.
Encuentre los primeros cuatro t€rminos de una serie de potencias
en x. Desarrolle a mano la larga divisién o use un CAS, como le
sea indicado. Proporcione el intervalo de convergencia abierto.

1 1—x
8.
2 +x

COSXx

En los problemas 9 y 10, escriba de nuevo la serie de potencias
dada en forma tal que su término general implique x*.

9. Dnc,x"t? 10. > (2n — 1)c,x"?
n=1 n=3
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En los problemas 11 y 12, escriba nuevamente la expresion dada

comounasolaseriedepotenciascuyotérmino generalimplique ax®.

o0 o0
1. D 2nc,x" '+ D 6c,x" !
n=1 n=0

3

12 > n(n — 1e,x" + 2
n=2

n

En los problemas 13 y 14, verifique mediante sustitucion directa
que una serie de potencias dada es una solucién particular de la
ecuacion diferencial indicada.

0 (_1)n+l
13. y= — X', (x+1py"+y =0
n=1
_ e (_l)n 2n " ! —
14. y ;22"01')2 s Y +xy=0
A¥Y  Soluciones en series

de potencias

En los problemas 15 y 16, sin resolver la ecuacién diferencial
dada, encuentre un limite menor para el radio de convergencia
de soluciones en forma de series de potencias en torno al punto
ordinario x = 0. En torno al punto ordinario x = 1.

15. (& —25)y" +2xy' +y=0
16. (x> —2x+10)y" +xy’ —4y=0

En los problemas del 17 al 28, encuentre dos soluciones en forma
de series de potencias de la ecuacion diferencial dada en torno al
punto ordinario x = 0.

17. y" —xy=0 18. y' +xy=0

19. y' —2xy" +y=0 20. y' —xy'+2y=0

21. ¥+ 2% +xy=0 22. V' +2xy" +2y=0

23 (x— 1)y +y' =0 24. (x+2)y"+xy' —y=0

25. y' = (x+ 1)y —y=0 26. A+ 1)y —6y=0
27. (P +2)y" +3xy —y=0
28. (> — 1)y +xy —y=0

En los problemas del 29 al 32, use el método de las series de
potencias para resolver el problema de valor inicial dado.

29. (x—1)y"—xy'+y=0, y0)=-2, y(0)=6

30 (x+1)y"—Q2—xy'+y=0, y0)=2, y'(0)=—1
31. y' = 2xy" +8y=0, y(0)=3, ¥y (0)=0

32. (P + 1)y +2xy' =0, y0)=0, y'(0)=1

En los problemas 33 y 34, use el procedimiento del ejem-
plo 6 para encontrar dos soluciones en forma de series de
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[o¢]
n(n — 1)c,x"~* + 3> nc,x"
2 n=1

potencias de la ecuacion diferencial dada en torno al punto
ordinario x = 0.

33. y"+(senx)y=0 34, yV'+e'y —y=0

Problemas de analisis

35. Sin resolver realmente la ecuacién diferencial (cos x)y”
+ y' + 5y = 0, encuentre un limite menor para el radio
de convergencia de las soluciones en forma de series de
potencias en torno a x = 0. En torno ax = 1.

36. ;(Como puede usarse el método descrito en esta sec-
cion para encontrar una solucién en forma de series de
potencias de la ecuacién no homogénea y" — xy = 1 en
torno al punto ordinario x = 0? ;De y” — 4xy’ — 4y =
e*? Desarrolle sus ideas resolviendo ambas ecuaciones
diferenciales.

37. (Es x = 0 un punto ordinario o singular de la ecuacién
diferencial xy” + (sen x)y = 0? Apoye sus respuestas con
operaciones matematicas validas.

38. Para fines de este problema, ignore las graficas dadas en
la figura 5.1. Si la ecuacién diferencial de Airy se escribe
como y” = —xy, ;qué se puede afirmar sobre la forma de
una curva solucién six >0y y>0? ;Six>0yy<0?

Tareas para el laboratorio de computo

39. a) Encuentre dos soluciones de series de potencias
paray” + xy' +y =0, y exprese las soluciones y,(x) y

v,(x) en términos de notacién de suma.

b) Use un CAS para graficar las sumas parciales Sy(x)
para y,(x). Utilice N=2, 3, 5, 6, 8, 10. Repita usan-
do las sumas parciales Sy(x) para y,(x).

¢) Compare las graficas del inciso b) con la curva ob-
tenida usando un programa de solucién numérica.
Use las condiciones iniciales y;(0) = 1, yj(0) =0y
¥2(0) =0, y2(0) = 1.

d) Examine de nuevo la solucién y,(x) del inciso a).
Exprese esta serie como una funcién elemental.
Después use (5) de la seccion 3.2 para encontrar una
segunda solucion de la ecuacion. Compruebe que
esta segunda solucion sea la misma que la solucién
de series de potencias y,(x).

40. a) Encuentre uno o mas términos diferentes de cero
para cada una de las soluciones y;(x) y y,(x) del

ejemplo 6.

b) Encuentre una solucién en forma de serie y(x) del
problema de valor inicial y” + (cos x)y =0, y(0) = 1,
y' () =1

¢) Utilice un CAS para graficar las sumas parciales
Sy(x) para la solucién y(x) de la parte b). Use N =2,
3,4,5,6,7.

d) Compare las graficas obtenidas en el inciso ¢) con
la curva obtenida mediante un programa de solucién

numérica para el problema de valor inicial del inci-
so b).

CAPITULO 5 Soluciones en serie para ecuaciones diferenciales lineales



5.2  Soluciones en torno a puntos singulares]

M Introduccion Las dos ecuaciones diferenciales y” + xy = 0y xy” + y = 0 son simi-
lares s6lo en cuanto a que ambas son ejemplos de ecuaciones diferenciales lineales sim-
ples de segundo orden con coeficientes variables. Eso es todo lo que tienen en comun.
Como x = 0 es un punto ordinario de la primera ecuacion, en la seccién anterior vimos
que no habia problema en determinar dos soluciones en forma de series de potencias
centradas en ese punto. En contraste, ya que x = 0 es un punto singular de la segunda
ED, determinar dos soluciones en forma de series infinitas (observe que no nos referimos
a “soluciones en forma de series de potencias”) de la ecuacién en torno a ese punto se
vuelve una tarea mas dificil.

M Una definicion  Un punto singular x = x, de una ecuacién lineal diferencial
a)x)y" + a;(x)y" + ap(x)y = 0 ey

se subdivide en normal o irregular. La clasificacién depende nuevamente de las funcio-
nes Py Q incluidas en la forma estdndar

Y'+ P()y" + Q(x)y = 0. 2

Puntos singulares normales
e irregulares

Se dice que un punto x, es un punto singular normal de la ecuacién diferencial (1)
si las funciones p(x) = (x — x0)P(x) y ¢(x) = (x — x,)’Q(x) son analiticas en x,. Un
punto singular no normal se conoce como punto singular irregular de la ecuacion.

La segunda oracién de la definicién 5.2 indica que si una o las dos funciones p(x) =
(x — x)P(x) y g(x) = (x — x¢)*Q(x) no son analiticas en x,, entonces x, €s un punto sin-
gular irregular.

M Coeficientes polinomiales Como en la seccién 5.1, nos interesan sobre todo las
ecuaciones lineales (1) donde los coeficientes a,(x), a;(x) y ay(x) son polinomios sin fac-
tores comunes. Ya hemos visto que si a,(x,) = 0, entonces x = X, es un punto singular de
(1) puesto que, en la forma estdndar (2), al menos una de las funciones racionales P(x)
= a,(x)/a)(x) y Q(x) = ag(x)/a,(x) no es analitica en ese punto. Pero como a,(x) es un
polinomio y x, es uno de sus ceros, a partir del teorema del factor aprendido en algebra se
deduce que x — x, es un factor de a,(x). Esto significa que después de reducir a,(x)/a,(x) y
ag(x)lay(x) a sus términos minimos, el factor x — x, debe permanecer, para alguna potencia
entera positiva, en uno o en ambos denominadores. Ahora suponga que x = x, €s un punto
singular de (1), pero que ambas funciones definidas por los productos p(x) = (x — x,)P(x)
y g(x) = (x — x,)*Q(x) son analiticas en x,. Sacamos la conclusién de que multiplicar P(x)
por x — x, y Q(x) por (x — x,)° tiene el efecto (mediante cancelacién) de que x — x, ya
no aparezca en ningtin denominador. Ahora podemos determinar si x, es normal dando un
rapido vistazo a los denominadores: si a lo sumo, x — x, aparece elevado a la primera poten-
cia en el denominador de P(x) y cuando mucho a la segunda potencia en el denominador
de O(x), entonces x = x, es un punto singular normal. Ademas, observe que si x = x, es un
punto singular normal y multiplicamos (2) por (x — x,)°, entonces la ED original se puede
escribir en la siguiente forma

(x = x)%" + (x = x)px)y’ + g(x)y = 0, 3)

donde p y ¢ son analiticos en x = x,.

Ejemplo 1 Clasificacion de puntos singulares
Debe resultar evidente que x = 2 y x = —2 son puntos singulares de

% — 4N +3(x —2)y +5y =0.

5.2 Soluciones en torno a puntos singulares
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Después de dividir la ecuacién entre (x> — 4)*> = (x — 2)*(x + 2)? y reducir los coeficien-
tes a los términos minimos, encontramos que

3 5

B e R T

Ahora probamos P(x) y Q(x) en cada punto singular.

Para que x = 2 sea un punto singular normal, el factor x — 2 puede aparecer elevado
a lo sumo a la primera potencia en el denominador de P(x), y cuando mucho a la segun-
da potencia en el denominador de Q(x). Una revision de los denominadores de P(x) y
QO(x) muestra que ambas condiciones se satisfacen, entonces x = 2 es un punto singular
normal. Por otra parte, llegamos a la misma conclusion al advertir que ambas funciones
racionales

px) = (x = 2)P(x) = y ) =(x—2%00 =

3 S
(x +2) (x +2)
son analiticas en x = 2.
Ahora, como el factor x — (—2) = x + 2 aparece elevado a la segunda potencia en el

denominador de P(x), podemos concluir de inmediato que x = —2 es un punto singular
irregular de la ecuacion. Esto se deduce también del hecho de que p(x) = (x + 2)P(x) =
3/[(x — 2)(x + 2)] no es analiticaen x = —2. a

En el ejemplo 1 observe: puesto que x = 2 es un punto singular normal, la ecuacién
original se puede escribir como

p(x) analiticaen x = g(x) analitica en x = 2

| l

2
3 ! + p—
G+27” G+ 2p’

(x = 2% + (x — 2)

Como otro ejemplo, podemos ver que x = 0 es un punto irregular de x*y" — 2xy’ + 8y
= 0 por observacion de los denominadores de P(x) = —2/x? y QO(x) = 8/x°. Por otro lado,
x = 0 es un punto singular normal de xy” — 2xy’ + 8y = 0 puesto que x — 0y (x — 0)°
ni siquiera aparecen en los denominadores respectivos de P(x) = —2y Q(x) = 8/x. Para
un punto singular x = x,, ninguna potencia negativa de x — x, menor que uno (es decir,
cero) y ninguna potencia no negativa menor que dos (es decir, cero y uno) en los denomi-
nadores de P(x) y Q(x), respectivamente, implican que x, sea un punto singular normal.
Un punto singular puede ser un nimero complejo. Usted deberd verificar six = 3iy x =
—3i son dos puntos normales singulares de (x> + 9)y” — 3xy’ + (1 — x)y = 0.

Cualquier ecuacién de Cauchy-Euler de segundo orden ax®y”" + bxy’ + ¢y = 0, con
constantes reales a, b y ¢, tiene un punto singular normal en x = 0. Usted debera verificar
que dos soluciones de la ecuacién de Cauchy-Euler x*y" — 3xy’ + 4y = 0 en el intervalo
(0, 00) sean y, = x* y y, = x*In x. Si intentamos encontrar una solucién en forma de
series de potencias en torno al punto singular normal x = 0, es decir, y = 3%, _c,x”, ten-
drfamos éxito en obtener solamente la solucién polinomial y, = x2. El no poder obtener
la segunda solucién no nos causa asombro porque In x, y en consecuencia y, = xIn x,
no es analitica en x = 0; es decir, y, no posee un desarrollo en forma de serie de Taylor
centrado en x = 0.

M Método de Frobenius Pararesolver una ecuacién diferencial (1) en torno a un punto
singular normal, empleamos el teorema siguiente hecho por Frobenius.
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TEOREMA 5.2 Teorema de Frobenius h

Si x = x; es un punto singular normal de la ecuacién diferencial (1), existe enton-
ces al menos una solucién de la forma:

y= =5 Sele = ar = Syl — s, @

donde el nimero r es una constante a determinar. La serie convergerd al menos en
algun intervalo 0 <x — x, < R.

%

Preste atencion a las palabras al menos incluidas en la primera oracion del teorema 5.2.
Esto significa que, en contraste con el teorema 5.1, no tenemos la certeza de poder en-
contrar dos soluciones en serie del tipo indicado en (4). El método de Frobenius, para
encontrar soluciones en serie en torno a un punto singular normal x, es similar al “mé
todo de coeficientes indeterminados en serie” de la seccion anterior donde sustituimos
y =27 _oc,(x — xp)"*" en la ecuacién diferencial dada y determinamos los coeficientes
desconocidos ¢, mediante una relacién de recurrencia. Sin embargo, en este procedi-
miento tenemos una tarea adicional; antes de determinar los coeficientes, primero debe-
mos encontrar el exponente desconocido r. Si se encuentra que » €s un nimero no entero Y
@
= Todas las soluciones

no negativo, entonces la solucién correspondiente y = 27 _,c,(x — x,)"*" no serd una
serie de potencias.

Tal como lo hicimos en el andlisis de soluciones en torno a puntos ordinarios, siempre estaran en torno al
asumiremos, para simplificar la resolucidn de ecuaciones diferenciales, que el punto L punto singular normal 0.
singular normal es x = 0.

Ejemplo 2 Dos soluciones en serie

Como x = 0 es un punto singular normal de la ecuacidén diferencial
3xy"+y —y=0, ®)
intentamos encontrar una solucién de la forma y = 2% _c,x"*". Ahora
00 00
En+r x"tr oy = >m+rn+r—1)cx""?
= n=0

de manera que

3xy”+y’—y=3§ n+r)n+r-1, ”+’_1+in+r) ”+’_1—Ecx

n=0 n=0

= En—f—r (Bn + 3r — 2)c,x" " = 2

n=0

= x’{r(Sr —2cox ' + 2 (n+ r@Bn+3r—2cx" ' — Ecnx”}

n=1 n=0
\ v J )

k=n-1 k=n

- xr{r(Sr = 2cex '+ D[k +r+ D)3k + 3r + Vg — Ck]xk} =0,
k=0

lo cual implica r(3r —2)cy =

(k+r+DGk+3r+ ey, —, =0, k=0,1,2,....

5.2 Soluciones en torno a puntos singulares 253



254

Puesto que no se gana nada al asumir que ¢, = 0, entonces debemos tener
r(3r—2)=0, (6)
Ck

(k+r+1)3k+3r+1)

k=0,1,2, .... 7)

y Crk+1 =

. . ” 2
Los dos valores de r que satisfacen la ecuacion cuadrética (6), r, = 5 y r, = 0, cuando se
sustituyen en (7), dan dos relaciones de recurrencia diferentes:

Ck

2
— 2. = ——— k=0,1,2, ... 8
T T g sk + 1) ®)
Cr
n=0 G T TGk 1) k=012, ©)
De (8) encontramos: De (9) encontramos:
C
¢ = 0 ¢ = CO
5.1 1-1
o = Cq - Co o = Cy _ Coy
8.2 215-8 2.4 2014
= C Co = C Co
U 11-3 315-8-11 3.7 311-4-7
& Co 6 Co
“T 144 HN5-8-11-14 “T400 M1-4-7-10
_ Co _ (=1)'co
c, = c, =

n5-8-11---(3n +2) " onll-4-7---3n—2)
Aqui encontramos algo que no sucedié cuando obtuvimos soluciones en torno a un
punto ordinario; tenemos lo que parecen ser dos conjuntos diferentes de coeficientes,
pero cada conjunto contiene el mismo miltiplo de c,. Si omitimos este término, las solu-
ciones en serie son

o) 1
_ .23
n(x) = x {1+r121n!5.8-11---(3n+2)xn] (1o
g
(%) x{1+§n!1.4.7---(3n—2)xn. (o

Mediante la prueba de la relaciéon podemos demostrar que tanto (10) como (11) con-
vergen para todos los valores finitos de x, es decir, | x | < c0. Asimismo, por la forma de
estas soluciones, es posible deducir que ninguna de esas series es un multiplo constante
de la otra y, por consiguiente, y,(x) y y,(x) son linealmente independientes en el eje x.
Entonces, de acuerdo con el principio de superposicion, y = C;y,(x) + C,y,(x) es otra
solucién de (5). En cualquier intervalo que no contenga el origen, tal como (0, c0), esta
combinacion representa la solucion general de la ecuacion diferencial. a

M Ecuacion indicial La ecuacién (6) se denomina ecuacién indicial del problema, y
los valores r, = 5 y r, = 0 se llaman raices indiciales, o exponentes, de la singularidad
x = 0. En general, después de sustituir y = 37, _ ¢,x"*" en la ecuacion diferencial dada y
simplificar, la ecuacién indicial es una ecuacién cuadrética en r que resulta de igualar a
cero el coeficiente total de la potencia minima de x. Resolvemos para los dos valores de r y
sustituimos esos valores en una relacion de recurrencia como (7). El teorema 5.2 garantiza
que se puede encontrar al menos una solucién en serie de la forma supuesta.

Es posible obtener la ecuacién indicial antes de sustituir y = 2% _;c,x"*" en la
ecuacion diferencial. Si x = 0 es un punto singular normal de (1), entonces, en virtud
de la definicién 5.2, ambas funciones p(x) = xP(x) y g(x) = x*Q(x), donde P y Q estin

n+r
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definidas por la forma estandar (2), son analiticas en x = 0; es decir, los desarrollos de
series de potencias

px) = xP(x) = a0+a1x+a2x2+ ey glx) = x20(x) = by+ bx + b2x2+ - (12)

son vélidos en los intervalos que tienen un radio de convergencia positivo. Al multiplicar
(2) por X2, se obtiene la forma dada en (3):

'+ xxP)LY + POy = 0. 13)

Después de sustituir y = X% _c,x"*"y las dos series de (12) en (13) y desarrollar la mul-
tiplicacion de las series, encontramos que la ecuacion indicial general es

r(r—1)+ayr+ by, =0, (14)

donde a, y b, estan definidas en (12). Vea los problemas 13 y 14 en los ejercicios 5.2.

Ejemplo 3 Dos soluciones en serie
Resuelva 2xy” + (1 + x)y’ +y = 0.

Solucion Al sustituir y = 3% _,c,x"*" se obtiene

[oe] [o@]
200" + (L+x)y +y=2D(m+r)n+r—De,x" 7"+ D (n+ r)e,x""!
n=0 n=0
o0 o0
+ (n +r)e,x""" + Zc,,x”*’
n=0 n=0

= D m+r2n+2r—Dex"7 1+ D(n+r+ et
n=0

(=1

n=

(n+r@2n+2r— Dex" ' + E

Mg

= x{r(Zr — Degx ™' +

(=

\_

(=
1]

~/

k=n-1

Mg

= x{r(Zr — Degx ™' +
I3

I
=]

lo cual implica rr—1)=0 (15)
k+r+1)2k+2r+ e+ k+r+ 1), =0, k=0,1,2,.... (16)

A partir de la ecuacién (15) podemos ver que las raices indiciales son r; = % yr, =0.
Para r, = %, podemos dividir la ecuacién (16) entre k + % para obtener

—¢

W= 2t ) k=0,1,2,..., (17)

mientras que para r, = 0, (16) se convierte en

—¢
= k=0,1,2,.... 18
Ck+1 2k+17 0’ s~ ( )
De (17): De (18):
- _CO - _CO
T2 aT
_ _C] _ CO _l_ Co
“T o 2y T3 T3
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—C —Co —O (o

2.3 2.3l s 1-3-5
S I S TG Co
“To4 Aaa “T T T 1357
_(—1)”c0 _ (=1)"co
c, = —Q/—. c, = .
2"nl 1-3:5-7--(2n—1)

s .. 1 .,
Por lo tanto, para la raiz indicial », = 5 obtenemos la solucién

(=1 ol = iﬂxjﬁrlﬂ,

2"nl = 2'nl

nilx) = X721+ 2
n=1

donde hemos omitido nuevamente c,. La serie converge para x = 0; por lo tanto, la serie
no estd definida para los valores negativos de x debido a la presencia de x'2. Para r, = 0,
una segunda solucion es

= (-1y
=1+ X, < oo
yal) ,,211-3-5-7~~(2n—1) bl < o0

En el intervalo (0, ©0), la solucién general es y = C,y,(x) + C,y,(x). |

Ejemplo 4 Sélo una solucion en serie
Resuelva xy” +y = 0.

Solucién A partir de xP(x) = 0y x’Q(x) = x y del hecho de que 0 y x son sus propias se-
ries de potencias centradas en 0, concluimos que a, = 0y b, = 0 y también de la ecuacion
(14) que la ecuacién indicial es #(r — 1) = 0. El lector debera verificar que las dos rela-
ciones de recurrencia que corresponden a las raices indiciales r; = 1 y r, = 0 produzcan
exactamente el mismo conjunto de coeficientes. En otras palabras, en este caso, el método
de Frobenius produce s6lo una solucion en serie

S +1 L, 14 L,
=S Lt R B i
) 20 am+ 0 T2 Tt T -

M Tres casos Para fines de este andlisis, supongamos nuevamente que x = 0 es una
ecuacion (1) de punto singular normal y que las raices indiciales r; y r, de la singularidad
son reales, con r; denotando la raiz mayor. Cuando se usa el método de Frobenius, distin-
guimos tres casos correspondientes a la naturaleza de las raices indiciales r; y r».

Caso I:  Sir,y r,son distintas y no difieren por un entero, existen dos solucio-
nes linealmente independientes de la forma

.\~1<.\‘> — 2 (7”.\"”7" y .\_2<.\_) — 2 b”.\'” +/'1.

Este es el caso que se ilustra en los ejemplos 2 y 3.
En el siguiente caso, vemos que cuando la diferencia de las raices indiciales r, — r, es
un entero positivo, la segunda solucién puede contener un logaritmo.
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Caso II: Sir, — r, = N, donde N es un entero positivo, entonces existen dos
soluciones linealmente independientes de la ecuacion (1) de la forma

e, X", ¢y # 0, (19)

-
=0

yi(x) = E

n

y(x) = Cy,(x)Inx + Eh”x” by # 0, (20)

n=0
donde C es una constante que podria ser cero.

1 , alti , cu ices indici ryr iguales, u -
Finalmente, en el dltimo caso, cuando las raices indiciales 7, y r, son iguales, una se
gunda solucién siempre contendrd un logaritmo. La situacion es andloga a la solucién de
una ecuacién de Cauchy-Euler cuando las raices de la ecuacién auxiliar son iguales.

Caso III: Si r; = r,, entonces siempre existen dos soluciones linealmente inde-
pendientes de la ecuacién (1) de la forma

0

.yl(x) - Ecn-\’”ers Co 7£ 0’ (21)

n=0

yo(x) = yi(x)Inx + E b,x"" ", (22)

n=0

M Encontrar una segunda solucion Cuando la diferencia r, — r, es un entero positivo
(caso II), podemos o no encontrar dos soluciones de la forma y = X% _,c,x"*". Esto es
algo que no sabemos de antemano, pero se determina luego de encontrar las raices indi-
ciales y examinar cuidadosamente la relacion de recurrencia que define los coeficientes c,,.
Quiza tengamos la suerte de encontrar dos soluciones que impliquen s6lo potencias de x,
es decir, y,(x) = 2% _yc,x"*"1 (ecuacién (19)) y y, = X% _(b,x"*"2 (ecuacion (20) con C
= 0). Vea el problema 31 en los ejercicios 5.2. Por otra parte, en el ejemplo 4 vemos que
la diferencia de las raices indiciales es un entero positivo (r;, — r, = 1), y del método de
Frobenius no result6 una segunda solucién en serie. En esta situacion, la ecuacién (20),
con C # 0, indica cémo se ve una segunda solucién. Por ltimo, cuando la diferencia r;
— 1, es un cero (caso III), el método de Frobenius no da una segunda solucién en serie; la
segunda solucion (22) siempre contiene un logaritmo y es en realidad la ecuacién (20) con

C = 1. Una forma de obtener esta segunda solucién con el término logaritmico es usar el Igi
hecho de que Esta es la ecuacion (5)
o P L de la seccion 3.2.
70 = 3@ [ @
yi(x)

también es una solucién de y” + P(x)y’ + Q(x)y = 0 siempre que y,(x) sea la solucién
conocida. Ilustraremos cémo usar (23) en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5 Ejemplo 4 vuelto a analizar, mediante un CAS

Encuentre la solucién general de xy” +y = 0.

Solucion A partir de la solucién conocida del ejemplo 4,

1, 1 1
=x——xX+—xX ——x+-
M) =X g

podemos construir una segunda solucién y,(x) mediante la férmula (23). Para quienes
tengan el tiempo, la energia y la paciencia, el pesado trabajo de elevar series al cuadrado,
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resolver largas divisiones e integrar el cociente, puede hacerse a mano. Pero todas estas
operaciones se realizan con relativa facilidad al usar un CAS. Damos los resultados:

@ e aqut un buen ) = 30| ae = o | | &
X

d 2
momento para usar un [y1(x)] _ lxz n Lxs _ Lx“ T
sistema algebraico de 2 12 144
coémputo.
dx
yl(x)J 5 7 « después de elevar al cuadrado
[xz—x3+— 4——x5+---]
12 72

= y(x) l+14—l+£+ d después de la larga divisic
=N x2 X 12 ) X X < despucs de la larga division

= ()[—l+1 + Lo By ] después de integrar
yi\x X nx 12 X 144 X <— después de integrar
bi (x) (x)1 (){1+7 +19x2+
= + —_— _— _— .o .
0 bien YoX il nx X X 12x 144
En el intervalo (0, ©0), la solucién general es y = C,y,(x) + C,y,(x). a

i) Las tres formas distintas de una ecuacion diferencial lineal de segundo orden en
(1), (2) y (3) fueron usadas para analizar varios conceptos tedricos. Pero a un nivel
préctico, cuando se trata de efectivamente resolver una ecuacién diferencial usando
el método de Frobenius, es aconsejable trabajar con una ED de la forma dada en
(1).

ii) Cuando la diferencia de las raices indiciales r; — r, es un entero positivo (r; >
1), a veces es conveniente iterar la relacion de recurrencia utilizando primero la raiz
mds pequeia r,. Consulte los problemas 31 y 32 en los ejercicios 5.2.

iii) Puesto que una r indicial es una raiz de una ecuacioén cuadrdtica, esto podria
resultar complejo. Sin embargo, no analizaremos este caso.

iv) Si x = 0 es un punto singular irregular, quizd no podamos encontrar ninguna so-
lucién de la ED de la forma y = 27 _ ¢, x"*".

l EJERCICIOS 5.2 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-11.

En los problemas del 1 al 10, determine los puntos singulares 7 (P+x—6)y' +(x+3)y +(x—2y=0
de la ecuacion diferencial dada. Clasifique cada punto singular 8
como normal o irregular.

1. Xy +4x% +3y=0
2. x(x+3%" —y=0

X+ DY +y=0
9. (2 = 25)(x — 2)%' +3x(x — 2y + 7(x +5)y =0
10. (F° —2X2+ 30 +x(x — 3%y — (x+ )y =0

32— 9N +(x+3)y +2y =0 En los problemas 11y 12, escrib'a la ecuacidn diferencial d'a/da
1 1 en la forma (3) para cada punto singular normal de la ecuacién.
4. y' ==y +-—75y=0 Identifique las funciones p(x) y g(x).
x (x=1)
5. (¢ +4x)y" —2xy' +6y =0 . = 1Dy +5c+ 1Dy + (x> —x)y=0
6. X*(x — 5 +4xy + (x> — 25)y =0 120 xy"+(x+3)y +7x%y =0
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En los problemas 13 y 14, x = 0 es un punto singular normal de
la ecuacion diferencial dada. Use la forma general de la ecuacion
indicial dada en (14) para encontrar las raices indiciales de sin-
gularidad. Sin resolver, analice la cantidad de soluciones en serie
que esperaria encontrar usando el método de Frobenius.

13. xzy”+(§ x+x0)y — %y =0

14. xy"+y +10y =0
En los problemas del 15 al 24, x = 0 es un punto singular regular
de la ecuacidn diferencial dada. Demuestre que las raices indi-
ciales de la singularidad no difieren por un entero. Use el método
de Frobenius para obtener dos soluciones en serie linealmente
independientes en torno a x = 0. Forme la solucién general en
(0, 0).

15. 2xy" —y" +2y =0

17. 49"+ 3y +y=0

16. 2xy" +5y" +xy =0

18. 2x% —xy' + (P + 1)y =0

19. 3"+ 2 —x)y' —y=0

20. X' —(x—3)y=0

21. 2xy" — B3+ 2x)y'+y =0

22. XY +xy + (2 — 3y =0

23. 9% +9x%y +2y =0

24, 22X +3xy' +(2x — 1)y =10
En los problemas del 25 al 30, x = 0 es un punto singular regular
de la ecuacion diferencial dada. Demuestre que las raices indi-
ciales de la singularidad difieren por un entero. Use el método de
Frobenius para obtener al menos una solucion en serie en torno
ax = 0. Aplique (21) donde sea necesario y un CAS, si se le
indica, para encontrar una segunda solucién. Forme la solucion
general en (0, 00).

25. xy"+2y' —xy=0

26. XY +xy +(x*— 1)y =0

27. xy" —xy'+y=0

3
28. y"+;y’ —2y=0

29. xy'+(1 —x)y' —y=0
30. y'+y +y=0

En los problemas 31 y 32, x = 0 es un punto singular normal de
la ecuacidn diferencial dada. Demuestre que las raices indicia-
les de la singularidad difieren por un entero. Use la relacién de
recurrencia encontrada mediante el método de Frobenius con la
mayor raiz r, primero. ;Cudntas soluciones encontré? Después
use la relacién de recurrencia con la raiz minima r,. ;Cudntas
soluciones encontré?

3. xy"+(x —6)y —3y=0

32 x(x—1)y"+3y' = 2y=0

33. a) Laecuacion diferencial x*y” + Ay = 0 tiene un punto
singular irregular en x = 0. Demuestre que la sustitu-
cion ¢t = 1/x produce la ecuacién diferencial

5.2 Soluciones en torno a puntos singulares

34,

d? d
ar 24dy
dr*  t dt

la cual ahora tiene un punto singular normal en ¢ = 0.

+ Ay =0,

b) Use el método de esta seccién para encontrar dos
soluciones en serie de la segunda ecuacion dada en el
inciso a) en torno al punto singular t = 0.

¢) Exprese cada solucién en serie de la ecuacion origi-
nal en términos de funciones elementales.

El pandeo de una columna ahusada En el ejemplo 3
de la seccion 3.9, vimos que cuando una fuerza compre-
siva vertical y constante o carga P fue aplicada a una co-
lumna delgada de corte transversal uniforme, la deflexion
y(x) satisfizo el problema de valores en la frontera
El 4y P 0
—Z 4+ Py=
dx? ’
Aqui los supuestos son que la columna estd empotrada en
sus dos extremos. La columna se pandeard o se curvard
s6lo cuando la fuerza compresiva sea una carga critica P,

y0)=0, yL)=0.

a) En este problema asumiremos que la columna tiene
una longitud L, estd empotrada en ambos extremos,
sus cortes transversales son circulares, y estd ahusa-
da tal como indica la figura 5.2a). Si la columna, un
cono truncado, tiene conicidad lineal y = cx segin
muestra el corte transversal de la figura 5.2b), el mo-
mento de inercia de un corte transversal respecto a
un eje perpendicular al plano xy es I = 7, donde
r =yyy = cx. Por lo tanto, podemos escribir /(x) =
Iy(x/b)*, donde I, = I(b) = }(ch)*. Al sustituir I(x)
en la ecuacidn diferencial dada en (24), vemos que en
este caso la deflexion estd determinada con base en el
problema de valores en la frontera

Ly

X == +Ay=0, y@a =0, yb) =0,
dx

donde A = Pb*EI,. Use los resultados del problema
33 para encontrar las cargas criticas P, para la co-
lumna cénica. Utilice una identidad apropiada para
expresar los modos de pandeo y,(x) como una sola
funcioén.

b) Use un CAS para trazar la grafica del primer modo de
pandeo y,(x) correspondiente a la carga de Euler P,
cuandob = 11ya = 1.

——= Y

i
I
I
x=a
b-a=L
~
y=cx
x=b
v
X
a) b)

Figura 5.2 Columna cénica del problema 34
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Problemas de analisis tiene un punto singular irregular en x = 0. Determine si
el método de Frobenius produce una solucién en serie

de cada ecuacion diferencial en torno a x = 0. Analice y
explique sus hallazgos.

35. Analice como definiria usted un punto singular normal
para la ecuacién diferencial lineal de tercer orden

a;(X)Y" + a,(X)Y" + a;(x)y" + ay(x)y = 0. 37. Hemos visto que x = 0 es un punto singular regular de
cualquier ecuacién de Cauchy-Euler ax2y” +bxy’ +cy =0.

36. Cada una de las ecuaciones diferenciales " . PO
(Estan relacionadas la ecuacion indicial (14) para una

Y +y=0 'y B +G@x-1)y +y=0 ecuacion de Cauchy-Eulery suecuacion auxiliar? Analice.
I 5.3  Funciones especiales )
B Introduccion Las dos ecuaciones diferenciales
2y +xy + @ — 1)y =0 (1)
(1 — xz)y” —2xy' +nn+1)y=20 2)

se presentan con frecuencia en estudios avanzados de matemadticas aplicadas, en fisica e in-
genierfa. Se denominan ecuacion de Bessel de orden v y ecuacion de Legendre de orden
n, respectivamente. Como es natural, las soluciones de (1) se denominan funciones de
Bessel y las soluciones de (2) son funciones de Legendre. Cuando resolvamos (1) asumi-
remos que v = 0, y en (2) s6lo consideraremos el caso en que 7 es un entero no negativo.
Puesto que buscaremos soluciones en serie de cada ecuacién en torno a x = 0, observamos
que el origen se encuentra en un punto singular normal de la ecuacién de Bessel pero es un
punto ordinario de la ecuacion de Legendre.

m Funciones de Bessel

M Solucion Como x = 0 es un punto singular regular de la ecuacién de Bessel, sabemos
que existe al menos una solucion de la forma y = 3% _,c,x"*". Al sustituir la Gltima expre-
sion en (1) se tiene

o0 o0 o0 o0
A Ay =)y = Demt)n At r— D"+ D e+ )x"T D o TTE =Y ot
n=0 n=0 n=0 n=0

= co(r2 —r+r—v3)x
[o¢] [e¢]
FX D el rn+r—1)+@m+r) ="+ x> "t
= =0
[ee] [o¢]
= c(r = v+ X D [(n+ )P = VP A XD xR
n=0

n=1

3

Con base en (3), vemos que la ecuacion indicial es 7> —v? = 0 de manera que las raices
indiciales son 7, = vy r, = —v. Cuando r; = v, (3) se convierte en

(o) [o9)
XD en(n + 20)x" + x7 > e, x"
n=0

n=1

<

= x| (1 + 2v)cx + D en(n + 2v)x" + Ecnx"”}

L n=2 n=0
k=n—2 k=n

=x”0+2ﬂmﬂ-2“k+ﬂ&+2+ZWQ”+qh“ﬂ=0
k=0
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Por lo tanto, mediante el argumento acostumbrado podemos escribir (1 + 2v)c; =0y

(k+2)(k+2+2V)cy+ ¢, =0

—¢

bi = , k=0,1,2,.... 4
o pien 2T )k + 2 + ) @
En (4), la alternativa ¢; = 0 trae como consecuencia que ¢; = ¢; = ¢; = -+ = 0, entonces
parak = 0, 2, 4, ... encontramos, después de establecer k+2 = 2n,n = 1,2, 3, ..., que

Con—2
= - 5
Con 2%n(n + v) ©)
Co
Por lo tanto, ¢, = — m
_ ) _ Co
4T T 20+ 2121+ )2+ )
_ Cy _ o
ST T 2334y 2°-1-2-3(1+ )2+ )3+ )
—1)'c
C2 = e . on=1,23,... ©6)

22 (1 + v)2 + v) - (n + v)

Se acostumbra elegir un valor especifico para ¢, a saber:

1
2T+ v)’

Co

donde I'(1 + v) es la funcién gama. Vea el apéndice II. Como esta ultima funcién posee la
conveniente propiedad de que I'(1 + &) = al'(«), podemos reducir el producto indicado en
el denominador de (6) a un solo término. Por ejemplo,

IF'd+v+ D) =0+v)[1+v)
IF't+v+2)=QC+v)I2+v) = 2+v)(1 +v)I'(1 +v).

De este modo, podemos expresar (6) como

_ (= (=

T T+ )2+ 0) - (n+ T+ v) 2T + v + )

paran=0,1,2,....

2n+v

M Funciones de Bessel de primera especie La solucién en serie y = X% _ ¢y, X
por lo general se representa mediante J, (x):

EES (_])Q) ()

“=on!l(1L+ v+ n)

Siv = 0, la serie converge al menos en el intervalo [0, c0). También, para el segundo expo-

nente r, = —v obtenemos, exactamente en la misma fOl"ma,
00 (7 1 )” <X >2n v
J_(x) = ——| . 8
/(%) ,2) ATl —v +n)\2 ®

5.3 Funciones especiales
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Las funciones J,(x) y J_,(x) se denominan funciones de Bessel de primera especie de
orden v y —v, respectivamente. Segtin sea el valor de v, la ecuacién (8) puede contener
potencias negativas de x y, por lo tanto, ser convergente en (0, ©0).*

Ahora debemos tener cuidado al escribir la solucién general de (1). Cuando v = 0, resulta
evidente que (7) y (8) soniguales. Siv>0yr, — r, = v — (—v) = 2v no es un entero po-
sitivo, del caso I visto en la seccién 5.2 se deduce que J,(x) y J_, (x) son soluciones lineal-
mente independientes de (1) en (0, 00), y por lo tanto la solucién general en el intervalo es
y = ¢J,(x) + ¢,/ _,(x). Pero con base en el caso II de la seccién 5.2 también sabemos que
cuando r; — r, = 2v es un entero positivo, puede existir una segunda solucién de (1) en
forma de serie. En este segundo caso pueden distinguirse dos posibilidades. Cuando v =
m = es un entero positivo, la expresion, J_,,(x) definida por (8) y J,,(x) no son soluciones
linealmente independientes. Es posible demostrar que J_,, es un multiplo constante de J,,,
(vea la propiedad i) en la pagina 264). Ademads, r; — r, = 2v puede ser un entero positivo
cuando v es la mitad de un entero positivo impar. En este tltimo caso, podemos demostrar
que J,(x) y J_,(x) son linealmente independientes. En otras palabras, la solucién general
de (1) en (0, c0) es

y = cJ,(x) + c,J_,(x), v # entero. )

Las grificas de y = Jy(x) y y = J,(x) se muestran en la figura 5.3.

Ejemplo 1 Solucion general: v no es un entero

Al identificar v2 = § y v = 1 a partir de (9), podemos ver que la solucién general de la
ecuacion x2y" + xy’ + (> — )y =0en (0, 0) es y = ¢,J,p(x) + c2J_ 15 (). 0
M Funciones de Bessel de segunda especie  Si v # entero, la funcién definida por
la combinacidn lineal
cosvm/,(x) — J_,(x
Y, (x) = %) ) (10)

sen vw

y la funcién J,(x) son soluciones linealmente independientes de (1). Por lo tanto, otra
forma de la solucion general de (1) es y = ¢,J,(x) + ¢,Y, (x), siempre y cuando v # entero.
Cuando v — m, donde m es un entero, (10) tiene la forma indeterminada 0/0. No obstante,
mediante la regla de L"Hopital se puede demostrar que 1im,,_,,, ¥, (x) existe. Ademas, la
funcién

Y, (x) = limY,(x)
v—m
y J,,(x) son soluciones linealmente independientes de x*y” + xy’" + (x> — m?)y = 0. Por lo

tanto, para cualguier valor de v, la solucién general de la ecuacién (1) en (0, o©) se puede
escribir como

y=cJ,(x)+ Y, (x). (1

Y, (x) se llama funcion de Bessel de segunda especie de orden v. La figura 5.4 muestra las
gréficas de Yy(x) y Y (x).

Ejemplo 2 Solucion general: v es un entero

Al identificar v = 9 y v = 3 con base en (11), podemos ver que la solucién general de la

ecuacion x%y” + xy’ + (2> — 9)y = 0 en (0, 00) es y = ¢,J5(x) + c,Y5(x). O

B Ecuaciones diferenciales solucionables en términos de funciones de Bessel
Algunas veces es posible transformar una ecuacién diferencial en una ecuacién (1) me-

*Cuando reemplazamos x por Ixl, las series dadas en (7) y (8) convergen para 0 < |xl < .
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diante un cambio de variable. Entonces podemos expresar la solucién de la ecuacién origi-
nal en términos de funciones de Bessel. Por ejemplo, si t = ax, @ > 0, en

Y+ xy" + (@ —vHy =0, (12)
entonces, mediante la regla de la cadena,

dy dyd _ dy d’y d<dy>£_ , d%
e drdx Car Y

dx

e dt & oar

Por consiguiente, (12) se convierte en

(N oy (1), 2, = dy 2y, =
(a>a dt2+ a adt+(t2 )y=0 o tzdt2+t + (7 —v)y=0.

La udltima ecuacion es la ecuacion de Bessel de orden v con solucion y = ¢,J, (1) + ¢, Y, ().
Al volver a sustituir + = ax en la dltima expresion, encontramos que la solucién general
de (12) es

y = cJ,(ax) + ¢, Y, (ax). (13)

La ecuacion (12), llamada ecuacién paramétrica de Bessel de orden v, y su solucién ge-
neral (13) son muy importantes en el estudio de ciertos problemas de valores en la frontera
que involucran ecuaciones diferenciales parciales expresadas en coordenadas cilindricas.

Otra ecuacion que guarda cierto parecido con (1) es la ecuacién modificada de Bessel
de orden v,

' 4+ xy — (4 vy =0. (14)
Esta ED se puede resolver tal como se acaba de explicar para la ecuacion (12). Esta vez, si
t = ix, donde i* = —1, entonces (14) se convierte en
d’y dy
P—S+t—+E—-1v)y=0
dt2 d ( )y

Puesto que las soluciones de la dltima ED son J,(#) y Y,(?), las soluciones de valor comple-
Jjo de la ecuacion (14) son J,(ix) y Y,(ix). Una solucién de valores reales, llamada funcion
de Bessel modificada de primera clase de orden v entero se define en términos de J,(ix):

L(x) = i "J(ix). (15)

Vea el problema 21 en los ejercicios 5.3. Analégicamente a (10), la funcién de Bessel mo-
dificada de segunda clase de orden v # entero, se define como

71,0 — L,
2 sen v

y(x) = (16)

y para el entero v = n,

K,(x) = lim K, (x).

v—n

Como [, y K, son linealmente independientes en el intervalo (0, c0) para todo valor de v,
la solucién general de (14) es

y = ¢ L,(x) + &K, (x). 17)

Aln otra ecuacion, importante porque muchas ecuaciones diferenciales encajan en esta
forma mediante elecciones adecuadas de los pardmetros, es

1 -2 a* — p*c?
e T <b2c2x2”_2 =0 p=o. (18)

5.3 Funciones especiales
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Aunque no lo explicaremos de manera detallada, la solucién general de (18),
y = x el (bx) + Y, (bx)], (19)

se puede encontrar mediante un cambio tanto en las variables independientes como

alc
. . < .
en las dependientes: z = bx‘, y(x) = <;) w(z). Si p no es un entero, entonces puede

reemplazarse Y, en (19) por J_,,.

Ejemplo 3 Uso de la solucion general (18)

Encuentre la solucién general de xy” + 3y’ + 9y = 0 en (0, c0).
Solucion  Si escribimos la ED dada como
3 9
"+ =y +—=y=0
y PR
podemos hacer las siguientes identificaciones con (18):
1 —2a=3, b**=9, 2¢c—2=—1 y a* — p’c® = 0.
Las ecuaciones primera y tercera implicana = — 1y ¢ = 1. Con estos valores, la segunda y

cuarta se satisfacen cuando b = 6y p = 2. De la ecuacién (19) encontramos que en el inter-
valo [0, 00) la soluci6n general para la ED dada es y = x™ ' [¢;J5(6x%) + ¢,Y,(6x)].

Ejemplo 4 Vuelta a la degradacion de rigidez de un resorte

Recuerde que en la seccion 3.8 estudiamos que un modelo matemadtico para el movi-
miento libre no amortiguado de una masa sujeta a un resorte con degradacién de rigidez
estd dado por mx” + ke”*x = 0, a > 0. Ahora ya podemos encontrar la solucién ge-
neral de la ecuacion. Se deja como ejercicio demostrar que el cambio de variables s =

2

k _ . . . .
a\/; e~ /% transforma la ecuacién diferencial de la degradacién del resorte en la forma
2

d°x dx
SZE-FS%-FSZX:O.

Vemos que esta ecuacion tiene la forma de (1) con v = 0 donde los simbolos x y s tienen
las funciones de y y x, respectivamente. La solucion general de la nueva ecuacién es x =
¢ Jo(s) + ¢, Yy (s). Al sustituir nuevamente s, la solucién general de mx” + ke™“x = 0 es

2 k 2 k
x(1) = ¢\Jy <E \/% e_“’/z) + oY, <; \/; e_“’/2>.

Vea los problemas 33 y 39 en los ejercicios 5.3. a

El otro modelo que se analizé en la seccion 5.1 fue el de un resorte cuyas caracteristicas
cambian con el tiempo, mx” + ktx = 0. Al dividir todo entre m vemos que x” + £ x = 0
es la ecuacién de Airy, y" + a’*xy = 0. Vea el ejemplo 2 de la seccién 5.1. La solucién
general de la ecuacion diferencial de Airy también se puede expresar en términos de las
funciones de Bessel. Vea los problemas 34, 35 y 40 de los ejercicios 5.3.

M Propiedades A continuacién enunciamos algunas de las propiedades mds dtiles de
las funciones de Bessel de ordenm, m = 0,1, 2, ...:

D Jox) = (= 1)",(x) i) J,(—x) = (=1)"J,(x)

0, m>0
ity J,0) =

I, m=0 ) lim ¥,(0) = —oo.
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Observemos que la propiedad ii) indica que J,,(x) es una funcién par si m es un entero par,
y una funcién impar si m es un entero impar. En la figura 5.4, las graficas de Y,(x) y Y;(x)
ilustran la propiedad iv): Y,,(x) no estd acotada en el origen. Este hecho no resulta evidente
luego del examen de la ecuacién (10). Las soluciones de la ecuacién de Bessel de orden O
se pueden obtener mediante las soluciones y;(x) dadas en (21) y y,(x) en (22) de la seccién
5.2. Es posible demostrar que la ecuacién (21) de la seccién 5.2 es y,(x) = Jy(x), mientras
que la ecuacion (22) de esa seccion es

yo(x) = Jo(x)Inx — i ((;!1)2% N % o % )e)zk

k=1

La funcién de Bessel de segunda especie de orden 0, Y(x), estd definida entonces para ser

L 2 2 .
la combinacién lineal Yy(x) = - (y — In2)y,(x) + ;yz(x) para x > 0. Es decir,

) = iJO(x)[Y i ln)zc] T E ((;f)ﬁk (1 + % I }()(;)2"

donde y = 0.57721566...es la constante de Euler. Debido a la presencia del término
logaritmico, resulta evidente que Y,(x) es discontinua en x = 0.

M Valores numéricos Los primeros cinco ceros no negativos de Jy(x), J;(x), Yy(x) y
Y (x) estdn dados en la tabla 5.1. Algunos valores adicionales de esas cuatro funciones se
presentan en la tabla 5.2.

Tabla 5.1 Cerosde J,, J;, Yy Y, Tabla 5.2 Valores numéricos de Jy, J;, Yy y ¥,

Jo(x) Ji(x) Yo(x) Y (x) X Jo(x) Jy(x) Yo(x) Yi(x)
2.4048 0.0000 0.8936 2.1971 0 1.0000 0.0000 — —
5.5201 3.8317 3.9577 5.4297 1 0.7652 0.4401 0.0883 —0.7812
8.6537 7.0156 7.0861 8.5960 2 0.2239 0.5767 0.5104 —0.1070

11.7915 10.1735 10.2223 11.7492 3 —0.2601 0.3391 0.3769 0.3247
14.9309 13.3237 13.3611 14.8974 4 —0.3971 —0.0660 —0.0169 0.3979
5 —0.1776 —0.3276 —0.3085 0.1479

6 0.1506 —0.2767 —0.2882 —0.1750

7 0.3001 —0.0047 —0.0259 —0.3027

8 0.1717 0.2346 0.2235 —0.1581

9 —0.0903 0.2453 0.2499 0.1043

10 —0.2459 0.0435 0.0557 0.2490

11 —0.1712 —0.1768 —0.1688 0.1637

12 0.0477 —0.2234 —0.2252 —0.0571

13 0.2069 —0.0703 —0.0782 —0.2101

14 0.1711 0.1334 0.1272 —0.1666

15 —0.0142 0.2051 0.2055 0.0211

M Relacion de recurrencia diferencial Las férmulas de recurrencia que relacionan las
funciones de Bessel de diferentes 6rdenes son importantes en teoria y en aplicaciones. En
el ejemplo siguiente deduciremos una relacion de recurrencia diferencial.
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Ejemplo 5 Deduccion mediante definicion de series

Deduzca la férmula xJ,(x) = v, (x) — xJ, . (x).

Solucion De la ecuacién (7) podemos deducir que

n

=0
: ,,i s m e
= nll(1 + v+ n)\2 = (1 + v+ n)\2

. (—1)" K\trl
vJ,(x) + xn§::1 (n— DIT(1 + v + n) <§>
N J

V

k=n-—1

EO) %:k)(x)zkw = v, - W@ O

El resultado del ejemplo 5 se puede escribir en forma alternativa. Al dividir xJ;,(x) —
vJ,(x) = —xJ,,(x) entre x se obtiene

B0 = 210 = ().

Esta dltima expresion se reconoce como una ecuacion diferencial lineal de primer orden
en J,(x). Al multiplicar ambos lados de la igualdad por el factor de integraciéon x~ " obte-
nemos

d
— V] = —x (k). (20)
dx
Asimismo, se puede demostrar que
d | )
L [-Y Jl’(x)] - -\ﬁ/‘]v I(X)' (21)
dx

Vea el problema 27 de los ejercicios 5.3. Las relaciones de recurrencia diferenciales (20) y
(21) también son vélidas para la funcién de Bessel de segunda especie, Y, (x). Observe que
cuando v = 0, de (14) se deduce que

Jo) = —Ji(x) y  Yox) = —Yi(x). (22)
Una aplicacidn de estos resultados se da en el problema 39 en los ejercicios 5.3.
M Funciones esféricas de Bessel Cuando el orden v es la mitad de un entero impar,
es decir, i%, i%, i%, ..., la funcién de Bessel de primera especie J,(x) puede expresarse

en términos de las funciones elementales sen x, cos x y potencias de x. Estas funciones de
Bessel se denominan funciones esféricas de Bessel. Consideremos el caso en que v = 3.

De (7),
5] —1) 2n+1/2
S S

= 1+5+n)
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En vista de la propiedad I'(1 + ) = al'(a) y de que I'(}) = V7 los valores de
ra+ % +n)paran = 0,n = 1,n = 2y n = 3 son, respectivamente,

F(%)Zr(lﬂ-%):%]“(%):%\/;
IG)=T(1+3)=5T() :%\/7_7
I =T(1+3)=3T(3) :52_33\/;:%\/;: 2?_'2'\/;

Pe) =T+ =11 =227 = L0 - 2/

2021 26,6 .21 2731
2n + 1)
En general, [(1+45+n)= ﬁ\/;

Por lo tanto,

2

mx = (2n + 1)

Jip(x) = % W

22n+ ln!

C0 (Rl [ S ED

Puesto que la serie infinita incluida en la dltima linea es la serie de Maclaurin para sen x,

hemos demostrado que
2
Jip(x) =y ——senux. (23)
X

Se deja como ejercicio demostrar que

[2
J_1px) = écosx. (24)

Vea los problemas 31 y 32 en los ejercicios 5.3.

BEEFIN Funciones de Legendre

B Solucion Puesto que x = 0 es un punto ordinario de la ecuacién de Legendre (2),
sustituimos la serie y = X _ c,x*, desplazamos los fndices de la suma y combinamos las
series para obtener

(1 =Xy — 2xy" + n(n+ 1)y = [n(n + Dey+ 2¢,] + [(n — D+ 2)c, + 6¢5]x

-+2Kj+au+1mﬁ+m—jw+j+ndﬂ=a

lo cual implica que n(n+ lcy+2c,=0
n—1Dm+2)c;+6c;=0

(J+2D+ Dejur+(n = Pn+j+1)e; =0

5.3 Funciones especiales
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n(n + 1)

(0] Cy = — TCO
(n— D(n +2)
(n =)+ j+1)
. = — Py ':2, ,4,.... 2
T GG ey T =
Si j asume los valores 2, 3, 4, ..., se produce la relacién de recurrencia (25).
(n —2)n + 3) (n —2)n(n + )(n + 3)
Cy = — Cy = CO
4.3 4!
(n—3)(n + 4) (n—=3)n—1n+2)n+4
ST T sy 97 51 “
3 (n=4)n+5  (n—4)n-2)nH+ 1)n+3)(n+)5)
Y g “
(n — 5)(n + 6)
c; = — ?65
(n—=3)n—3)(n— Dn+2)(n+ 4)(n +6)
= — cl
7

y asi sucesivamente. Por lo tanto, cuando menos para |x| < 1, obtenemos dos soluciones
linealmente independientes en forma de series de potencias:

=l - Ml o2 et
21 41
(1= = 2l + D + 3 +5) J
6! ”
yolx) = cl|:x =D+ 2)x3 L (1= 3)n = Dn + 2)n + 4)x5
3! 5!
(n=5)(n = 3)(n = )(n +2)(n + 4)n + 6)x7 . ]
7 :

Observe que si n es un entero par, la primera serie termina, mientras que y,(x) es una
serie infinita. Por ejemplo, si n = 4, entonces

4:5 , 2-4-5-7
yix) = ¢l 1 — 5 X2+ "

35
xﬂ = C0|:1 — 1042 + ?x‘*].

De igual manera, cuando n es un entero impar, la serie para y,(x) termina con x"; es decir,
cuando n es un entero no negativo, obtenemos una solucion en forma de polinomio de
n-ésimo grado de la ecuacion de Legendre.

Como sabemos que un multiplo constante de una solucién de la ecuacion de Legendre
también es una solucidn, se acostumbra elegir valores especificos para ¢, o ¢;, depen-
diendo de si n es un entero positivo par o impar, respectivamente. Para n = 0 elegimos
co=1lyparan=2,4,6,...,

1-3-+(n—1)
CO=(—1)”’2—2.4W” 5
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mientras que paran =1 seeligec; =1,yparan=3,5,7, ...,

1-3-'n

:_1(n—l)/2 .
S S Oy

Por ejemplo, cuando n = 4 tenemos

1-3 , 35,1 1
@) = (—1)25 | T 7100+ 2o = o350 3002 4 3),

M Polinomios de Legendre Estas soluciones polinomiales especificas de n-€simo
grado se denominan polinomios de Legendre y se representan mediante P,(x). A partir
de las series para y;(x) y y,(x) y de las elecciones para ¢, y ¢; que acabamos de explicar,
encontramos que algunos primeros polinomios de Legendre son

Py(x) = 1, Py(x) = x,

Py(x) = %(3,6 = 1), Py(x) = %(s,ﬁ - 3x), (27)

1 5 1 .
P,(x) = 2 (35x* — 30x% + 3), Ps(x) = Py (63x° — 70x° + 15x).

Recordemos que Py(x), P,(x), Py(x), Ps(x), ..., son, a su vez, soluciones particulares de
las ecuaciones diferenciales

n=0 (1—-x)"—2xy'=0

n=1 (1—-x) —2xy' +2y=0
n=2 (1—=x)"—2xy'+6y=0
n=3 (1—-x)"—2xy+12y=0

(28)

Las graficas, en el intervalo —1 = x = 1, de los seis polinomios de Legendre dados
en (27) se presentan en la figura 5.5.

M Propiedades Se le invita a verificar las siguientes propiedades mediante los polino-
mios de Legendre dados en (27).

i) Py(—x) = (= 1)'P,(x)
i) P,(1)y=1 iii)y P,(—1)=(—1)
iv) P,0)=0, nimpar v) P;0) =0, npar

La propiedad i) indica, tal como se puede apreciar en la figura 5.5, que P,(x) es una fun-
cion par o impar cuando n es par o impar.

M Relacion de recurrencia Las relaciones de recurrencia entre los polinomios de
Legendre de diferentes grados también son importantes en algunos aspectos de sus apli-
caciones. Establecemos, sin demostrarla, la siguiente relacion de recurrencia de tres tér-
minos

(k+ DP,, (x) — 2k + DxPy(x) + kP,_,(x) = 0, (29)

la cual es vélida para k = 1, 2, 3, .... En (27) enumeramos los primeros seis polinomios de
Legendre. Si, digamos, se desea determinar Pg(x), es posible usar (29) con k = 5. Esta rela-
cion expresa Py(x) en términos de P4(x) y Ps(x). Vea el problema 45 de los ejercicios 5.3.
Otra férmula, aunque no una relacién de recurrencia, puede generar polinomios de
Legendre por diferenciacion. La formula de Rodrigues para estos polinomios es

1 d' 2 n
:2"1’1! W(x —1),11:0,1,2, (30)

Vea el problema 48 en los ejercicios 5.3.

P,(x)

5.3 Funciones especiales
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|
—

Figura 5.5 Polinomios de
Legendre paran=0,1,2,3,4,5
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Comentarios

Aunque hemos supuesto que el pardmetro n en la ecuacion diferencial de Legendre
(1 — x»)y" — 2xy’ + n(n + 1)y = 0 representa un entero no negativo, en un marco
mds general, n puede representar a cualquier nimero real. Si n no es un entero no
negativo, entonces las dos funciones de Legendre y,(x) y y,(x) dadas en (26) son se-
ries infinitas convergentes en un intervalo abierto —1 < x < 1 y divergentes (no aco-
tadas) en x = £1. Si n es un entero no negativo, entonces como acabamos de ver,
una de las funciones de Legendre en (26) es un polinomio y la otra es una serie in-
finita convergente para —1 < x < 1. Debe tener presente el hecho de que la ecuacion
de Legendre tiene soluciones acotadas en el intervalo cerrado —1 = x = 1 sélo
cuandon = 0, 1, 2, .... Mas concretamente, las tunicas funciones de Legendre que
estdn acotadas en un intervalo cerrado —1 = x = 1 son los polinomios de Legendre
P,(x) o los miiltiplos constantes de estos polinomios. Consulte el problema 47 en los
ejercicios 5.3 y el problema 24 en los ejercicios de repaso del capitulo 5.

EJERCICIOS 5.3 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-12.

Funciones de Bessel 17. 2" + (2 = 2)y =0

En los problemas del 1 al 6, use (1) para encontrar la solucién 18. 4xy" + (16x* + 1)y =0

general de la ecuacion diferencial dada en (0, c0).
19. xy" + 3y + 2y =0

20. 9%y" + 9xy’ + (x* — 36)y =0

1. XY +xy + (% — é)y= 0

2. XY +xy +(xF—1y=0
21. Use la serie incluida en (7) para verificar que 7,(x) =
2. ’ 2 _ — v
3. 4)”; Ay (dx x225) y=0 i"J,(ix) es una funcién real.
4. 16xy"+ 16xy" + (16 — Dy =0 22. Asuma que en la ecuacién (18) b puede ser un nimero
5 x"+y +xy=0 imaginario puro, es decir, b = Bi, >0, i* = —1. Use
este supuesto para expresar la solucion general de la
6. E[x)"] + (x - ;)y =0 ecuacioén diferencial dada en términos de las funciones

de Bessel modificadas 1, y K,,.

En los problemas del 7 al 10, utilice la ecuacién (12) para en-

contrar la solucién general de la ecuacion diferencial dada en

(0, 00). En los problemas del 23 al 26, primero usamos (18) para ex-

presar la solucién general de la ecuacién diferencial dada en

+( términos de las funciones de Bessel. Después aplicamos (23) y

8. Xy +xy' + (368 — )y = (24) y expresamos la solucién general en términos de funcio-
+(

a) ¥y —xy=0 by xy'+y —Txy=0

7. x5+ xy'

) nes elementales.
9. xy" + xy'
23. y'"+y=0

10. 2y +xy' + (2 — 64)y = 0 24. Xy +4xy + (P +2)y =0

En los problemas 11 y 12, use el cambio de variable indicado 25. 16x%" +32xy" + (x* — 12)y =0
para determinar la solucién general de la ecuacién diferencial 26. 4% — 4xy' + (162 +3)y = 0

dada en (0, 00). 27. a) Proceda como en el ejemplo 5 para demostrar que

1.y + 20 + &y =0, y=x""u(x) Xx) = —vd, () +xJ, (%),

12 2" + (@@ =P+ )y=0; y= \/;u(x) [Sugerencia: Escriba 2n +v = 2(n +v) — v.]

. b) Use el resultado del inciso a) para deducir (21).
En los problemas del 13 al 20, use (18) para determinar la solu-

cién general de la ecuacion diferencial dada en (0, 00). 28. Emplee la férmula obtenida en el ejemplo 5 junto con

el inciso a) del problema 27 para deducir la relacién de

13, xy" +2y +4y=0 recurrencia

4. xy" + 3y +xy=0 2vJ,(x) = xJ, 1 (x) + xJ,_(x).

15. xy" =y +xy=0 En los problemas 29 y 30, use (20) o (21) para obtener el resul-
16. xy" — 5y +xy =0 tado que se proporciona.
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30.
31.

32.

33.

34,

35.

36.

37.

©

Lero(r)dr = xJ\(x)

Jox) = J_1(0) = —J,(x)
Proceda como en las paginas 266 y 267 para derivar la
forma elemental de J_,,(x) dada en (24).

a) Use la relacion de recurrencia del problema 28
junto con (23) y (24) para expresar J3,(x), J_3,(x) y
Jsp(x) en términos de sen x, cos x y potencias de x.

b) Mediante una herramienta de graficacidn trace las
grificas de Jyx(x), J_15(x), J32(x), J_32(x) y J5(%).

. . . 2 [k
Aplique el cambio de variables s = N € /< para

demostrar que la ecuacién diferencial de un resorte que
se degrada mx” + ke”“x = 0, a > 0, se convierte en

d*x dx

s2—2+ s— + s&x = 0.

ds ds
Demuestre que y = x"?w(%ax*?) es una solucién de la
ecuacién diferencial de Airy y" + a*xy = 0, x > 0,
siempre que w sea una solucién de la ecuacion de Bessel
de orden 4, es decir, 2w+ + (@ — §Hw=0,1>0.
[Sugerencia: Después de diferenciar, sustituir y simplifi-

2
car, establezca t = 5 ax”2]

a) Con el resultado del problema 34, exprese la solu-
cion general de la ecuacion diferencial de Airy para
x>0 en términos de la funcién de Bessel.

b) Verifique los resultados del inciso a) mediante (18).
Use la tabla 5.1 para encontrar los primeros tres valores
propios positivos y sus correspondientes funciones pro-
pias del problema de valores en la frontera
Xy +y +Axy =0,
y(x), ¥'(x) acotada cuando x — 0%, y(2) = 0.

[Sugerencia: Al identificar A = o2, 1a ED es la ecuacién
paramétrica de Bessel de orden cero.]

a) Use (18) para demostrar que la solucién general de
la ecuacidn diferencial xy” + Ay = 0 en el intervalo
(0, ) es

y = ¢ \/xJ](Z\/E) + cz\/;Yl(Z V Ax).
b) Verifique por sustitucién directa que y = \/)_CJI
(2\/)_6) es una solucién particular de la ED para el

casoA = 1.

Tareas para el laboratorio de computo

38.

39.

Utilice un CAS para graficar las funciones modificadas
de Bessel 1j(x), I,(x), I,(x) y Ky(x), K,(x), K5(x). Compare
estas graficas con las que muestran las figuras 5.3 y 5.4.
(Cuadl es la mayor diferencia que se presenta entre las fun-
ciones de Bessel y las funciones de Bessel modificadas?

a) Use la solucién general dada en el ejemplo 4 para
resolver el PVI

4x" + e Oy = 0,

40.

41.

5.3 Funciones especiales

También utilice Jy(x) = —J,(x) y Y5(x) = —Y;(x)
junto con la tabla 5.1 o un CAS para evaluar los
coeficientes.

b) Utilice un CAS para graficar la solucién obtenida en
el inciso a) en el intervalo 0 = ¢ = co.

a) Use la solucién general obtenida en el problema 35
para resolver el PVI

4x" +tx =0, x(0.1)=1, x'(0.1)= —1.

Utilice un CAS para evaluar los coeficientes.

b) Utilice un CAS para graficar la solucion obtenida en
el inciso a) en el intervalo 0 = ¢ = 200.

Columna flexionada por su propio peso  Una columna
delgada uniforme de longitud L, ubicada verticalmente
con un extremo empotrado en el suelo, se flexionard o
curvard, apartandose de la vertical, por la influencia de
su propio peso, cuando su longitud o altura sea mayor
que cierto valor critico. Se puede demostrar que la de-
flexion angular 6(x) de la columna respecto a la vertical
en un punto P(x) es una solucién del problema de valo-

res en la frontera
2

d-6
El— + 8g(L — x)§ = 0,
dx

6(0) = 0,0'(L) = 0,

donde E es el médulo de Young, / es el momento de

inercia de la seccidn transversal, 6 es la densidad lineal

constante y x es la distancia medida a lo largo de la co-

lumna a partir de la base. Vea la figura 5.6.

La columna se curvard sélo para aquellos valores de

L donde el problema de valores en la frontera tenga una

solucién no trivial.

a) Formule nuevamente el problema de valores en
la frontera cambiando las variables t = L — x.
Entonces use los resultados de un problema anterior
de este bloque de ejercicios para expresar la solu-
ci6én general de la ecuacion diferencial en términos
de funciones de Bessel.

b) Use la solucién general encontrada en el inciso a)
para establecer una solucién del problema de valo-
res en la frontera y una ecuacién que defina la longi-
tud critica L, es decir, el valor minimo de L respecto
al cual la columna empezard a curvarse.

¢) Con ayuda de un CAS, determine la longitud critica
L de una sélida varilla de acero con radio r = 0.05
in.,, 8g = 0.28 A Ib/in., E = 2.6 X 10 Ib/in.%, A =
mlel = i'nr“.

P(x)

Suelo

Figura 5.6 Varilla para
el problema 41
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42.

43.

Curvatura de una columna delgada En el ejemplo
3 de la seccidn 3.9 vimos que cuando una fuerza com-
presiva vertical constante, o carga, P se aplicaba a una
columna delgada de seccién transversal uniforme y em-
potrada en ambos extremos, la deflexidén y(x) era una

solucion del PVF:

dzy
Elﬁ + Py =0,y(0) =0,y(L) = 0.

a) Si el factor de rigidez de curvatura EI es proporcio-
nal a x, entonces El(x) = kx, donde k es una cons-
tante de proporcionalidad. Si EI(L) = kL = M es el
factor de rigidez maximo, entonces k = M/L y, por
lo tanto, EI(x) = Mx/L. Utilice la informacién del

problema 37 para encontrar la solucién de
Mﬁd—2y+Py=0y(0)=oy(L)=o

L dx* ’ ’
cuando se sabe que \/;YI(Z\/E) no es cero en

x=0.

b) Utilice la tabla 5.1 para encontrar la carga de Euler
P, para la columna.

¢) Utilice un CAS para graficar el primer modo de cur-

vatura y;(x) que corresponda a la carga de Euler P;.

Por cuestiones de simplicidad, asuma que ¢, = 1y

L=1.
Péndulo de longitud variable Para el péndulo simple
descrito en la pagina 175 de la seccién 3.10, suponga
que la barra que sostiene la masa m en un extremo se
reemplaza por un alambre, o una cuerda, flexible y que
el alambre estd enrollado sobre una polea en el punto de
apoyo O de la figura 3.52. De esta manera, mientras esti
en movimiento en un plano vertical, la masa m puede
elevarse o descender. En otras palabras, la longitud I(¢)
del péndulo varia con el tiempo. Bajo los mismos su-
puestos que llevaron a la ecuacién (6) en la seccién 3.10,
se puede demostrar* que la ecuacion diferencial para el
angulo de desplazamiento 6 es ahora

0" +20I'6" + gsenf =0

a) Silaumenta a una tasa constante v y si /(0) = [, de-
muestre que una linealizacién de la ED anterior es

(o +vDO" +2v0" + g0 = 0.

b) Haga el cambio de variables x = (I, + vt)/v, y de-
muestre que (31) se convierte en

d0 2d0 g
—_ —_— + [
dx®  xdx

¢) Use el inciso b) y (18) para expresar la solucién ge-
neral de la ecuacién (31) en términos de funciones
de Bessel.

0=0.
VX

d) Use la solucién general obtenida en el inciso c) para

resolver el problema de valor inicial constituido por

*Vea Mathematical Methods in Physical Sciences, Mary Boas, John Wiley
& Sons, Inc., 1996; también el articulo de Borelli, Coleman y Hobson en
Mathematics Magazine, vol. 58, nim. 2, marzo de 1985.

272

44,

45.

46.

47.

la ecuacion (31) y las condiciones iniciales 0(0) =
0o, 0'(0) = 0. [Sugerencia: Para simplificar los calcu-
los, aplique un cambio adicional de variable u =

2
" Vig(ly +vt) =2 \/% x'/2. También, recuerde que

(20) es aplicable tanto para J,(u) como para Y,(u).
Finalmente, la identidad J,(u)Y,(u)—J,(u)Y () =

— — le sera util.]
U

e) Utilice un CAS para graficar la solucién 6(f)del PVI
del inciso d) cuando [, = 1 ft, 6, = % yv =g ft/s.
Experimente con la grafica mediante diferentes in-
tervalos de tiempo como [0, 10], [0, 30], etcétera.

f) ¢Qué indican las gréficas en cuanto al dngulo de
desplazamiento 6(r) a medida que la longitud / del
alambre aumenta con el tiempo?

Funciones de Legendre

a) Use las soluciones explicitas y;(x) y y,(x) de la ecua-
cion de Legendre dada en (26) y la eleccion ade-
cuada de ¢, y ¢, para encontrar los polinomios de
Legendre Pg(x) y Ps(x).

b) Escriba las ecuaciones diferenciales para las que
P4(x) y P5(x) sean soluciones particulares.

Use la relacién de recurrencia (29) y Py(x) = 1, Pi(x)

= x para generar los siguientes seis polinomios de

Legendre.

Demuestre que la ecuacién diferencial
2

d d
sen@E}}2 + COSHIZ + n(n + 1)(senf)y = 0

se puede transformar en ecuacién de Legendre mediante
la sustitucién x = cos 6.
Encuentre los primeros tres valores positivos de A para
los cuales el problema

(1 =22y —2xy" +Ay =0,

y(0) = 0, y(x), y'(x) acotadaen [— 1, 1]
tiene soluciones no triviales.

Tareas para el laboratorio de computo

48.

49.

50.

Para los fines de este problema, ignore la lista de poli-
nomios de Legendre dada en la pagina 269 y las graficas
de la figura 5.5. Utilice la férmula de Rodrigues (30)
para generar los polinomios de Legendre P,(x), P,(x),
..., P7(x). Con un CAS, desarrolle las diferenciaciones
y simplificaciones.

Utilice un CAS para graficar P (x), Py(x), ..., P;(x) enel
intervalo [—1, 1].

Emplee una aplicacion apropiada para buscar raices y
determine los ceros de P(x), P,(x), ..., P5(x). Si los
polinomios de Legendre son funciones incorporadas en
su CAS, encuentre ceros de polinomios de Legendre de
grado superior. Formule un supuesto acerca de la ubica-
cién de los ceros en cualquier polinomio de Legendre
P,(x), y después investigue si es verdadero.
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EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPiTUl.O 5 Las respuestas a los problemas impares

seleccionados comienzan en la pagina RESP-12.

En los problemas 1 y 2, responda cierto o falso sin remitirse al

texto.

1. La solucién general de x>y + xy’ + (x> — I)y=0es y =
ciJi1(x) + ¢ _(x).

2. Puesto que x = 0 es un punto singular irregular de x*y" —
xy" +y=0,1a ED no posee solucién que sea analitica en
x=0.

3. Se garantiza que ambas soluciones en forma de series
de potencias de y" + In(x + 1)y’ + y =0 centradas en el
punto ordinario x = 0 convergen para toda x, ;en cudl de
los siguientes intervalos?

a) —o<x<o b) —l<x<oo
0 —31=x=3 d —-l=x=1

4. x=0es un punto ordinario de cierta ecuacién diferencial
lineal. Después de sustituir en la ED la solucién supuesta
y=2",_oc,x" se obtiene el siguiente sistema algebraico
al igualar los coeficientes x°, x!, x* y x* a cero:

2C2+2C|+C0=0

6c; +4c, + ¢, =0

1
12¢, + 6¢5 + ¢, — gcl =0

2
20cs + 8¢y + 3 — gcz =0

Teniendo en mente que ¢, y ¢, son arbitrarios, escriba
los primeros cinco términos de dos soluciones en forma
de series de potencia de la ecuacion diferencial.

5. Suponga que se sabe que la serie de potencias 3% _qc,
(x — 4)* converge en —2 y diverge en 13. Analice si la
serie converge en —7,0, 7, 10y 11. Las respuestas posi-
bles son si, no, quizd.

6. Utilice las series de Maclaurin para sen x y cos x junto
con una division larga para encontrar los primeros tres
términos diferentes de cero de una serie de potencias en

sen x

x para la funcién f(x) = cosx

En los problemas 7 y 8, construya una ecuacion diferencial li-
neal de segundo orden que tenga las propiedades dadas.

7. Un punto singular normal en x = 1 y un punto singular
irregular en x = 0.

8. Puntos singulares normalesenx=1yenx= —3.

En los problemas 9 a 14, utilice un método adecuado de series
infinitas en torno a x = 0 para encontrar dos soluciones de la
ecuacion diferencial dada.

9. 2xy"+y +y=0 10. y/ —xy' —y=0
11. x—1)y"+3y=0 12. y' = x% +xy=0
13. xy" — (x+2)y'+2y=0 14. (cosx)y"+y=0

En los problemas 15 y 16, resuelva el problema de valor inicial
dado.

15. y"+xy" +2y=0, y(0)=3, y'(0)=—-2

16. (x+2)y"+3y=0, y0)=0, y'(0)=1

17. Sin resolver la ecuacion diferencial (1 — 2 sen x)y” + xy
=0, encuentre el limite mds bajo para el radio de conver-

gencia de las soluciones en forma de series de potencia
en torno al punto ordinario x = 0.

18. Aunque x = 0 es un punto ordinario de la ecuacién di-
ferencial, explique por qué no es buena idea intentar
encontrar una solucién del PVI

Y+xy' +y=0, y1)=-6, y'()=3
de la forma X_ ¢, x". Mediante las series de potencias,
encuentre una mejor forma de resolver el problema.

En los problemas 19 y 20, determine si x = 0 es un punto or-
dinario, un punto singular o un punto singular irregular de la
ecuacion diferencial dada. [Sugerencia: Recuerde las series de
Maclaurin para cos x y €'.]

19. xy"+(1 —cosx)y +x°y=0
20. (e*—1—xy"+xy=0
21. Observe que x = 0 es un punto ordinario de la ecuacién
diferencial
Y+ X%y +2xy =5 — 2x + 10x°.
Utilice el supuesto y = 3, _,c,x" para encontrar la so-

lucién general y =y, + y, que consista en tres series de
potencias centradas en x = 0.

22. La ecuacién diferencial de primer orden dy/dx = x* + y*
no se puede resolver en términos de funciones elemen-
tales. No obstante, una solucidn puede expresarse en
términos de las funciones de Bessel.

1 du
a) Demuestre que la sustitucién y = — wdx lleva a la ecua-
cién u” + x*u = 0.
b) Use la expresion (18) de la seccion 5.3 para encontrar la
solucién general de u” + x*u = 0.
¢) Utilice (20) y (21) de la seccién 5.3 en las formas
, v
Jux) = 2 000) = Joia(x)
, v
y Jv(x) = _;Jv('x) + Jv—l('x)
como ayuda para mostrar que una familia de solucio-
nes de un pardmetro de dy/dx = x* + y* estd dada por

T35 %) = cl_3u(5 X7)
=x :
I 2) + T (5 )

23. a) Utilice las expresiones (23) y (24) de la seccion 5.3
para demostrar que
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b)

2
Yip(x) = — . cosx.

Utilice la expresion (15) de la seccién 5.3 para de-
mostrar que

2 2
I (x) = W—xsenhx e I pkx) = W—xcoshx.

<)

24. a)

b)
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Utilice el inciso b) para demostrar que

Kip(x) =

m —X

—e .

2x

A partir de las expresiones (27) y (28) de la seccién
5.3 sabemos que cuando n = 0, la ecuacién diferen-
cial de Legendre (1 — x?)y” — 2xy’ = 0 tiene la solu-
cion polinomial y = Py(x) = 1. Utilice la ecuacion (5)
de la seccién 3.2 para demostrar que una segunda
funcién de Legendre que satisface la ED en el inter-
valo -l <x<les

11<1+x>
= —1In .
Y 2 1 —x

También sabemos, con base en (27) y (28) de la sec-
cién 5.3, que cuando n = 1 la ecuacion diferencial

c)

25. a)

b)

de Legendre (1 — x%)y” — 2xy’ + 2y = 0 posee la
solucién polinomial y = P;(x) = x. Utilice la ecua-
cién (5) de la seccidn 3.2 para demostrar que una
segunda funcién de Legendre que satisface la ED
enel intervalo —l<x< 1les

X 1 +x
=—In -1
Y 2 < 1 - x)
Utilice una herramienta de graficacion para trazar las
funciones de Legendre dadas en los incisos a) y b).

Utilice series binomiales para demostrar formal-
mente que

(1 —=2xt+ 13712 = D P,x)r"
n=0
Utilice el resultado obtenido en el inciso a) para

demostrar que P,(1) =1y P,(—1)=(—1)". Vea las
propiedades ii) y iii) incluidas en la pagina 269.
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CAPIiTULO

Soluciones numeéricas a
ecuaciones diferenciales
ordinarias

Estructura del capitulo J

6.1 Métodos de Euler y analisis de errores

6.2 Métodos de Runge-Kutta

6.3 Métodos de varios pasos

6.4 Ecuaciones y sistemas de orden superior

6.5 Problemas de valores en la frontera de segundo orden
Ejercicios de repaso del capitulo 6

Una ecuacion diferencial no siempre debe poseer una solucion, e in-
cluso cuando exista alguna es posible que no podamos presentarla en
forma explicita o implicita; entonces deberemos darnos por satisfechos
con una aproximacion a la solucion. En este capitulo continuaremos la
idea basica presentada en la seccion 2.6, la cual se refiere al uso de la
ecuacion diferencial para construir algoritmos con los cuales aproximar
las coordenadas de los puntos ubicados sobre una curva solucion real.
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Tabla 6.1 Método de Euler con 2 = 0.1

6.1 Meétodos de Euler y analisis de errores ]

M Introduccion En el capitulo 2 analizamos uno de los métodos numéricos mds sim-
ples para aproximar soluciones de problemas de valor inicial de primer orden y' = f(x, y),
y(xy) = ¥, Recuerde que el elemento central del método de Euler era la formula

Yne1 = Yn + llf()(”, .\'H)? (1)

donde f representa a la funcién obtenida a partir de la ecuacion diferencial y' = f(x, y).
Mediante el uso recursivo de (1) paran = 0, 1, 2, ... se llega a las coordenadas y y,, y,,
¥3, ... de puntos ubicados en sucesivas “lineas tangentes” a la curva solucion en x;, x,,
X3, ... 0 X, = Xy + nh, donde & es una constante y equivale al tamafio del incremento
entre x, y x,,;- Los valores y;, y,, y3, ... aproximan los valores de una solucién y(x) del
problema de valor inicial (PVI) en x;, x,, x3, .... Sin embargo, cualquier ventaja de (1)
debida a su simplicidad se pierde en lo burdo de sus aproximaciones.

B Una comparacion En el problema 4 del ejercicio 2.6 se le pidi6 utilizar el método de
Euler y obtener el valor aproximado de y(1.5) para la solucién del problema de valor inicial
y' = 2xy, y(1) = 1. Usted debi6 haber obtenido la solucién analitica y = ¢~ ', asi como
resultados similares a los presentados en las tablas 6.1 y 6.2.

Tabla 6.2 Método de Euler con 2 = 0.05

% Valor Error % relativo
Valor Error relativo  *x Yn real absoluto  de error
Xn Yn real absoluto deerror 1 g 1.0000 1.0000 0.0000  0.00
1.00 1.0000 1.0000 0.0000 0.00 1.05 1.1000 1.1079 0.0079 0.72
1.10 1.2000 1.2337 0.0337 2.73 1.10 1.2155 1.2337 0.0182 1.47
1.20 1.4640 1.5527 0.0887 5.71 1.15 1.3492 1.3806 0.0314 2.27
1.30 1.8154 1.9937 0.1784 8.95 1.20 1.5044 1.5527 0.0483 311
1.40 2.2874 2.6117 0.3244 12.42 1.25 1.6849 1.7551 0.0702 4.00
1.50 2.9278 3.4903 0.5625 16.12 1.30 1.8955 1.9937 0.0982 4.93
1.35 2.1419 2.2762 0.1343 5.90
1.40 24311 2.6117 0.1806 6.92
1.45 2.7714 3.0117 0.2403 7.98
1.50 3.1733 3.4903 0.3171 9.08
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En este caso, con un tamafio del paso de & = 0.1, un error relativo de 16% en el
célculo de la aproximacién a y(1.5) es completamente inaceptable. A costa de duplicar
el nimero de operaciones, se obtiene cierta mejora en la precision al reducir a la mitad el
tamafio del paso en & = 0.05.

M Errores en métodos numéricos Al seleccionar y utilizar un método numérico para
determinar la solucién de un problema de valor inicial, debemos estar conscientes de las
distintas fuentes de error. Para ciertos tipos de cdlculo, la acumulacién de errores puede
reducir la precision de una aproximacion hasta el punto de volver inservible el célculo.
Por otra parte, dependiendo del uso dado a una solucién numérica, una precision extrema
podria no compensar el trabajo y la complicacion adicionales.

Una fuente de error que siempre estd presente en los cdlculos es el error de redon-
deo. Este se genera a partir del hecho de que toda calculadora o computadora pueden
representar nimeros utilizando tnicamente cierta cantidad finita de digitos. Suponga,
para efectos de ilustracién, que contamos con una calculadora que utiliza aritmética de
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base 10 y soporta cuatro digitos, de este modo § se representa en la calculadora como
0.3333 y & como 0.1111. Si utilizamos esta calculadora para determinar (x*> — 3)/(x — 3)
para x = 0.3334, obtenemos
(0.3334)* — 0.1111 _ 01112 = 0.1111
0.3334 — 0.3333 0.3334 — 0.3333

Sin embargo, con ayuda de un poco de dlgebra vemos que

S Bt Lo B

I
W=
I
|—
w

de modo que cuando x = 0.3334, - %)/(x - %) ~ (0.3334 + 0.3333 = 0.6667. Este
ejemplo demuestra que los efectos de errores de redondeo pueden resultar bastante
serios a menos que se tenga cuidado. Una forma de reducir el efecto de los errores de
redondeo es minimizar la cantidad de cdlculos. Al emplear computadoras, otra técnica es
utilizar aritmética de doble precision para verificar los resultados. En términos generales,
el error de redondeo es impredecible y dificil de analizar, y lo pasaremos por alto en el
siguiente andlisis de errores. Nos concentraremos en analizar el error introducido por
utilizar una férmula o un algoritmo para aproximar los valores de la solucién.

M Errores de truncamiento para el método de Euler En la secuencia de valores y,,
Y2, 3, - .., generados a partir de (1), el valor de y, generalmente no concordara con la so-
lucién real evaluada en x;, a saber, y(x;), debido a que el algoritmo sélo proporciona una
aproximacion de linea recta para la solucién. Observe la figura 2.32. El error se denomina
error de truncamiento local, error de formula o error de discretizacion. Se presenta en
cada etapa; es decir, si suponemos que y, es precisa, entonces y,,; contendrd un error de
truncamiento local.

Para deducir una férmula para el error de truncamiento local para el método de Euler,
utilizamos la férmula de Taylor con residuo. Si una funcién y(x) posee k + 1 derivadas
continuas en un intervalo abierto que contiene a a y a x, entonces

xX—a (x —a) (x — a)*!
T K k+ 1)

donde c representa un punto entre a y x. Al establecer k = 1, a = x,yx = x,,, = x, + h,
obtenemos

+ -+ yY(a) + % (¢)

y(x) = y(@) +y'(a)

W’ h?
o © y(xm)=yn+hf(xn,y,,)+y(c)27.

-

Yl

h
Y, ) = yx,) +y'(x,) ut y'(c)

El método de Euler (1) es la dltima férmula sin el término final; por ello, el error de
truncamiento local en y, , | es
h2
y'(c) o donde x,<c<x,,;.
El valor de ¢ por lo general se desconoce (existe en forma tedrica), y asi el error exacto
no puede calcularse, aunque un limite superior sobre el valor absoluto del error es

2
th donde M = max Ily"(x)l.

2! X, <X<X1 )

Al analizar los errores que surgen por uso de los métodos numeéricos, resulta ttil em-
plear la notacién O(h"). Para definir este concepto, hacemos que e(h) indique el error en
un cdlculo numérico que depende de &. Se dice entonces que e(h) es el orden /", indicado
mediante O(h"), si existe una constante C y un entero positivo n tales que le(h)l = Ch"
para un % lo suficientemente pequeiio. De este modo, el error de truncamiento local para
el método de Euler serd O(h?). Se observa que, en general, si en un método numérico
e(h) es de orden h", y h es reducido a la mitad, el nuevo error serd aproximadamente
C(h/2)" = Ch"/2", es decir, el error se reduce por un factor de /",

6.1 Métodos de Euler y analisis de errores
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Ejemplo 1 Acotamiento del error de truncamiento local

Determine una cota para los errores de truncamiento local para el método de Euler apli-
cadoay’ = 2xy, y(1) = 1.

Solucién De la solucién y = ¢* ' obtenemos y" = (2 + 4x2)e**~ 'y, por lo tanto, el error

de truncamiento local es
2

h K
Y'(©) 5 = @ +4c)e VT

donde c estd entre x,, y x, + h. En particular, para 4 = 0.1 podemos obtener una cota su-
perior del error de truncamiento local para y; si reemplazamos ¢ con 1.1:

0.1)?
D+MMJﬁﬂm“d3l=QMD.

Tal como puede advertirse en la tabla 6.1, después de la primera etapa el error es de
0.0337, menor que el valor dado por el acotamiento.

Asimismo, podemos obtener una cota para el error de truncamiento local a partir de
cualquiera de las cinco etapas que se muestran en la tabla 6.1 si reemplazamos ¢ por 1.5
(mediante este valor de ¢ obtenemos el valor maximo de y’(c) para cualquier etapa, sin
embargo, puede resultar excesivo para las primeras etapas). Luego de hacerlo tenemos

o s, (01 )
[2 + (4)(1.5)4]e 1~ )T = 0.1920 )
como acotamiento superior para el error de truncamiento local en cada etapa. a

En el ejemplo 1, observe que si & se reduce a la mitad a 0.05, el acotamiento de error
serd de 0.0480, alrededor de la cuarta parte de lo calculado en (2). Esto era de esperarse
porque el error de truncamiento local para el método de Euler es O(h?).

En el andlisis anterior, asumimos que el valor de y, era exacto cuando se calculé v, |,
pero esto no es asi porque contiene errores de truncamiento local en cada una de las eta-
pas anteriores. Este error total se conoce como error de truncamiento global. Un anali-
sis integral del error de truncamiento global estd mds alld del alcance de este libro, pero
se puede demostrar que el error de truncamiento global es O(h) para el método de Euler.

En cuanto al método de Euler, esperamos que si el tamafio del paso se reduce a la
mitad, el error también lo haga. Esto se confirma en las tablas 6.1 y 6.2, donde el error
absolutoen x = 1.50 con 2 = 0.1 es de 0.5625 y con 2 = 0.05 es de 0.3171, casi la mitad
del valor anterior.

En general, es posible demostrar que si un método para la solucién numérica de una
ecuacién diferencial tiene un error de truncamiento local O(h**"), entonces el error de
truncamiento global es O(h*).

En el resto de ésta y en las siguientes secciones estudiaremos métodos que llevan a
una precision mucho mayor que el método de Euler.

M Método mejorado de Euler El método numérico definido por la férmula

f Xn> Yn + f Xn+15Y rz*
V\‘I}\ 1= ,,\‘/1 + h ( ) 2( = ])’ (3)

donde Yur1 = Yo + hf (X, y,n), “4)

se conoce cominmente como método mejorado de Euler. Con el fin de calcular y,,, | para
n=0,1,2,..., apartir de (3) debemos, en cada etapa, utilizar primero el método de
Euler presentado en (4) para obtener una estimacién inicial y,,; . Por ejemplo, con n = 0,
(4) darfa y} = y, + hf (xp, o), y después, conociendo este valor, usamos (3) para obtener
Vi = yo + h(f(xo, vo) + f(x1, yD))/2, donde x, = x, + h. Estas ecuaciones pueden visuali-
zarse con facilidad. En la figura 6.1 observe que m, = f(xo, o) y m; = f(x,, y7) son las
pendientes mostradas mediante las lineas rectas s6lidas que atraviesan los puntos (x,
yo) y (x1, 1), respectivamente. Al determinar un promedio de estas pendientes, es decir,
Mprom = (f(X0, Yo) + (X1, y1))/2, obtenemos la pendiente oblicua de lineas paralelas dis-
continuas. Con la primera etapa, en lugar de avanzar a lo largo de la linea que atraviesa
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(xo, Yo) con pendiente f(x,, y,) respecto del punto de coordenada y y} obtenido por el
método de Euler, avanzamos a lo largo de la linea discontinua de color que pasa por (x,
Yo) con pendiente m,,,, hasta alcanzar 